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講演内容

1 Intra-class covariance structureの説明
1 別名

intraclass correlation structure.
Exchangeable correlation model.
Exchangeable covariance model.

2 その拡張

Permuation-symmetry covariance model
Blocked compound symmetric covariance
structure.

2 Intra-class covariance structureの Copula-modelling.
Durante and Semip (2016): Principles of Copula
Theory, CRC Press.
Hoff, Niu, and Wellner (2014): Bernoulli 20
604–622.
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Intra-class Covariance Structures(1)

Intra-class Covarinace Structure (d ≥ 3):
多変量正規分布モデル: Nd

(
0d , Σ

)
. ここで

Σ = σ2
*.....,

1 ρ ρ ρ

ρ 1 ρ ρ
...
... . . . ...

ρ · · · ρ 1

+/////-
= σ2

(
(1 − ρ)Id + ρ 1d1⊤d

)
.

− 1
d − 1

< ρ < 1と σ > 0は未知.

1d = (1, 1, . . . , 1)⊤, Id は d 次の単位行列である.
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置換群に関して不変な分散共分散行列の構造 (1)

多変量正規分布モデルにおける Intra-class Covariance
Structuresに対する 2つのアプローチ:

Linear covariance decompositions
(Anderson (1970), Jennrich et al. (1986),
Jensen (1988)).
Invariance induced by group actions (Andersson (1975),
Graczyk et al. (2022)).

【理論の背景】 Euclidean Jordan代数 (Faraut and
Karányi (1994))を用いて,正値対称行列全体の成す空間
を典型的な例にもつ対称錐を統一的に記述できること.
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置換群に関して不変な分散共分散行列の構造 (2)

V = {1, 2, . . . , d}を有限集合とする.
X = (X1, X2, . . . , Xd )⊤ ∼ Nd (0d , Σ) とする.
Sd を V 上の対称群 ‡とする.
Γ ⊂ Sd を部分群.
中心化された多変量正規分布が Γの作用に関して不
変であるとは

GΣG⊤ = Σ (∀G ∈ Γ)

をみたす §ときをいう.
‡

{1, 2, . . . , d}上のすべての置換からなる群.
§

V 上の置換と置換行列を同一視している.
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置換群に関して不変な分散共分散行列の構造 (3)

交換可能性から分散業分散行列 Σとその逆行列
（精度行列） Σ−1の両方に線型性が生じる.
a doubly autoparallel family (Ohara et al. (2024))とも
呼ばれている.
Γ =Sd のとき, intra-class covariance structures.
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Intra-class Covariance Structures(2)

実際

Σ

σ2 = (1 − ρ)Id + ρ 1d1⊤d

= (1 − ρ)
(
Id −

1
d

1d1⊤d
)

︸           ︷︷           ︸
射影行列

+
{
1 + (d − 1)ρ

} (1
d

1d1⊤d
)

︸    ︷︷    ︸
射影行列

.

したがって(
Σ

σ2

)−1
= (1 − ρ)−1

(
Id −

1
d

1d1⊤d
)

+
{
1 + (d − 1)ρ

}−1
(1
d

1d1⊤d
)
.
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Intra-class Covariance Structures(3)

さらに, d × d の既知 ¶の直交行列 ∥

O⊤ =
(
1d , ∗, . . . , ∗︸   ︷︷   ︸

(d − 1) 列

)
により Σを対角化できる.
¶

ρと σに依存しない行列.
∥

Helmert行列とすればよい.　たとえば, d = 4のとき

√
4

*....,
1/
√

4 1/
√

4 1/
√

4 1/
√

4
1/
√

2 −1/
√

2 0 0
1/
√

6 1/
√

6 −2/
√

6 0
1/
√

12 1/
√

12 1/
√

12 −1/
√

12

+////-
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Intraclass Covariance Structures(4)

すなわち

OΣO⊤

σ2 = diag
(
1 + (d − 1)ρ, 1 − ρ, . . . , 1 − ρ︸               ︷︷               ︸

(d − 1) 回

)
.

ただし, diag( · ) は Rd の成分を対角成分にもつ d × d の
対角行列.
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Copula modelling for intra-class covariance sturectures (1)

Nd (0d , Σd ) の copula densityを求める. ただし

Σ = (1 − ρ)Id + ρ 1d1⊤d
(
− 1

d − 1
< ρ < 1

)
= (1 − ρ)

(
Id −

1
d

1d1⊤d
)
+
{
1 + (d − 1)ρ

} (1
d

1d1⊤d
)

である. そのために,以下の記号を準備する.
Φd ( · | ρ) と φd ( · | ρ) をNd (0d , Σd ) の c.d.f. と p.d.f.
とする.
Φ( · ) と φ( · ) をN(0, 1) の c.d.f. と p.d.f. とする.

Φ(−1) (u) =
{

inf{x ∈ R; Φ(x) ≥ u} (0 < u ≤ 1)
inf{x ∈ R; Φ(x) > 0} (u = 0)

.
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Copula modelling for intra-class covariance sturectures (2)

Sklarの定理から

C(u1, . . . , ud ) = Φd
(
Φ

(−1) (u1), . . . , Φ(−1) (ud )�� ρ)
=

∫ Φ(−1) (u1)

−∞

∫ Φ(−1) (u2)−ρ1, •s1

−∞
· · ·
∫ Φ(−1) (ud )−ρd−1, •

∑d−1
j=1 sj

−∞

× 1
√

2π
exp
{
−

s2
1

2

} d∏
k=2

1√
2πσk,•

exp
{
−

s2
k

2σk,•

}
× ds1 · · · dsd .

ただし, k = 2, . . . , d に対して

ρk−1,• =
ρ

1 + (k − 2)ρ
, σk,• = 1 − k − 1

1 + (k − 2)ρ
ρ2.
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Copula modelling for intra-class covariance sturectures (3)

c(u1, . . . , ud | ρ)

:=
∂d

∂u1 · · · ∂ud
Φd
(
Φ

(−1) (u1), . . . , Φ(−1) (ud )�� ρ)
=
φd
(
Φ(−1) (u1), . . . , Φ(−1) (ud )�� ρ)∏d

k=1 φ
(
Φ(−1) (uk)

)
= const exp

{ 2ρ
(1 − ρ){1 + (d − 1)ρ

} ∑
k<ℓ

Φ
(−1) (uk)Φ(−1) (uℓ)

− (d − 1)ρ2

(1 − ρ){1 + (d − 1)ρ
} d∑

k=1

{
Φ

(−1) (uk)
}2}.

ただし, const = 1√
(1−ρ)d−1

{
1+(d−1)ρ

} .
今野良彦（KONNO Yoshihiko） (大阪公立大学)Copula modeling to intra-class covariance structures 12 / 13



まとめ

1 Intra-class structures covariance matrixの特徴を説明.
2 Intra-class structures covarianceの copulaを具体的に
記述.
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