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講義内容

前回の講義の記号の復習

1.5.1同時確率関数 (p.m.f.) と同時密度関数 (p.d.f.)

1.5.2周辺分布

1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布

1.6多次元分布と i.i.d. 標本
i.i.d.=identically and independently distributed

2.1期待値

2.2確率ベクトルの期待値

2.3分散と共分散

2.4条件付き期待値

2.5積率母関数
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記号の復習 (1)

(Ω, A, Pr): 確率空間.
Aは σ加法族.
Pr : A −→ [0, 1]は確率測度.

Aは σ加法族⇔ (1) Ω ∈ A; (2) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A;
(3) An ∈ A (n = 1, 2, . . .) ⇒ ∪∞

n=1
An ∈ A.

Pr; A ∋ A 7→ Pr(A) ∈ [0, 1]は以下をみたす.
(1) Pr(Ω) = 1;
(2) ∀A ∈ Aに対して, Pr(Ac) = 1 − Pr(A);
(3)互いに排反な {An}∞n=1

⊂ Aに対して

Pr
( ∞∪

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

Pr(An).
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記号の復習 (2)

X : Ω −→ Rは確率変数
⇔ ∀B ∈ B(R)に対して

X−1(B) = {ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B} ∈ A.

⇔ ∀r ∈ Rに対して

{X > r} = {ω ∈ Ω; X(ω) > r} ∈ A.

⇔ ∀r ∈ Rに対して

{X ≤ r} = {ω ∈ Ω; X(ω) ≤ r} ∈ A.

ただし, B(R)は Rの開集合族を含む最小の σ加法族. これを
Borel集合族という.
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記号の復習 (3)

確率変数 X の c.d.f.

FX(x) = Pr(X ≤ x) (x ∈ R).

分布関数 FX の性質
FX は非減少⇔ (x < y ⇒ FX(x) ≤ FX(y)).
FX は右連続 ⇔ lim

ϵ↓0
FX(x + ϵ) = FX(x).

lim
x→−∞

FX(x) = 0; lim
x→∞

FX(x) = 1.

不連続点は高々可算個.
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記号の復習 (4)

FX( · )が階段関数のとき, X を離散型確率変数という.
確率変数 X の p.m.f.

pX(x) = FX(x) − FX(x−).

ただし, FX(x−) = lim
ϵ↓0

FX(x − ϵ),すなわち, xにおける FX の左

極限.{x ∈ R; pX(x) > 0} (FX の不連続点)は高々可算個集合.

FX( · )が連続関数のとき, X を連続型確率変数という.
確率変数 X の p.d.f.: R上の非負値関数 pX で

FX(x) =
∫ x

−∞
pX(t) dt (x ∈ R).
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1.5.1同時確率関数 (p.m.f.)と確率密度関数 (p.d.f.)

確率空間 (Ω, A, Pr)上の離散型確率変数 (X, Y)の対に対して,同
時確率関数 (同時 p.m.f.) p( · , · )を

Y = 0 Y = 1
X = 0 1/9 2/9 1/3
X = 1 2/9 4/9 2/3

1/3 2/3

で定める. たとえば

p(1, 1) = Pr(X = 1, Y = 1) =
4
9

である.
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2次元の分布 (2)

定義 1.45 確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数 X, Y は連続型とす
る. R2 上の非負値実数値関数 pが確率ベクトル (X, Y)の同時確
率密度関数 (同時 p.d.f.) であるとは,次の条件をみたすときを
いう.

(1) p(x, y) ≥ 0 (∀(x, y) ∈ R2).
(2)
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞ p(x, y) dxdy = 1.

(3) ∀A ∈ B(R2)に対して

Pr((X, Y) ∈ A) =
∫ ∫

A
p(x, y) dxdy.

ただし, B(R2)は R2 の開集合族を含む最小の σ加法族.
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2次元の分布 (3)

注意 1.48 (X, Y)の同時累積分布関数 (同時 c.d.f.) F( · , · )を

F(x, y) : = Pr(X ≤ x, Y ≤ y) (1)

:= Pr({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x, Y(ω) ≤ y}) (∀(x, y) ∈ R2)

で定義する. (X, Y)の同時分布 Pを

P(A) = Pr
((X, Y) ∈ A) (∀A ∈ B(R2)) (2)

で定義する.どの確率変数の c.d.f. または確率分布であるかを明示
したいときには, F(X, Y) または P(X, Y) と記す.
細かなことであるが, (1)の Fによって (R2, B(R2))上の確率測度
Pを一意的に定めていることができる. この点に関しては測度論
の知識が必要となる. □
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2次元の分布 (4)

例 1.47 連続型確率変数のベクトル (X, Y)は同時 p.d.f.

p(x, y) =
{

x + y (0 < x < 1, 0 < y < 1)
0 (その他の場合)

を持つとする. このとき集合 {(x, y) ∈ R2; p(x, y) > 0}に注意す
れば∫ 1

0

∫ 1

0
p(x, y) dxdy =

∫ 1

0

[∫ 1

0
x dx
]

dy +
∫ 1

0

[∫ 1

0
y dy
]

dx

=

∫ 1

0

1
2

dy +
∫ 1

0

1
2

dx = 1

となる. □
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1.5.2周辺分布 (1)

例
Y = 0 Y = 1

X = 0 1/9 2/9 1/3
X = 1 2/9 4/9 2/3

1/3 2/3
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1.5.2周辺分布 (2)

定義 1.48 (X, Y)を確率空間 (Ω, A, Pr)上で定義された確率ベ
クトルとする.
(1) (X, Y)が離散型で同時 p.m.f. pを持つとする. X の周辺確率関
数 (周辺 p.m.f.) を

pX(x) = Pr(X = x) =
∑
y∈SY

Pr(X = x, Y = y) =
∑
y∈SY

p(x, y) (∀x ∈ SX)

で定義する. ただし

SX := {x ∈ R; ある y ∈ Rに対して, p(x, y) > 0}
SY := {y ∈ R; ある x ∈ Rに対して, p(x, y) > 0}

である.

12 / 83



1.5.2周辺分布 (3)

定義 1.48の続き (2) (X, Y)は連続型とし,同時 p.d.f. pを持つと
する. このとき X の周辺確率密度関数 (周辺 p.d.f.) を

pX(x) =
∫ ∞
−∞

p(x, y) dy (∀x ∈ R)

で定義し, Y の周辺確率密度関数 (周辺 p.d.f.)を

pY(y) =
∫ ∞
−∞

p(x, y) dx (∀y ∈ R)

で定義する. □
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1.5.2周辺分布 (3)

注意 連続型確率ベクトル (X, Y)に対して

FX(x) := Pr(X ≤ x) =
∫ ∫

(s, t)∈R2; s≤x
p(s, t) dsdt

=

∫ x

−∞

{∫ ∞
−∞

p(s, t) ds
}

dt =
∫ x

−∞
pX(s) ds

となるので, X の周辺 p.d.f. と X の p.d.f. は高々可算個の点を除
いて同じ値を取ることがわかる. □
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (1)

定義 1.51 確率空間 (Ω, A, Pr)上の 2つの確率変数 X と Y は独
立であるとは, ∀A, B ∈ B(R)に対して

Pr(X ∈ A, Y ∈ B) = Pr(X ∈ A)Pr(Y ∈ B)

が成り立つときをいう. 独立でないとき X と Y は従属であると
いう.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (2)

定理 1.52 pを確率ベクトル (X, Y)の同時 p.d.f./p.m.f. とし, pX

と pY を X と Y それぞれの周辺 p.d.f. とする. このとき

X と Y は独立 ⇔ p(x, y) = pX(x)pY(y) (∀x, y ∈ R).

となる.

証明 独立ならば,同時 p.d.f. が周辺 p.d.f./p.m.f. の積で表現され
ることの証明は易しい. 逆はこの講義の範囲 (測度の拡張の議論が
必要となる!)を超えるので,信じることにする. □
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (3)

注意 1.53 (1)連続型の場合には,測度 0の集合を除いて 1p.d.f.
は定義されるので,定理 1.52の書き方はやや数学的な厳密性に欠
ける.

□

1この用語は定義されていない. 「有限個の点を除いて」と理解してもこの講
義の内容の範囲では問題ない.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (4)

例 1.54 連続型確率変数 X と Y は独立で同じ p.d.f.

p(x) =
{

2x (0 < x < 1)
0 (その他の場合)

を持つとする. このとき確率 Pr(X + Y ≤ 1)を求めてみよう. 独立
性より (X, Y)の同時 p.d.f. は

p(X, Y)(x, y) =
{

4xy (0 < x < 1, 0 < y < 1)
0 (その他の場合)

となる.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (5)

例 1.54の続き したがって

Pr(X + Y ≤ 1) =
∫ ∫

x+y≤1
p(X, Y)(x, y) dxdy

= 4
∫ 1

0
x
{∫ 1−x

0
y dy
}

dx

= 4
∫ 1

0
x

(1 − x)2

2
dx

=
1
6

となる. □
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (6)

定義 1.58 (1)離散型確率ベクトル (X, Y)は同時 p.m.f. p(x, y)
を持つとする. pY(y) > 0なる yに対して, Y = yを与えたときの
X の条件付き確率関数 (条件付き p.m.f.) を

pX| Y(x| y) = Pr(X = x| Y = y) =
Pr(X = x, Y = y)

Pr(Y = y)

=
p(x, y)

pY(y)
(x ∈ R)

で定義する.

注意 (1) pX| Y(x| y)は xが変数の R上の関数であることに注意
せよ.
(2)さらに {x ∈ R; pX| Y(x| y) > 0}は高々可算個の元からなる集合
である.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (7)

定義 1.58の続き (2)連続型確率ベクトル (X, Y)は同時 p.d.f.
p(x, y)を持つとする. pY(y) > 0なる yに対して, Y = yを与えた
ときの X の条件付き確率密度関数 (条件付き p.d.f.) を

pX| Y(x| y) =
p(x, y)

pY(y)
(x ∈ R)

で定義する.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (8)

注意 1.59 (1) (X, Y)が連続型確率ベクトルのとき, pY(y) > 0な
る y ∈ Rに対して, Y = yを与えたときの事象 {X ∈ A}の条件付
き確率を

Pr(X ∈ A| Y = y) :=
∫

A
pX| Y(x| y) dx (∀A ∈ B(R))

と形式的に定義する.
(2) Aを固定したとき, Pr(X ∈ A| Y = y)は yにのみ依存するので,
形式的に h(y) := Pr(X ∈ A| Y = y)と書いた 2ときに, h(y)に形式
的に確率変数 Y を代入したものを

Pr(X ∈ A| Y) := h(Y)

と書くと, Pr(X ∈ A| Y)も確率変数となる.

2hの可測性は自明ではないが,信じることにする.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (9)

注意 1.59の続き (3) A, B ∈ Aとし, Pr(B) > 0とする. Aと B
が独立のとき

Pr(A| B) = Pr(A)

が成立する.
(4) Pr(B) > 0のとき

Pr(A ∩ B) = Pr(B)Pr(A| B)

となる. これを乗法の公式という.
(5) Pr(B) > 0のとき,関数 Pr( · |B) : A → [0, 1]は定
義 1.6(1) − (2)をみたす. すなわち (Ω, A)上の確率測度である.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (10)

注意 1.59の続き (6)「独立⇒対独立」であるが,逆の反例:
Ω = {b1, b2, b3, b4}とし

Pr({b j}) =
1
4

( j = 1, 2, 3, 4)

とする. いま

A j = {b j, b4} ( j = 1, 2, 3)

とする. すると

A1 ∩ A2 = A1 ∩ A3 = A2 ∩ A3 = A1 ∩ A2 ∩ A3 = {b4}
である. したがって

Pr(A1 ∩ A2) = Pr(A1)Pr(A2); Pr(A1 ∩ A3) = Pr(A1)Pr(A3);
Pr(A2 ∩ A3) = Pr(A2)Pr(A3).
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (11)

注意 1.59の続き しかし

1
4
= Pr(A1 ∩ A2 ∩ A3) , Pr(A1)Pr(A2)Pr(A3) =

1
8

である. □
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (12)

例 1.60 連続型確率ベクトル (X, Y)は同時 p.d.f.

p(x, y) =
{

x + y (0 < x < 1, 0 < y < 1)
0 (その他の場合)

を持つとする. このとき Pr(X ≤ 1/4| Y = 1/3)を求めてみよう. ま
ず 0 < y < 1に対して

pY(y) =
∫ ∞
−∞

p(x, y) dx = y +
∫ 1

0
x dx = y +

1
2
.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (13)

例 1.60の続き したがって

pY(y) =
{

y + 1
2 (0 < y < 1)

0 (その他の場合)

となる. よって 0 < y < 1と 0 < x < 1に対して

pX| Y(x| y) =
p(x, y)

pY(y)
=

x + y

y + 1
2

となる.
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1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布 (14)

例 1.60の続き これより 0 < y < 1のとき

pX| Y(x| y) =


x + y

y + 1
2

(0 < x < 1)

0 (その他の場合)

となる. 注意 1.59より

Pr
(
X ≤ 1

4

∣∣∣∣∣ Y = 1
3

)
=

∫ 1/4

0
pX| Y
(
x
∣∣∣∣∣ 1

3

)
dx =

∫ 1/4

0

x + 1
3

1
3 +

1
2

dx

=
11
80
.

□
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1.6多次元の分布と i.i.d. 標本 (1)

X1, X2, . . . , Xnを確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数とし

X = (X1, X2, . . . , Xn)⊤ =


X1
X2
...

Xn


と書く. X を確率ベクトルという. ( · )⊤ は転置作用素.

注意 1.61 本講義録では,ベクトルは縦ベクトルとする. □
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1.6多次元の分布と i.i.d. 標本 (2)

□

定義 1.62 X1, X2, . . . , Xnが独立であるとは,すべての Borel集
合 A1, A2, . . . , An ∈ B(R)に対して

Pr(X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, . . . , Xn ∈ An) =
n∏

j=1

Pr(X j ∈ A j) (3)

が成立するときである. □
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1.6多次元の分布と i.i.d. 標本 (3)

□

注意 1.63 X = (X1, . . . , Xn)⊤ の同時 p.d.f. を p(x1, x2, . . . , xn)
と書き,各 X j ( j = 1, 2, . . . , n)の周辺 p.d.f. を pX j と書くことに
する. 同時 p.d.f. が存在する場合には, (3)を確認するために

p(x1, x2, . . . , xn) =
n∏

j=1

pX j(x j) (∀x1, x2, . . . , xn ∈ R)

を示せばよい. □
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1.6多次元の分布と i.i.d. 標本 (4)

定義 1.64 X1, X2, . . . , Xnは独立で,各 X j ( j = 1, 2, . . . , n)は
同じ c.d.f. Fを持つとき, X1, X2, . . . , Xnは
独立同一分布に従う(i.i.d. =identically and independently
distributed)といい

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ F

と書く 3. X1, X2, . . . , Xnは累積分布関数 Fからの
標本の大きさが nのランダム標本ともいう. □

3p.d.f. pを使い
X1, X2, . . . , Xn

i.i.d.∼ p

と書く. ∼の右側には,確率測度/確率分布/p.d.f./p.m.f./N(0, 1)など分布を特定す
るものを書いてよいことにする.
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2.1期待値 (1)

X を確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数とする. X が離散型のと
き,その p.m.f. を pとし, X の取り得る値を x1, x2, . . .とする. 連
続型のとき,その p.d.f. も pと書くことにする.
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2.1期待値 (2)

定義 2.1 g : R → Rを可測 4関数とする. 確率変数 g(X)の期
待値 E[g(X)]を次のように定義する.

(1) g(x) ≥ 0 (x ∈ R)のとき

E[g(X)] =


∞∑

n=1

g(xn)p(xn) (離散型の場合)∫ ∞
−∞

g(x)p(x) dx (連続型の場合)

と定義する. 右辺は∞を許せば,必ず存在する.

4関数 gは可測,⇔{x ∈ R; f (x) > r} ∈ B(R)) (∀r ∈ R).
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2.1期待値 (3)

定義 2.1の続き

(2) 一般の可測関数 gに対して

g+(x) = max{g(x), 0}, g−(x) = max{−g(x), 0}

と定義すれば, g+(x) ≥ 0, g−(x) ≥ 0 (x ∈ R)となる.
E[g+(X)]または E[g−(X)]のいずれかが有限ならば

E[g(X)] := E[g+(X)] − E[g−(X)]

と定義する. E[g+(X)] = E[g−(X)] = ∞のときは, g(X)の期
待値は定義されない. E[g+(X)] < ∞かつ E[g−(X)] < ∞のと
き, E[g(X)]は有限となる.

□
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2.1期待値 (4)

補題 2.2 X を確率変数とする. 関数 g, h : R → Rを可測と
する.

(1) h(X)は有限の期待値を持つ 5とする.
0 ≤ g(x) ≤ h(x) (∀x ∈ R)ならば

E[g(X)] ≤ E[h(X)].

(2) E[|g(X)|] < ∞, E[|h(X)|] < ∞を仮定する. a, b ∈ Rに対して

E[ag(X) + bh(X)] = a E[g(X)] + b E[h(X)].

5 g, hを共に非負値関数としているので, E[|h(X)|] < ∞だけを仮定すればよ
い. もし, g, hを可測関数とすると E[|g(X)|] < ∞の仮定も必要になる. なぜなら
ば, g(x) ≤ h(x) (x ∈ R)と E[|h(X)|] < ∞だけだと E[h(X)]が定義できない場合
があるからである. なので,非負値関数に関する主張とした方のが実用的である.
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2.1期待値 (5)

補題 2.3 X を非負値確率変数とする. このとき,

E[X] = 0 ⇒ Pr(X = 0) = 1

となる.

補題 2.3の証明 6 まず

A := {ω ∈ Ω; X(ω) > 0} = {X > 0},

An :=
{
ω ∈ Ω; X(ω) >

1
n

}
(n = 1, 2, . . .)

とおく. すると A1 ⊂ A2 ⊂ · · · かつ
∞∪

n=1

An = Aとなる.

6当たり前の主張にみえるが,証明はやや Technicalである.
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2.1期待値 (6)

証明の続き よって,補題 1.7(5)から

lim
n→∞

Pr(An) = Pr
( ∞∪

n=1

An

)
= Pr(A). (4)

一方, An ⊂ Aなので, 0 ≤ 1lAn(ω) ≤ 1lA(ω) (ω ∈ Ω)である. この
ことに注意すると

0 = E[X] = E
[X1lAc︸︷︷︸
≥0

+X1lA
] ≥ E

[X1lA
] ≥ E

[X1lAn

]
≥ 1

n
E[1lAn] =

1
n

Pr(An).
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2.1期待値 (7)

証明の続き したがって, Pr(An) = 0 (∀n ∈ N)がわかる. (4)と合
わせると Pr(A) = 0となる. よって

1 = Pr(Ac) = Pr
(({X ≤ 0} ∩ {X ≥ 0}) ∪ ({X ≤ 0} ∩ {X < 0}))

= Pr(X = 0) + Pr(X < 0)︸      ︷︷      ︸
=0

= Pr(X = 0)

が示せた. □
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2.1期待値 (8)

補題 2.4 0 < q < rに対して

E[|X|r] < ∞ ⇒ E[|X|q] < ∞

となる.

証明

証明は Youngの不等式を用いて行う. □
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2.1期待値 (9)

定義 2.10

(1) k = 1, 2, . . .に対して, E[|X|k] < ∞のとき, E[Xk]を X の
k次モーメント (または積率)という.

(2) E[X]を X の平均値 7という.

(3) E[X2] < ∞のとき X の分散を

Var[X] := E
[{X − E[X]}2]

で定義する.

7簡単に「平均」ともいう.
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2.1期待値 (10)

定義 2.10の続き
(4) 部分集合 A ⊂ Rに対して

1lA(x) =
{

1 (x ∈ A)
0 (x < A)

を Aの指示関数 8という.
(5) A ∈ B(R)のとき

E[1lA(X)] = Pr(X ∈ A)

となる.

注意 補題 2.3から, E[X2] < ∞のとき

Var[X] = 0 ⇒ Pr(X = E[X]) = 1

となる. □
8指示関数は Rの任意の部分集合に定義ができることに注意をせよ.
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2.1期待値 (11)

注意 2.11 分散 Var[X]は Xの分布の平均 µまわりの散らばりを
測る量である. 分散がおおきいほど分布は広がっていることにな
る. □

注意 2.12 (1) Xは確率空間 (Ω, A, Pr)上の離散型確率変数とす
る. pX を X の p.m.f. とし

SX := {x ∈ R; pX(x) > 0}

とする. 関数 g : R → Rに対して

Y = g(X)

とおく.
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2.1期待値 (12)

注意 2.12の続き y ∈ Rに対して

Ay := {x ∈ SX; g(x) = y}

とおき
SY := {y ∈ R; Ay , ∅}

とする. y ∈ SY に対して

pY(y) := Pr(Y = y) = Pr(X ∈ Ay) =
∑
x∈Ay

Pr(X = x) =
∑
x∈Ay

pX(x)

と書ける. 正項級数は項の順番を並び替えてもその値は変わらな
いので
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2.1期待値 (13)

注意 2.12の続き∑
y∈SY

|y|pY(y) =
∑
y∈SY

|y|
∑
x∈Ay

pX(x) =
∑
y∈SY

∑
x∈Ay

|g(x)|pX(x)

=
∑
x∈SX

|g(x)|pX(x)

となる. さらにいずれかの和が有限ならば∑
y∈SY

ypY(y) =
∑
y∈SY

y
∑
x∈Ay

pX(x) =
∑
y∈SY

∑
x∈Ay

g(x)pX(x) =
∑
x∈SX

g(x)pX(x)

となる.
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2.1期待値 (14)

注意 2.12の続き よって

E[Y] = E[g(X)]

となる.
(2)確率変数 X は連続型とする. pX を X の p.d.f. とし

SX := {x ∈ R; pX(x) > 0}
とする. 関数 g : SX → Rは狭義単調増加かつ C1 級 9とする. こ
のとき

Y = g(X), SY := {y ∈ R; y = g(x) (∃x ∈ SX)}

とする.

91回連続微分可能のこと.
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2.1期待値 (15)

注意 2.12の続き ここで g : SX → SY と制限 10すれば gの逆
関数 g−1 : SY → SX が存在し

FY(y) := Pr(Y ≤ y) = Pr
(g−1(Y) ≤ g−1(y)) = Pr(X ≤ g−1(y))

= FX(g−1(y)).

さらに g(g−1(y)) = yより d
dy g−1(y) = 1

•
g(g−1(y))

となる. ただし

•
g (y) =

dg
dy

(y)である.

10制限したものを同じ gを用いて表現するのは,記号の乱用である. 記号が煩
雑になるので,記号を乱用した.
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2.1期待値 (16)

注意 2.12の続き これらより, y ∈ SY に対して

pY(y) =
d
dy

FY(y) =
d
dy

FX(g−1(y)) =
•
F

X
(g−1(y))

d
dy

g−1(y)

= pX(g−1(y))
1

•
g (g−1(y))

となる. よって

pY(y) = pX(g−1(y)) 1
•
g (g−1(y))

となる.
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2.1期待値 (17)

注意 2.12の続き gが狭義単調減少の場合もふくめると

pY(y) = pX(g−1(y)) 1∣∣∣ •g (g−1(y))∣∣∣
となる. 以上のことから

E[Y] =
∫

SY

ypY(y) dy =
∫

SY

ypX(g−1(y))
1

•
g (g−1(y)) dy

=

∫
SX

g(x)pX(x) dx

(∵ x = g−1(y) ⇔ y = g(x); dy =
•
g (x)dx)

= E[g(X)].

□
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2.2確率ベクトルの期待値 (1)

確率変数 X, Y を確率空間 (Ω, A, Pr)上で定義された確率変数と
する. (X, Y)を確率ベクトルという.
確率ベクトル (X, Y)が離散型のときその同時 p.m.f. を p(x, y)と
し,連続型のときその同時 p.d.f. も p(x, y)と書くことにする.
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2.2確率ベクトルの期待値 (2)

定義 2.13 可測関数 g : R2 → Rに対して g(X, Y)の期待値を次
のように定義する.
(1) g ≥ 0のとき

E[g(X, Y)] =


∑
x, y

g(x, y)p(x, y) (離散型の場合)∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

g(x, y)p(x, y) dxdy (連続型の場合)

で定義する.
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2.2確率ベクトルの期待値 (3)

定義 2.13の続き
(2)一般の gに対して

g+(x, y) := max{g(x, y), 0}, g−(x, y) := max{−g(x, y), 0}

と定義すれば g+, g− ≥ 0となる. E[g+(X, Y)]または E[g−(X, Y)]
のいずれかが有限ならば

E[g(X, Y)] := E[g+(X, Y)] − E[g−(X, Y)]

で定義する. E[g+(X, Y)] = E[g−(X, Y)] = ∞のときは, g(X, Y)
の期待値は定義されない. E[g+(X, Y)] < ∞かつ
E[g−(X, Y)] < ∞のとき, E[g(X, Y)]は有限の値を取る.
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2.2確率ベクトルの期待値 (4)

注意 2.14 3つ以上の確率変数 X1, X2, . . . , Xnに対しても期待
値を定義 2.13と同様に定義する.

定理 2.15 X1, X2, . . . , Xnを確率変数とし,
各 X j ( j = 1, 2, . . . , n)の期待値は有限とする. a1, a2, . . . , anを
定数としたとき

E
[ n∑

j=1

a jX j

]
=

n∑
j=1

a jE[X j]

となる.
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2.2確率ベクトルの期待値 (5)

定理 2.15の証明 まず,
∣∣∣ ∑n

j=1
a jx j
∣∣∣ ≤ ∑n

j=1
a j|x j|なので,補

題 2.2(1)から
∑n

j=1
a jX j は有限な期待値をもつ.

X := (X1, X2, . . . , Xn)⊤ とおき, X は同時 p.d.f. pX を持つとする.
すると定義 2.8から補題 2.2(2)と同様の期待値の線型性から

E
[ n∑

j=1

a jX j

]
=

∫
Rn

{ n∑
j=1

a jx j

}
pX(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 · · · dxn

=

n∑
j=1

a j

∫
Rn

x jpX(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 · · · dxn =

n∑
j=1

a jE
[X j
]
.

□
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2.2確率ベクトルの期待値 (5)

例 2.16 0 < p < 1と j = 1, 2, . . . , nに対して, X j ∼ Ber(p)と
する. このとき

E[X j] =
1∑

x=0

xPr(X = x) = 0 × (1 − p) + 1 × p = p

である. S =
∑n

j=1
X j としたとき

E[S] =
n∑

j=1

E[X j] = np

がわかる. □
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2.3分散と共分散 (1)

X を確率変数とし, E[X2] < ∞とする. X の分散を

Var[X] := E
[(X − µ)2]

で定義した. ただし µ = E[X]と書いた. さらに
√

Var[X]を
X の標準偏差という.
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2.3分散と共分散 (2)

定理 2.17 以下の確率変数は有限の 2次の積率を持つとする. こ
のとき,次が成立する.

(1) Var[X] = E[X2] − {E[X]}2 となる. したがって, Var[X] ≥ 0か
ら, E[X2] ≥ {E[X]}2 となる.

(2) 定数 a, b ∈ Rに対して

Var[aX + b] = a2Var[X]

となる.

(3) X と Y は独立で E[|XY|] < ∞とする. このとき

E[XY] = E[X]E[Y]

となる.
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2.3分散と共分散 (3)

定理 2.17の続き

(4) X1, X2, . . . , Xnは独立とし, E[X2
j
] < ∞ ( j = 1, 2, . . . , n)と

する. a1, a2, . . . , anは定数としたとき

Var[
n∑

j=1

a jX j] =
n∑

j=1

a2
jVar[X j]

となる.
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2.3分散と共分散 (4)

例 2.18 0 < p < 1と j = 1, 2, . . . , nに対して, X j ∼ Ber(p)と
し, X1, X2, . . . , Xnは独立とする. すると定理 2.17に注意すれば

Var[X j] = E[X2
j ] − {E[X j]}2 =

1∑
x=0

x2Pr(X = x) − p2

= 0 × (1 − p) + 1 × p − p2 = p(1 − p)

となる. これと定理 2.17(4)から

Var[S] =
n∑

j=1

Var[X j] = np(1 − p).

□
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2.3分散と共分散 (5)

定理 2.19 n ≥ 2とし, X1, X2, . . . , Xnは i.i.d. 確率変数列とし

E[X1] = µ, Var[X1] = σ2

とする. ただし, µ ∈ R, 0 < σ < ∞である. X1, X2, . . . , Xnに基
づく標本平均を

Xn =
1
n

n∑
j=1

X j

で定義し,標本 (不偏)分散を

S2
n =

1
n − 1

n∑
j=1

(X j − Xn
)2

で定義する.
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2.3分散と共分散 (6)

定理 2.19の続き このとき

(1) E
[Xn
]
= µ; (2) Var

[Xn
]
=
σ2

n
; (3) E

[S2
n
]
= σ2

となる.
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2.3分散と共分散 (7)

定理 2.19の証明 (1), (2)は定理 2, 15, 2.17(4)よりわかる. (3)を
証明するために

n∑
j=1

(X j − Xn
)2
=

n∑
j=1

(X j − µ)2 − n(Xn − µ
)2

に注意する. 定理 2.12(1)より

E
[ n∑

j=1

(X j − µ)2
]
= nσ2

がわかる. さらに, (1)と (2)より

E
[(Xn − µ

)2]
= Var

[Xn
]
=
σ2

n
.
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2.3分散と共分散 (8)

定理 2.19の証明の続き したがって

E[S2
n] =

1
n − 1

{ n∑
j=1

E
[(X j − µ)2] − nE

[(Xn − µ
)2]}

=
1

n − 1
{nσ2 − σ2} = σ2

がわかる. □
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2.3分散と共分散 (9)

定義 2.20 X と Y は確率変数とし

E[X] = µX, Var[X] = σ2
X, E[Y] = µY , Var[Y] = σ2

Y

とする. ただし µX, µY ∈ R, 0 < σX, σY < ∞とする. このとき
X と Y の共分散と X と Y の (Pearson)の相関係数を

Cov[X, Y] := E
[(X − µX)(Y − µY)],

ρ := ρ[X, Y] :=
Cov[X, Y]
σX σY

で定義する.

注意 E[X2] < ∞, E[Y2] < ∞ ⇒ E[|XY|] < ∞.
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2.3分散と共分散 (10)

定理 2.21 X, Y, Z は 2次の積率が有限な確率変数とする.
(1)共分散は

Cov[X, Y] = E[XY] − E[X]E[Y]

と書き直せる.
(2) Cov[X, Y] = Cov[Y, X]である.
(3)定数 a, bに対して

Cov[aX + bY, Z] = aCov[X, Z] + bCov[Y, Z]

となる.
(4)相関係数は

−1 ≤ ρ[X, Y] ≤ 1

をみたす.
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2.3分散と共分散 (11)

定理 2.21の続き (5)ある定数 a, b (a , 0)が存在して
Y = aX + bとなったとき

a > 0 ⇒ ρ[X, Y] = 1,
a < 0 ⇒ ρ[X, Y] = −1

である.
(6) X と Y が独立のとき

Cov[X, Y] = 0

となる.
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2.3分散と共分散 (12)

注意 2.22 E[X] = E[Y] = 0の場合を考えると Cauchy-Schwarz
の不等式 ∣∣∣E[XY]

∣∣∣ ≤ √E[X2]
√

E[Y2]

と呼ばれる重要なものを得る. □

注意 2.22 定理 2.21(6)の逆

Cov[X, Y] = 0 ⇒ X　と Y は独立

は一般に正しくない.
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2.3分散と共分散 (13)

定理 2.24 (1) X, Y は有限な 2次の積率を持つ確率変数とする.
このとき Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X, Y]となる.
(2) d ≥ 2とする. X1, X2, , . . . , Xd は有限な 2次の積率を持つ確
率変数とする. このとき

Var
[ d∑

j=1

a jX j

]
=

d∑
j=1

a2
jVar[X j] + 2

d∑
j=1

d∑
ℓ= j+1

a jaℓCov[X j, Xℓ]

となる.
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2.3分散と共分散 (14)

定義 2.25 X1, X2, . . . , Xd を有限な 2次の積率を持つ確率変数
とし

X =


X1
X2
...

Xd


と書く. このとき確率ベクトル X の期待値を

E[X] :=


E[X1]
E[X2]
...

E[Xd]


で定義する.
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2.3分散と共分散 (15)

定義 2.25の続き X の共分散を

Var[X] := E
[(X − µ)(X − µ)⊤]

で定義する 11. ただし µ = (µ1, µ2, . . . , µd)⊤ := E[X]である. こ
れは

Var[X] =


Var[X1] Cov[X1, X2] · · · Cov[X1, Xd]

Cov[X2, X1] Var[X2] · · · Cov[X2, Xd]
...

...
. . .

...
Cov[Xd, X1] Cov[Xd, X2] · · · Var[Xd]

 .

11確率ベクトルと同様に確率変数を成分とする行列を確率行列という. 確率行
列の期待値はそれぞれの成分の期待値を取ったものを配置した行列と定義して
いる.
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2.3分散と共分散 (16)

注意 2.26 定義から Var[X]は半正定値対称行列となる. なぜな
らば,期待値の線型性と補題 2.2(2)から,任意の a ∈ Rd に対して

a⊤Var[X]a = E
[a⊤(X − µ)(X − µ)⊤a]

= E
[{a⊤(X − µ)}2] ≥ 0

となる. 最後の不等号は補題 2.2(2)からわかる. よって Var[X]は
半正定値であることが示せた. □
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2.3分散と共分散 (16)

補題 2.27 X = (X1, X2, . . . , Xd)⊤ は確率ベクトルで各成分は有
限な 2次の積率を持つとし

E[X] = µ, Var[X] = Σ

とする. ただし µ ∈ Rd, Σは d × dの半正定値行列 12である.
(1)任意の定数ベクトル a ∈ Rd に対して

E[a⊤X] = a⊤µ, Var[a⊤X] = a⊤Σa

となる.

12d × dの対称行列 Aが半正定値であるとは, ∀a ∈ Rd に対して a⊤Aa ≥ 0が
成立するときをいう. また d × dの対称行列 Aが正定値であるとは,
∀a ∈ Rd (a , 0)に対して a⊤Aa > 0が成立するときをいう.
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2.3分散と共分散 (17)

補題 2.27の続き (2) k ∈ Nとする. 任意の定数の k × d行列 A
に対して

E[AX] = AE[X], Var[AX] = AVar[X]A⊤

となる.

系 2.23 確率ベクトル Xは,任意の定数ベクトル a(, 0)に対して

Pr(a⊤X = 0) = 0

をみたす. このとき, Σは正定値である.
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2.4条件付き期待値 (1)

定義 2.30 (1) X と Y を確率変数とし,条件付き p.d.f.(または条
件付き p.m.f.)を pX| Y(または pX| Y)とする. Y = yを与えたときの
X の条件付き期待値を

E[X| Y = y] =


∑

x
xpX| Y(x| y) (離散型の場合)∫ ∞

−∞
xpX| Y(x| y) dx (連続型の場合)

で定義する. ただし考えている Y = yで条件付き p.d.f. または
p.m.f. は定義され,さらに E[|X|] < ∞とする.
(2) (Borel可測)関数 g : R2 → Rに対して, g(X, Y)の条件付き期
待値を

E[g(X, Y)| Y = y] =


∑

x
g(x, y)pX| Y(x| y) (離散型の場合)∫ ∞

−∞
g(x, y)pX| Y(x| y) dx (連続型の場合)

で定義する. ただし,考えている Y = yでの条件付き p.d.f. または
p.m.f. は定義され, E[|g(X, Y)|] < ∞とする. 74 / 83



2.4条件付き期待値 (2)

注意 2.32 E[X]は定数であるが, E[X| Y = y]は一般に yの関数
である. このことから

h(y) := E[X| Y = y]

とおいたときに h(y)に Y を代入したもの h(Y)は確率変数 13に
なる. これを

E[X| Y] := h(Y)
と記すことにする. したがって ω ∈ Ωに対して, y = Y(ω)と書
けば

E[X| Y] : Ω ∋ ω 7→ E[X| Y(ω)] = E[X| Y = y] ∈ R
は可測となる.
測度論的確率論の教科書では, Radon-Nikodymの定理から条件付
き期待値を定義する. これから条件付き p.d.f. を定義することに
なることが知られている. □

13h 7→ h(y)の可測性は測度論の知識が必要となる.
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2.4条件付き期待値 (3)

例 2.33 連続型確率変数 Y は p.d.f.

pY(y) =
{

1 (0 < y < 1)
0 (その他の場合)

を持つとする. Y = y (0 < y < 1)を観測したとき

X| Y = y ∼ Unif(y, 1)

とする. すなわち 0 < y < 1のとき

pX| Y(x| y) =


1

1 − y
(y < x < 1)

0 (その他の場合)

である. よって

E[X| Y = y] =
∫ 1

y
xpX| Y(x| y) dx =

1
1 − y

∫ 1

y
x dx =

1 + y
2

となる. これより

E[X| Y] =
1 + Y

2
となる. □
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2.4条件付き期待値 (4)

定理 2.34 (1)有限な期待値を持つ確率変数 X, Y と確率変数 Z
に対して

E[X + Y| Z] = E[X| Z] + E[Y| Z]

となる.
(2)有限な期待値を持つ確率変数 X, Y に対して

E[E[Y| X]] = E[Y], E[E[X| Y]] = E[X]

となる.
(3)一般の (Borel可測)関数 g : R2 → Rを考える.
E[|g(X, Y)|] < ∞のとき

E[E[g(X, Y)| Y]] = E[g(X, Y)]

となる.
(4) E[XY| Y] = YE[X| Y]となる.
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2.4条件付き期待値 (5)

例 2.30

E[X] = E
[
1 + Y

2

]
=

3
4

となる. 一方 0 < y < x < 1に対して

p(x, y) = pX| Y(x| y)pY(y) =
1

1 − y
となる. よって

E[X] =
∫ 1

0

{∫ 1

y
x

1
1 − y

dx
}

dy

=

∫ 1

0

1
1 − y

[
x2

2

]1
y

dy

=

∫ 1

0

1
1 − y

1 − y2

2
dy =

 (1 + y)2

4

1
0
=

3
4
.

□
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2.5積率母関数 (1)

定義 2.38 X を確率変数とし,ある t0 > 0が存在して,
E[etX] < ∞ (∀|t| < t0)とする. このとき, Xの積率母関数 (Moment
Generating Function (m.g.f.))を

mX(t) := E[etX] (−t0 < t < t0)

と定義する.
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2.5積率母関数 (2)

注意 2.39 確率変数 Xの積率母関数 mX(t)が存在するとき,期待
値と微分の記号の入れ替えが保証されること 14が知られている.
このことから

•
m

X
(0) =

•
m

X
(t)
∣∣∣t=0 =

[ d
dt

mX(t)
]∣∣∣∣∣

t=0
=

[ d
dt

E
[etX]]∣∣∣∣∣

t=0
= E
[ d
dt

etX
]∣∣∣∣∣

t=0

= E
[XetX]∣∣∣∣∣

t=0
= E[X]

となる. この議論を繰り返せば k = 2, 3, . . .に対して

{mX}(k)(0) = E
[Xk]

がわかる. □

14たとえば,清水 (2021)を参照のこと.
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2.5積率母関数 (3)

例 2.40 X ∼ Exp(1)とする. t < 1に対して

mX(t) = E
[etX] = ∫ ∞

0
etxe−x dx =

∫ ∞
0

e−(1−t)x dx =
1

1 − t

となる. t ≥ 1のときは, etX の期待値は発散する. したがって

mX(t) =
1

1 − t
(t < 1)

となる. 簡単な計算から

•
m

X
(0) = 1,

••
m

X
(0) = 2

なので

E[X] = 1, E[X2] = 2, Var[X] = E[X2] − {E[X]}2 = 1

となる. □
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2.5積率母関数 (4)

補題 2.41 (1) a, b ∈ R (a , 0)とする. Y = aX + bとしたとき

mY(t) = etbmX(at)

となる.
(2) X1, X2, . . . , Xd は独立とし Y =

∑d
j=1

X j とする. このとき

mY(t) =
d∏

j=1

mX j(t)

となる.
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本日の講義のまとめ

前回の講義の記号の復習

1.5.1同時確率関数 (p.m.f.) と同時密度関数 (p.d.f.)

1.5.2周辺分布

1.5.3 (確率的)独立性と条件付き分布

1.6多次元分布と i.i.d. 標本
i.i.d.=identically and independently distributed

2.1期待値

2.2確率ベクトルの期待値

2.3分散と共分散

2.4条件付き期待値

2.5積率母関数
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