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はじめに

この講義録は, 数理統計学の基本的な事項についてまとめたものであ
る. 第 I 部では, 統計推測理論に必要な確率・確率変数・期待値等の概念
と性質を丁寧に説明した. 性質についてはできるだけ証明を与えておい
た. ただし, 証明に測度論の知識が必要な個所については, 補遺を参照の
こと. 第 II 部では, 統計的推測理論の基本的な事項について説明をした.

第 III 部は補遺である.

2024 年 1 月 22 日更新

記号について
ここに掲げる規則は Jordan Stoyanov (2023, IMS Bulletin 52, Issue

4, 25-26) の借用である. また, 記号の字体等は Notation list-Cmabridge

International Mathematics Qualifications1を参考にした.

3 つの基本規則

• 規則 1: ひとつの項目や対象に対してひとつの文字か記号を使用す
ること.

• 規則 2: 対象の同じグループに対しては同じ字体を使用すること.

• 規則 3: 対象の異なるグループに対しては異なる字体を使用する
こと.

派生規則

• 確率, 確率分布, 期待値, 分散, 共分散には \mathsf を使用する. す
なわち, Pr, P, E, Var, Cov のように記す.

• 重要な空間には \mathbb を使用する.

• 集合族には \mathcal を使用する.

• 略称/略語は「p.m.f.」等のように書く.

1https://www.cambridgeinternational.org/Images/
420009-mathematics-notation-list-.pdf
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• 分布名は \mathsf を使用する. たとえば, Poi(λ) で母数 λ > 0 の
Poisson 分布を表す.

• 母数と母数空間等の未知のものは Greek letters を使用する.

• ベクトルと行列は小文字と大文字の \mathbf を使用する.

• 内部等の数学の概念は \mathrm を使用する. たとえば, 母数空間 Θ

の内部を intΘ (\mathrm{int}\mathsf{\Theta}) と書く.

x
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記号一覧

記号 説明
N 自然数全体の集合
Z 整数全体の集合
Q 有理数全体の集合
R 実数全体の集合
Rn 有限 n 個の実数空間の直積集合
C 複素全体の集合
Rn 有限 n 個の実数空間の直積集合
Mat(n, m; R) n 行 m 列の実行列全体のなす集合. Mat(n, n; R)

をMat(n; R) と書く.

Sym(n, R) n 行 n 列の対称行列全体のなす集合.

Sym+(n, R) n 行 n 列の半正値対称行列全体のなす集合.

Sym++(n, R) n 行 n 列の正値対称行列全体のなす集合.

Herm(n, C) n 行 n 列のエルミート行列全体のなす集合.

Herm+(n, C) n 行 n 列の半正定値エルミート行列全体のなす集
合.

Herm++(n, C) n 行 n 列の正定値エルミート行列全体のなす集合.

In n 次の単位行列
0n Rn の零ベクトル
A> m 行 n 列の行列 A の転置行列.

A−1 正方行列 A の逆行列
A, B, C σ 集合族.

xi
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第0章 準備

この章では, 集合・写像・位相の基本的な事項をまとめている. 詳しい
は [39, 10, 17, 38]を参照のこと. 第 0.1 節では, 集合の言葉使いと数の集
合についての基礎事項をまとめている. 第 0.2 節では, 写像の性質につい
ての基礎事項をまとめている. 第 0.3 節では, 可算集合と非可算集合の基
礎事項をまとめている. 第 0.4 節では, 距離空間と位相空間の定義と基礎
事項をまとめている. 第 0.5 節では, 実数の拡張であるR∪ {−∞, ∞} に
おける演算の規則についてまとめた. これらのことは, よく理解している
場合には, この章を読み飛ばしてもよい.

0.1 集合論の言葉使い

0.1.1 数の集合

数の集合に対して, 以下の記号を用いることにする.

N : 正の整数の集合 (0 を除く)

Z : 整数の集合

Q : 有理数の集合

R : 実数の集合

C : 複素数の集合

とする.

0.1.2 集合の記号

空集合を ∅ と記し, 集合 X のすべての部分集合をの族を 2X と記す.

すわわち

2X :=
{
E; E ⊂ X

}

である.
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E を集合 X の部分集合族としたとき
⋃
E∈E

E : =
{
x ∈ X; ある E ∈ E が存在して, x ∈ E

}
,

⋂
E∈E

E : =
{
x ∈ X; すべての E ∈ E に対して, x ∈ E

}

と定める. 通常, 添え字集合を用いて, E = {Eα; α ∈ A} = {Eα}α∈A と書
いたとき

⋃
α∈A

Eα;
⋂
α∈A

Eα

と表す . α 6= β (α, β ∈ A) に対して, Eα ∩ Eβ = ∅ のとき, 集合族
{Eα}α∈A は互いに排反という. 部分集合族が N で添え字付けられるとす
る. すなわち, {En}n∈N を考える. このとき, この集合族の上極限と下極
限をそれぞれ

lim sup En :=
∞⋂

k=1

∞⋃

n=k

En; lim inf En :=
∞⋃

k=1

∞⋂

n=k

En

と定める. すると

lim sup En =
{
x ∈ X; 可算個の n に対して,x ∈ En

}

lim inf En =
{
x ∈ X; 有限個の n を除いたすべてに対して,x ∈ En

}

と書き直せることがわかる.

部分集合 E, F ⊂ X のとき, E \ F によって, それらの差を表す. すな
わち

E \ F =
{
x ∈ X; x ∈ Eかつx 6∈ F

}

である. 集合 E ⊂ X の補集合をEc で表す. すなわち

Ec = X \ E

である. このとき, De Morgan の法則( ⋃
α∈A

Eα

)c

=
⋂
α∈A

Ec
α;

( ⋂
α∈A

Eα

)c

=
⋃
α∈A

Ec
α

が成立する.

集合 X と Y の直積を X × Y と書く. すなわち

X × Y =
{
(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y

}

である. 有限個の集合 X1, X2, . . . , Xn の直積

X1 ×X2 × · · · ×Xn

( n∏
j=1

Xjとも表す
)

も同様に定義する. 特に, X1 = X2 = · · · = Xn = X のとき, X1, X2, . . . , Xn

をXn とも書く.

4
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0.2 写像

0.2.1 写像の定義と性質

定義 0.1. (1) X, Y を空でない集合とする. このとき

• X の任意の元に対して

• その元に対応する Y のある元がただ 1 つ与えられる

とする. このことを

f : X → Y

と表し, f を X から Y への写像という.

(2) X を写像 f の定義域, Y を写像 f の終域という.

注意 0.2. (1) X, Y を空でない集合とし, y0 ∈ Y を 1 つ選んで固定して
おく. このとき, 写像 f : X → Y を

f(x) = y0 (x ∈ X)

により定める. この f を定値写像という.

(2) X を空でない集合とし, A ⊂ X とする. このとき, X から {0, 1} へ
の写像 1lA : X → {0, 1} を

1lA(x) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x ∈ X \ A)

により定める. この 1lA を定義写像 (または特性写像) という.

(3) X, Y を空でない集合とし, X ⊂ Y とする. このとき,写像 ı : X → Y

を

ı(x) = x (x ∈ X)

により定める. ı を包含写像という. 特に, X = Y のとき, ı を idX と表
し, 恒等写像という.

(4) X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像とし, A ⊂ X, A 6= ∅ とす
る. このとき, 写像 f

∣∣
A

: A → Y を

f
∣∣
A
(x) = f(x) (x ∈ A)

により定める. この f
∣∣
A
を f の A への制限 (または制限写像) という.

5
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定義 0.3. f, g を写像とする. f と g の定義域が等しく, f と g の値域も
等しく, さらに f, g の定義域の任意の元 x に対して, f(x) = g(x) がなり
たつとき, f = g と表し, 写像 f と g は等しいという. また, 写像 f と g

が等しくないとき, f 6= g と表す.

定義 0.4. X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像とする. このとき,

G(f) ⊂ X × Y を

G(f) :=
{(

x, f(x)
)
; x ∈ X

}

により定め, これを写像 f のグラフという.

0.2.2 像と逆像

定義 0.5. X, Y を空でない集合とし, f : X → Y を写像とする.

(1) X の部分集合 A に対して,
{
f(x); x ∈ A

}
を写像 f による部分集合

A の像といい, f(A) と書く. f(X) を写像 f の値域という.

(2) Y の部分集合 B に対して, 写像 f による B の逆像 f−1(B) を

f−1(B) = {x ∈ X; f(x) ∈ B}

で定める. 略記して, {f ∈ B} とも書く.

(3) f(X) = Y のとき, f は全射という.

(4) x, x′ ∈ X, x 6= x′ ならば, f(x) 6= f(x′) であるとき, f は単射という.

(5) f が全射かつ単射のとき, 全単射という.

命題 0.6. X, Y を空でない集合とし, f : X → Y を写像とし, A, A1, A2 ⊂
X, B, B1, B2 ⊂ Y とする. このとき, 次の (1) ∼ (10) がなりたつ.

(1) A1 ⊂ A2 ならば, f(A1) ⊂ f(A2).

(2) f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2).

(3) f(A1 ∩ A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).

(4) f(A1 \ A2) ⊃ f(A1) \ f(A2).

(5) B1 ⊂ B2 ならば, f−1(B1) ⊂ f−1(B2).

(6) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2).

(7) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

(8) f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2).

(9) f−1
(
f(A)

) ⊃ A.

(10) f
(
f−1(B)

) ⊂ B.

Proof. 証明は [39, pp.32-33] を参照のこと. 2

命題 0.6(3)(4)(9)(10) において, 等号が成立しない例をあげる.

6
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注意 0.7. 写像 f : R → R を

f(x) = x2 (x ∈ R)

により定める.

(1) A1 = (−1, 0], A2 = [0, 1) とすると

f(A1 ∩ A2) = {0}; f(A1) ∩ f(A2) = [0, 1);

f(A1 \ A2) = (0, 1); f(A1) \ f(A2) = ∅

となる.

(2) A = [0, 1), B = (−1, 1) とすると

f−1
(
f(A)

)
= (−1, 1); f

(
f−1(B)

)
= [0, 1)

となる. 2

命題 0.8. X, Y を空でない集合とし, f : X → Y を写像とし, A, A1, A2 ⊂
X, B ⊂ Y とする. このとき, 次の (1) ∼ (10) がなりたつ.

(1) f が単射ならば, f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2).

(2) f が単射ならば, f(A1 \ A2) = f(A1) \ f(A2).

(3) f が単射ならば, f−1
(
f(A)

)
= A.

(4) f が全射ならば, f
(
f−1(B)

)
= B.

Proof. 証明は [39, p.37] を参照のこと. 2

0.2.3 合成写像

定義 0.9. X, Y, Z を空でない集合とし, f : X → Y , g : Y → Z を写
像とする. このとき, X から Z への写像 g ◦ f を

(g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
(x ∈ X)

により定める. g ◦ f を f と g の合成 (または合成写像) という.

命題 0.10. X, Y, Z, W を空でない集合, f : X → Y, g : Y → Z, h :

Z → W を写像とする. このとき

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

である. 特に, h ◦ (g ◦ f) と (h ◦ g) ◦ f をともに h ◦ g ◦ f と表す.

Proof. 証明は [39, p.40] を参照のこと. 2

7
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命題 0.11. X, Y, Z を空でない集合, f : X → Y, g : Y → Z を写像と
する. このとき, (1), (2) がなりたつ.

(1) f, g が全射ならば, g ◦ f も全射.

(2) f, g が単射ならば, g ◦ f も単射.

(3) f, g が全単射ならば, g ◦ f も全単射.

Proof. 証明は [39, p.40] を参照のこと. 2

0.3 可算集合・非可算集合・濃度
定義 0.12. (1) X, Y を空でない集合とする. X から Y への全単射が存
在するとき, X と Y は濃度が等しいという.

(2) 有限の元から構成される集合を有限集合という. 無限の元から構成さ
れる集合を無限集合という.

(3) 自然数全体の集合 N と濃度が等しい集合を可算集合という.

(4) 集合 X が有限集合または可算集合のとき, X は高々可算集合という.

(5) 可算集合でない無限集合を非可算集合という.

命題 0.13. (1) 整数全体の集合 Z と有理数全体の集合 Q は可算集合で
ある.

(2) 自然数 d に対して, Nd, Zd, Qd は可算集合である.

(3) 実数全体の集合 R から N の冪集合 2N は濃度が等しい.

(4) X を空でない集合とする. このとき, X から X の冪集合 2X への全
射は存在しない.

(5) d を自然数とする. このとき, R と Rd は濃度が等しい.

Proof. 証明は [39, pp.68-80] を参照のこと. 2

0.4 距離と位相

0.4.1 距離空間

定義 0.14. Xを空でない集合とする. 写像 d : X×X → Rが次の 3条件
をみたすとき, d を X 上の距離関数といい, 組 (X, d) を距離空間という.

(1) 任意の x, y ∈ X に対して, d(x, y) ≥ 0 である. 特に, d(x, y) = 0 ⇔
x = y がある.

(2) 任意の x, y ∈ X に対して, d(x, y) = d(y, x).

(3) 任意の x, y, z ∈ X に対して, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

8
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注意 0.15. dを自然数とし, X = Rd とする. 距離関数の例として, Euclid

ノルム

|x|2, d =

√√√√
d∑

j=1

x2
j (x = (x1, x2, . . . , xd)

> ∈ Rd)

から定まる Euclid の距離 d(x, y) = |x− y|2, d (x, y ∈ Rd) である. 2

定義 0.16. (X, d) を距離空間とする.

(1) x ∈ X, r > 0 に対して

B(x; r) = {y ∈ X; d(x, y) < r}

を, 中心 x, 半径 r の開球という.

(2) Xの部分集合 Aが開集合であるとは, 任意の x ∈ Aに対して, ∃r > 0

を選んで, B(x; r) ⊂ A とできること1である.

(3) 開集合の補集合を閉集合という.

(4) A が有界であるとは, ∃x ∈ X と ∃r > 0 を選んで A ⊂ B(x; r) とで
きることである.

定義 0.17. (X, d) を距離空間とし, {xn}n∈N を X の点列とする.

(1) x ∈ X とする. 点列 {xn}n∈N が x に収束するとは

lim
n→∞

d(xn, x) = 0

がなりたつことである.

(2) 点列 {xn}n∈N が Cauchy 列であるとは, 任意の ε > 0 に対して, ある
N ∈ N が存在して, m ≥ N, n ≥ N ならば, d(xm, xn) < ε となることで
ある.

(3) Cauchy 列が常に収束するとき, 距離空間 X は完備であるという.

定義 0.18. (X, dX) と (Y, dY ) を距離空間とする. 写像 f : X → Y が
点 x ∈ X で連続であるとは, 任意の ε > 0 に対して, ある δ > 0 が存在し
て, 任意の x′ ∈ X に対して

dX(x, x′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) < ε

をみたすときをいう. 任意の x ∈ X で f が連続ならば, 単に f は連続と
いう.

1C, D を命題とする. そのとき, C が成立しないならば, 命題 「C ⇒ D」 は真と
約束する. したがって, A = ∅ の場合には, 任意の x ∈ A が取れないので, 空集合も開
集合である. 本によっては, 上記のような論理を踏まずに空集合は開集合であることを
約束する場合もあるようだ. この論法を使うと空集合は閉集合でもあることがわかる.
Euclid 位相空間において, 空集合と全体集合は常に開集合でもあり, 閉集合である.

9
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(2) 写像 f が一様連続であるとは, 任意の ε > 0 に対して, ある δ > 0 が
存在して, 任意の x, x′ ∈ X に対して

dX(x, x′) < δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) < ε

がなりたつときをいう.

定義 0.19. X を集合, (Y, d) を距離空間とする. f, f1, f2, . . . , fn . . . を
X から Y への写像の列とする.

(1) {fn}n∈N が f に各点収束するとは, 任意の x ∈ X に対して

lim
n→∞

d(fn(x), f(x)) = 0

であることをいう.

(2) X の部分集合 A (6= ∅) に対して, {fn}n∈N が f に A 上で一様収束す
るとは

lim
n→∞

sup
x∈A

d(fn(x), f(x)) = 0

がなりたつときをいう.

0.4.2 位相空間

定義 0.20. X を空でない集合とする. X 上の集合族 O ⊂ 2X が次の条件
(1) ∼ (3) をみたつとき, O を X の位相という. 組 (X, O) を位相空間と
いう. O の元を X の開集合という.

(1) ∅, X ∈ O.

(2) A, B ∈ O ならば, A ∩B ∈ O.

(3) {Aλ}λ∈Λ を　O の元から成る集合族としたとき
⋃

λ∈Λ

Aλ ∈ O

である.

定義 0.21. (X, O) を位相空間とする.

(1) A ⊂ X とする. A のすべての部分開集合からなる族を {Oλ}λ∈Λ とす
る. このとき, A の内部 A◦ を

A◦ =
⋃

λ∈Λ

Oλ

により定める. また, A◦ の元を A の内点という.

10
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(2) A ⊂ X とする. A を含むすべての X の部分閉集合から成る族を
{Cλ}λ∈Λ とする. このとき, A の閉包 cl(A) を

cl(A) =
⋂

λ∈Λ

Cλ

により定める. また, cl(A) の元を A の触点という.

(3) A ⊂ X とする. ∂A = cl(A) \ A◦ とし, A の境界という.

(4) A ⊂ X とする. x ∈ A◦ のとき, A は x の近傍という.

(5) A ⊂ X とする. OA = {O ∩ A; O ∈ O} とすると, OA は A の位相と
なる. これを A 上の相対位相という.

(6) A ⊂ X とする. A が X において稠密であるとは, cl(A) = X となる
ことである.

(7) X が可分であるとは, X の高々可算な部分集合 A で, X において稠
密なものが存在するときである.

(8) X がコンパクトであるとは, X に任意の開被覆 {Oλ}λ∈Λ, すなわち,

X =
⋃

λ∈Λ Oλ に対して, Λの有限部分集合 Λ0 が存在して, X =
⋃

λ∈Λ0
Oλ

となるときをいう.

定義 0.22. X, Y を位相空間とする.

(1) 写像 f : X → Y が連続であるとは, Y の任意の開集合 B に対して,

f−1(B) は X の開集合となるときをいう. この定義は距離空間の連続写
像の定義と整合している.

(2) 全単射な連続写像 f : X → Y で逆写像 f−1 も連続のとき, X と Y
は同相であるという. また, f を同相写像という.

命題 0.23. (1) X, Y を位相空間とし, f : X → Y を連続写像とする. X
のコンパクト部分集合 A に対して, f(A) は Y のコンパクト部分集合と
なる.

(2) (X, dX) をコンパクト距離空間, (Y, dY ) を距離空間とする. X から
Y への連続写像は一様連続である.

Proof. 証明は省略. 2

0.5 R の拡張
集合 R∪ {−∞, ∞} をR と書くことにする. R での演算を以下のよう
に定める.

• 実数に関する演算は通常通り.

• a ∈ R に対して, −∞ < a < ∞.

11
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• a ∈ R に対して, 以下のように定める.

– a + (±∞) = ±∞, ±∞+ a = ±∞.

– a > 0 のとき, a× (±∞) = ±∞, ±∞× a = ±∞.

– a + (±∞) = ±∞, ±∞+ a = ±∞.

– a < 0 のとき, a× (±∞) = ∓∞, ±× a = ∓∞.

– 0× (±∞) = 0, ±∞× 0 = 0.

– 0/(±∞) = 0.

• (±∞) +±(∞) = ±∞, (±∞)− (∓∞) = ±∞.

• (±∞)× (±∞) = +∞, (±∞)× (∓∞) = −∞.

• (±∞)/(±∞), (±∞)/(∓∞) は定義されないものとする.

• | ±∞| = +∞.

• R の部分集合 A (6= ∅) に対して, 上限 sup A と下限 inf A が定ま
り, R に値をとる.

• a, b ∈ R について, 閉区間 [a, b] と開区間 (a, b) を

[a, b] = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}, (a, b){x ∈ R; a < x < b}

により定める.

0.6 章末注釈と参考文献
第 0.1 節は [38] を借用した. 第 0.2 節は [39, pp.26− 29] を借用した.

第 0.3 節は [38] を借用した. 第 0.4 節は [38] と [39] を参照した. 第 0.5

節は [38, pp.18− 19] を借用した.
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第1章 確率・確率変数の基本
事項

この章では,統計的推測理論を理解する上で必要な確率論の基礎事項を
簡潔に述べる. したがって, 証明はしない場合がある. また, 測度論の内
容には立ち入らない. 数学的な厳密性を犠牲にして, 直観的な理解を目指
す記述を心掛けた. 節 1.1 では, 確率に関わる基本的な概念を導入する.

節 1.2 では, 抽象的な確率空間と数量の世界を結ぶ確率変数を導入し, 確
率変数・確率分布・累積分布関数の基本的な性質を説明する. 節 1.3では,

累積分布関数の逆関数のようなものである分位点関数を導入する. 節 1.4

では, 1 変数確率変数の確率モデルを説明する. 節 1.5 では, 2 次元確率
変数の同時分布, 周辺分布, 条件付き分布を説明する. 節 1.6 では, 多変
数確率変数の確率モデルを導入する. 節 1.7 では, 正規分布から誘導され
る重要な分布であるカンマ分布, χ2 分布, t 分布, F 分布を導入する.

1.1 基礎的な確率規則
確率論はランダムな現象を扱う数学理論である. 確率論で扱う行為を
試行という. 試行のあり得る結果すべてを集めた集合を標本空間といい,

Ω と記すことにする. Ω の部分集合1を事象という. 事象には標本空間 Ω

と空事象 ∅(何も起こらないという事象) も含める. 事象をすべて集めた
集合族を A と記す. A は以下で述べる σ 加法性 (完全加法性)をみたす
ことにする.

定義 1.1. Ω を空でない集合とし, A を Ω の部分集合族とする. A が次
の 3 条件をみたすとき, σ 加法族と呼ばれる.

(1) Ω ∈ A.

(2) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A.

(3) An ∈ A (n = 1, 2, . . .) ⇒ ⋃∞
n=1 An ∈ A.

1Ωが可算集合ならば, σ 加法族をすべての部分集合としてよいが, Ωが連続濃度のと
きには, すべての部分集合とすると不都合が生じることになる. これについては [2, p.21]
を参照のこと.
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ただし Ac = {ω ∈ Ω; ω 6∈ A} である. Ω と A の組 (Ω, A) を可測空間と
呼ぶ

補題 1.2. (Ω, A) を可測空間とする. このとき以下が成立する.

(1) ∅ ∈ A.

(2) An ∈ A (n = 1, 2, . . .) ⇒ ⋂∞
n=1 An ∈ A.

Proof. (1) ∅ = Ωc ∈ A.

(2) Ac
n ∈ A (n = 1, 2, . . .) とDe Morgan の法則から

∞⋂
n=1

An =
∞⋂

n=1

(Ac
n)c =

( ∞⋃
n=1

Ac
n

)c

∈ A.

最後は定義 1.1(3) を用いた. 2

注意 1.3. C を Ω の部分集合族とする. C は σ 加法性をみたしてなくと
もよい. このとき, 集合族 σ[C] を

σ[C] :=
⋂{A; A ⊃ C, A は σ 加法族

}

で定める. すると σ[C] は σ 加法族となることを確かめることができる.

さらに G を A を含む σ 加法族としたとき

σ[C] ⊆ G

となることが直にわかる. すなわち σ[C] は C を含む最小 (包含関係の意
味)の σ 加法族となる. 2

問 1.1. 集合族 C に対して

σ[C] =
⋂{A; A ⊃ C, A は σ 加法族

}

と定める. このとき, 以下を証明せよ.

(1) σ[C] は σ 加法族になることを示せ.

(2) G を C を含む任意の σ 加法族としたき

σ[C] ⊂ G

を示せ.

定義 1.4. Ω = R とし

O = {O ⊂ R; O は R の開集合 }

14
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とする. σ[O] を R の Borel集合族と呼び, B(R) と記す. また

C = {(−∞, x) ⊂ R; x ∈ R}

とする. このとき C は O の真部分集合であるが σ[C] = σ[O] となる2.

注意 1.5. Ω が高々可算集合のときは, F = 2Ω と取る. ただし 2Ω は Ω

のすべての部分集合からなる集合族で
べき

冪集合という. 2

定義 1.6. (Ω, A) を可測空間とする. A 上の関数

Pr : A 3 A 7→ Pr(A) ∈ [0, 1]

が次の 2 条件をみたすとき, (Ω, A) 上の確率測度3と呼ばれる.

(1) Pr(Ω) = 1 である.

(2) 互いに排反4な事象列 An ∈ A (n = 1, 2, . . .) に対して

Pr

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

Pr(An) := lim
N→∞

N∑
n=1

Pr(An)

をみたす.

これらの 3 つの組 (Ω, A, Pr) を確率空間という.

補題 1.7. (Ω, A, Pr) を確率空間とする. このとき以下が成立する.

(1) Pr(∅) = 0 である.

(2) A ∈ A に対して, Pr(Ac) = 1− Pr(A) となる.

(3) N ∈ N とする. {An}N
n=1 ⊂ A が互いに排反ならば

Pr

( N⋃
n=1

An

)
=

N∑
n=1

Pr(An)

となる.

(4) A, B ∈ A, A ⊂ B ⇒ Pr(B \ A) = Pr(B) − Pr(A) となる. よって,

A ⊂ B ⇒ Pr(A) ≤ Pr(B) が成立する.

2σ[C] ⊂ σ[O] は明らかであるが, 逆の包含関係も示すことができる. この逆の証明
は, 定理 1.16 と Euclid 位相の事実を用いて証明ができる.

3簡単に Ω 上の確率測度ともいう.
4m 6= n ならば, Am ∩An = ∅ が成立していること.

15
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(5) An ∈ A が An ⊂ An+1 (n = 1, 2, . . .) をみたすならば

lim
n→∞

Pr(An) = Pr

( ∞⋃
n=1

An

)

となる.

(6) An ∈ A が An ⊃ An+1 (n = 1, 2, . . .) をみたすならば

lim
n→∞

Pr(An) = Pr

( ∞⋂
n=1

An

)

となる.

(7) (Booleの定理/ユニオン・バウンド) An ∈ A (n = 1, 2, . . .) に対
して

Pr

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

Pr(An)

となる.

Proof. (1) F1 := Ω, Fn := ∅ (n ≥ 2) とおくと {Fn}∞n=1 は互いに排反な
事象列となる. 定義 1.6(2) を用いると

Pr(Ω) = Pr

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

Pr(Fn) = Pr(Ω) +
∞∑

n=2

Pr(∅)

を得る. よって

Pr(∅) = 0

がわかる.

(2) F1 := A, F2 := Ac, Fn = ∅ (n ≥ 3)とおく. すると
⋃∞

n=1 Fn = Ωかつ
{Fn}∞n=1 は互いに排反な事象列となるので, 定義 1.6(1), (2) を用いると

1 = Pr(Ω) = Pr

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

Pr(Fn) = Pr(A) + Pr(Ac) +
∞∑

n=3

Pr(∅)

= Pr(A) + Pr(Ac) (∵ (1))

がわかる. よって, (2) は示せた.

(3) Fi := Ai (i = 1, 2, . . . , N) と Fi = ∅ (i ≥ N + 1) とおくと {Fn}∞n=1

は互いに排反な事象列で
⋃∞

n=1 Fn =
⋃N

i=1 Ai となる. 定義 1.6(2) を用い
ると

Pr

( N⋃
i=1

Ai

)
= Pr

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
i=1

Pr(Fi) =
N∑

i=1

Pr(Ai) +
∞∑

i=N+1

Pr(∅)

=
N∑

i=1

Pr(Ai)
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を得る. よって, (3) は示された.

(4) B \ A = B ∩ Ac かつ B = (B ∩ Ac) ∪ A である. このことに注意し
て, F1 := B ∩Ac, F2 = A, Fn = ∅ (n ≥ 3) とおくと {Fn}∞n=1 は互いに排
反な事象列で

⋃∞
n=1 Fn = B となる. 定義 1.6(2) を用いると

Pr(B) = Pr

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

Pr(Fn) = Pr(B ∩ Ac) + Pr(A) +
∞∑

n=3

Pr(∅)

= Pr(B ∩ Ac) + Pr(A)

がわかる. よって, (4) は示せた.

(5) F1 := A1, F2 = A2 \ A1, . . . , Fn+1 := An+1 \ An とおく. {Fn}∞n=1 は
互いに排反であり

An =
n⋃

i=1

Fi ⇒ A :=
∞⋃
i=1

Fi =
∞⋃

n=1

An

となる. よって

Pr(A) = Pr

( ∞⋃
i=1

Fi

)
=

∞∑
i=1

Pr(Fi) (∵定義 1.6(2))

= lim
n→∞

n∑
i=1

Pr(Fi) = lim
n→∞

Pr

( n⋃
i=1

Fi

)
(∵ (3))

= lim
n→∞

Pr(An)

を得る. よって, (6) は示せた.

(6) A =
⋂∞

n=1 An とおく. すると {A1 \ An}∞n=1 はA1 \ A2 ⊂ A1 \ A3 ⊂
A1 \ An ⊂ · · · となる. このことに注意して分配法則を用いると

∞⋃
n=1

(A1 \ An) =
∞⋃

n=1

(A1 ∩ Ac
n) = A1 ∩

( ∞⋂
n=1

An

)c

= A1 ∩ Ac = A1 \ A

となる. 次に (4) と (6) を用いると

Pr(A1)− Pr(A) = Pr(A1 \ A) (A1 ⊃ Aなので, (4) を用いた)

= lim
n→∞

Pr(A1 \ An) (∵ (6) を用いた)

= lim
n→∞

(
Pr(A1)− Pr(An)

)

= Pr(A1)− lim
n→∞

Pr(An)

がわかる.

(7) まず

Pr(A1 ∪ A2) ≤ Pr(A1) + Pr(A2) (1.1)
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を示せす. そのために

A1 ∪ A2 = A1 ∪
(

A2 \ (A1 ∩ A2)

)
かつ A1

⋂(
A2 \ (A1 ∩ A2)

)
= ∅

であることに注意する. (3) から

Pr
(
A1 ∪ A2) = Pr(A1) + Pr

(
A2 \ (A1 ∩ A2)

)

= Pr(A1) + Pr(A2)− Pr(A1 ∩ A2)(
∵ A2 ⊃ A1 ∩ A2なので (4) を用いた

)

≤ Pr(A1) + Pr(A2)
(
∵ Pr(A1 ∩ A2) ≥ 0

)

がわかる. (1.1) の操作を繰り返せば, N ∈ N に対して

Pr

( N⋃
n=1

An

)
≤

N∑
n=1

Pr(An) (1.2)

がわかる. {∪N
n=1An}∞N=1 は増加列なので, (5) と (1.2) から

Pr

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

N→∞
Pr

( N⋃
n=1

An

)
≤ lim

N→∞

N∑
n=1

Pr(An) =
∞∑

n=1

Pr(An)

がわかる. 2

注意 1.8. 補題 1.7(6)(7) において, {Pr(An)}∞n=1 は有界な非減少列もし
くは非増加列なので, 左辺は必ず収束することに注意せよ.

定義 1.9. (Ω, A, Pr) を確率空間とし, A, B ∈ A とする.

(1) (独立性):

A と B は独立⇔ Pr(A ∩B) = Pr(A)Pr(B).

(2) (条件付き確率)] Pr(B) > 0 のとき, B を与えたときの A の条件付
き確率 Pr(A|B) を

Pr(A|B) :=
Pr(A ∩B)

Pr(B)

で定める.

注意 1.10. (1) A, B ∈ A とし, Pr(B) > 0 とする. A と B が独立のとき

Pr(A|B) = Pr(A)

18
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が成立する.

(2) Pr(B) > 0 のとき

Pr(A ∩B) = Pr(B)Pr(A|B)

となる. これを乗法の公式という.

(3) Pr(B) > 0 のとき, 関数 Pr( · |B) : A → [0, 1] は定義 1.6(1)− (3) を
みたす. すなわち (Ω, A) 上の確率測度である. 2

問 1.2. 注意 1.10(1)(3) を証明せよ.

補題 1.11. (全確率の法則) N ∈ N とする. A1, A2, . . . , AN ∈ A は Ω の
分割とする. すなわち, すべての m 6= n (m, n ∈ {1, 2, . . . , N}) に対し,

Am ∩An = ∅ で,
⋃N

n=1 An = Ω が成立している. このとき任意の B ∈ A
に対して

Pr(B) = Pr

( N⋃
n=1

(An ∩B)

)
=

N∑
n=1

Pr(An ∩B)

となる.

Proof. B = B ∩ Ω = B ∩
( N⋃

n=1

An

)
=

N⋃
n=1

(An ∩ B) と {Ai ∩ B}n
i=1 は互

いに排反であることに注意して, 定義 1.6(2) を用いればよい. 2

定理 1.12. (Bayes の定理) (1) N ∈ N とする. A1, A2, . . . , AN , B ∈ A
とし, A1, A2, . . . , AN は Ω の分割とする. j = 1, 2, . . . , N に対して,

Pr(B) > 0, Pr(Aj) > 0 のとき

Pr(Aj|B) =
Pr(Aj)Pr(B|Aj)∑N

n=1 Pr(An)Pr(B|An)

が成立する.

(2) A, B ∈ A とし, Pr(A) > 0, Pr(B) > 0 とする. このとき

Pr(A|B)Pr(B) = Pr(B|A)Pr(A)

が成立する.

Proof. 条件付き確率の定義, 補題 1.11, 定義 1.4(2) を用いればよい. 2

例 1.13. 病気 D に対する検査の結果を + と − とし, 確率が以下である
とする.

Pr(+|D) = 0.9, Pr(−|Dc) = 0.9, Pr(D) = 0.01.
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Bayes の定理を用いて, 検査で + の人が本当に D である確率を求めると

Pr(D|+) =
Pr(+ ∩D)

Pr(+)
=

Pr(D)Pr(+|D)

Pr(D)Pr(+|D) + Pr(Dc)Pr(+|Dc)

=
0.01× 0.9

0.01× 0.9 + (1− 0.01)× {1− 0.9} ≈ 0.83

となる.

1.2 確率変数
前節では, 確率と事象を記述する数学的なモデルを導入した. しかし,

統計学が扱う現実の現象は, 事象には直接結びつかないかもしれない数
量的な情報である. 以下で定義する確率変数は, 事象と数量の間の橋渡し
をする.

定義 1.14. (Ω, A) と (X, B) を可測空間とする. 関数 X : Ω → X は
(Ω, A) から (X, B) への可測写像であるとは

X−1(B) :=
{
ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B

} ∈ A (∀B ∈ B)

をみたすときをいう.

注意 1.15. (i). d ≥ 2 (d ∈ N) とする.
(
X, B)

=
(
Rd, B(Rd)

)
のとき, X

は確率ベクトルと呼ばれる.

(ii). d = 1 のとき, X は確率変数と呼ばれる. 2

定理 1.16.
(
X, B)

を可測空間とし, X : Ω → X を写像とし, C を X の
集合族とする. ∀C ∈ C に対して,

{
ω ∈ Ω; X(ω) ∈ C

} ∈ A であり, C が
B を生成する5とき, X は可測となる.

Proof. B ∈ B に対して,
{
ω ∈ B : X(ω) ∈ B

}
を {X ∈ B} と書くこと

にする. {B}, {Bn}∞n=1 ⊂ B に対して
{

X ∈
∞⋃

n=1

Bn

}
=

∞⋃
n=1

{X ∈ Bn}
{
X ∈ Bc

}
=

{
X ∈ B

}c

となる. したがって, 集合族D := {B ∈ B; {X ∈ B} ∈ A} は σ 加法族と
なる. よって, C ⊂ D であり, C は B を生成するので, 最小性からB ⊂ D
となることからX は確率変数であることがわかる. 2

5B は C を含む最小の σ 集合族.
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注意 1.17. (i).
(
X, B)

=
(
R, B(R)

)
に対して, 定理 1.16 における C の

選択として, {(−∞, r] : r ∈ R} と {(−∞, q] : q ∈ Q} などがある.

(ii). d ≥ 2 (d ∈ N) とする.
(
X, B)

=
(
Rd, B(R)

)
に対して, 定理 1.16 に

おける C の選択として
{(a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (ad, bd) : −∞ < ai < bi < ∞ (i = 1, 2, . . . , d)}
がある. 2

定理 1.18.
(
Ω, A)

,
(
X, B)

,
(
Y, C) を可測空間とする. X : Ω → X と

f : X → Y は可測写像のとき, f(X) : Ω → Y は可測写像となる.

Proof. C ∈ C に対して
{
ω ∈ Ω : f(X(ω)) ∈ C

}
=

{
ω ∈ Ω : X(ω) ∈ f−1(C)

} ∈ A
となる. なぜならば, f の可測性から f−1(C) ∈ B となることからわかる.

2

定理 1.19. n ∈ N とし, X1, X2, . . . , Xn は確率変数とし, f : Rn → R
は可測とする. このとき, f(X1, X2, . . . , Xn) は確率変数となる.

Proof. 定理 1.18 から (X1, X2, . . . , Xn) は確率ベクトルであることを示
せばよい. A1, A2, . . . , An ∈ B(R) に対して

{
(X1, X2, . . . , Xn) ∈ A1 × A2 × · · · × An

}
=

n⋂
i=1

{Xi ∈ Ai} ∈ A

である. さらに,集合族 {A1×A2×· · ·×An : Ai ∈ B(R) (i = 1, 2, . . . , n)}
は B(Rn)を生成6する. したがって,定理 1.16から

(
X, B)

=
(
Rn, B(Rn)

)

に対して, (X1, X2, . . . , Xn) は確率ベクトルであることがわかる. 2

定理 1.20. X1, X2, . . . , Xn は確率変数のとき, X1 + X2 + · · ·+ Xn も確
率変数となる.

Proof. 定理 1.19 からRn 上の実数値関数 f(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 +

· · ·+ xn が可測であることを示せばよい. ∀r ∈ R に対して
{(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + x2 + · · ·+ xn < r}

は Rn の開集合となるので

{(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + x2 + · · ·+ xn < r} ∈ B(Rn)

となる. 集合族 {(−∞, r) : r ∈ R} は B(R) を生成7するので, f は可測
である. 2

6この事実の証明には, 測度論の議論が必要なので, 信じることにしよう.
7この事実の証明には, 測度論の議論が必要となる. 信じることにする. 丁寧な証明は
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注意 1.21. 同様の議論から, X1, X2 は確率変数のとき, X1X2 も確率変
数であることがわかる. さらに, X2 6= 0 のとき, X1/X2 も確率変数であ
ることもわかる. 2

定理 1.22. X1, X2, . . . は確率変数列のとき

inf
n

Xn sup
n

Xn lim sup
n

Xn lim inf
n

Xn

も確率変数となる.

Proof. r ∈ R に対して
{
ω ∈ Ω : inf

n
Xn(ω) < r

}
=

∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω : Xn(ω) < r

} ∈ A

から infn Xn は確率変数であることがわかる. 同様に

{
ω ∈ Ω : sup

n
Xn(ω) < r

}
=

∞⋂
n=1

{
ω ∈ Ω : Xn(ω) < r

}

から supn Xn も確率変数であることがわかる. 次に

lim inf
n

Xn = sup
n

(
inf
m≥n

Xm

)

に注意する. Yn := infm≥n Xm は各 n ∈ N に対して確率変数なので,

supn Yn も確率変数となる. 同様に

lim sup
n

Xn = inf
n

(
sup
m≥n

Xm

)

から lim supn Xn も確率変数であることはわかる. 2

注意 1.23. (1). X1, X2, . . . . . . を確率変数列とする. 定理 1.22 と 定
理 1.19 から

Ω0 :=
{
ω ∈ Ω : limn→∞ Xnは存在

}

=
{
ω ∈ Ω : lim sup

n→∞
Xn − lim inf

n→∞
Xn = 0

}

は可測集合となる. Pr(Ω0) = 1 のとき, 確率変数列 {Xn}∞n=1 はほとんど
確実に収束するといい, a.s. と記す. R ∪ {±∞} に値を取る確率変数を
X∞ とおくと

X∞ = lim
n→∞

Xn (a.s.)

https://mcm-www.jwu.ac.jp/~konno/pdf/note_book=20230831.pdf

にある.

22



数理統計学序説 1.2. 確率変数

と書ける.

(2). 任意の a, b ∈ R (a < b) とし, {−∞} ∪ (−∞, a), (a, b), (b, ∞) ∪
{+∞}によって生成される σ加法族をB(R∪{±∞})と書く. 集合 D ⊂ Ω

が定義域で, R ∪ {±∞} を終域ともつ関数 X は可測であるとは, ∀B ∈
B(R ∪ {±∞}) に対して

X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ A

をみたすときをいう. 2

定義 1.24. (1) 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数 X に対して

FX(x) := Pr(X ≤ x) := Pr({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x}) (x ∈ R)

をX の累積分布関数 (cumulative distribution function(c.d.f.)) という.

また

PX(B) := Pr(X ∈ B) := Pr({ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B}) (B ∈ B(R))

を X の分布という. したがって, PX((−∞, x]) = FX(x) である.

(2) 確率変数 X, Y を (Ω, A, Pr) の確率変数とし, それぞれの c.d.f. を
FX , FY とする. このとき

FX(x) = FY (x) (∀x ∈ R)

が成立するとき, X と Y の分布は同じである8という. これをX
d
=Y と

書く.

(3) 確率変数 X が c.d.f. F を持つとき, X ∼ F と書く.

注意 1.25. 文脈から, どの確率変数の確率分布または累積分布関数であ
ることがわかる場合には, 簡単に P または F と書くこともある. 2

注意 1.26. (1) PX は可測空間 (R, B(R)) 上の確率測度である. すなわち
PX は定義 1.6 をみたすことがわかる.

(2) c.d.f. F が与えられると

F(x) = P((−∞, x]) (x ∈ R)

をみたす (R, B(R)) 上の確率測度 P が一意的に定まることが知られてい
る. 証明は補遺の命題 C.29 を参照せよ. このことにより X の c.d.f. と
分布を同一視する. さらに X ∼ F とし, c.d.f. F から定まる確率測度を
P としたとき, X ∼ P とも書く.

8FX(x) = FY (x) (∀x ∈ R) ⇔ PX(B) = PY (B) (∀B ∈ B(R) となることが知られて
いる. 注意 1.26(2) を参照のこと.
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(3) 確率変数 X と Y の分布が同じとき

PX(B) = PY (B) (∀B ∈ B(R))

も成立する.

問 1.3. 注意 1.26(1) を示せ. 逆像の性質を利用すること.

定理 1.27. 確率変数 X を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数とし, F を
X の c.d.f. とする. このとき F は次をみたす.

(1) F は非減少関数: x < y ⇒ F(x) ≤ F(y).

(2) limx→∞ F(x) = 1: limx→−∞ F(x) = 0.

(3) F は右連続関数: limy→x+0 F(y) = F(x).

Proof. 確率変数 X の分布を P とする. すなわち P(B) := Pr(X ∈
B)

(∀B ∈ B(R)
)
である.

(1) (−∞, x] ⊂ (−∞, y] に注意して, 補題 1.7(4) を P に適用すればよい.

(2) An = (−∞, n] と An = (−∞, −n] として, P に補題 1.7(6)(7) を適
用すればよい.

(3) An =

(
−∞, x +

1

n

]
として, P に補題 1.7(7) を適用すればよい. 2

問 1.4. 固定した x ∈ R に対して

(−∞, x] =
∞⋂

n=1

(
−∞, x +

1

n

)

を示せ.

問 1.5. 定理 1.27(1)− (3) の証明を詳しく書き下せ.

定理 1.28. 確率変数 X を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数とし, X の
c.d.f. を F とする. このとき次の (1)− (3) は同値である.

(1) F は R 上の連続関数.

(2) F(x) = F(x−) (∀x ∈ R). ただし, F(x−) := supy{F(y); y < x} と
した.

(3) Pr(X = x) = 0 (∀x ∈ R).
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Proof. (1) ⇒ (2) の証明: xn = x− 1

n
(n = 1, 2, . . .) とすれば

lim
n→∞

F(xn) = F (x−)

である. この式から, Fが連続ならば, F(x) = F(x−)となることがわかる.

(2) ⇒ (3) の証明:

{X ≤ xn} ⊂ {X ≤ xn+1} (n = 1, 2, . . .),
∞⋃

n=1

{X ≤ xn} = {X < x}

であるので, 補題 1.7(6) より

F(x−) = lim
n→∞

F(xn) = lim
n→∞

Pr(X ≤ xn) = Pr

( ∞⋃
n=1

{X ≤ xn}
)

= Pr(X < x)

を得る. さらに補題 1.7(4) より

Pr(X = x) = Pr

(
{X ≤ x} \ {X < x}

)
= Pr(X ≤ x)− Pr(X < x)

= F (x)− F (x−) (1.3)

であることからわかる. よって, Pr(X = 0) = 0 となる.

(3) ⇒ (1) の証明: (1.3) から

Pr(X = x) ⇒ F(x) = F(x−)

である. このことと F は右連続であることから F は連続となる. 以上か
ら 3 つの条件は同値であることが示せた. 2

問 1.6. 定理 1.28 の記号を踏襲する. 固定した x ∈ R に対して
∞⋃

n=1

{
X ≤ x− 1

n

}
=

∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x− 1

n

}
= {ω ∈ Ω; X(ω) < x}

= {X < x}

を示せ.

注意 1.29. F が R 上で連続のとき, Pr(X = x) = 0 (∀x ∈ R) なので,

a < b に対して

Pr(a ≤ X ≤ b) = Pr(a < X < b) = Pr(a < X ≤ b) = Pr(a ≤ X < b)

である. 2
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定義 1.30. 確率変数 X を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数とし, その
c.d.f.と分布を F と P と書く.

(1) X が高々可算個の集合 {x1, x2, . . .} 上にしか値を取らないとき, X

を離散型であるという. この場合には

p(x) := Pr(X = x) = F(x)− F(x−) (x ∈ {x1, x2, . . .})

で X の分布が特徴付けられる9. その p を X の確率関数 (probability

mass function(p.m.f.)) と呼ぶ.

(2) Pr(X = x) = 0 (∀x ∈ R) のとき, X を連続型であるという. さらに
ある非負値関数 p で

F(x) =

∫ x

−∞
p(t) dt (∀x ∈ R)

をみたすものが存在するとき, pを X の確率密度関数 (probability density

function(p.d.f.)) という. 特に F がほとんどいたるところ10で微分可能な
らば, ほとんどいたるところで

Ḟ(x) =
dF

dx
(x) = p(x)

となる.

注意 1.31. 確率変数 X の分布を P とする.

(1) X を離散型とし, S = {x ∈ R; p(x) > 0} とおく11. すると任意の
Borel 集合 B ⊂ R に対して

P(B) = Pr(X ∈ B) =
∑

x∈B∩S

p(x)

が成り立つことを示すことができる.

(2) X を連続型とし, その p.d.f. p が定義されるとする. このとき, 任意
の Borel 集合 B ⊂ R に対して

P(B) = Pr(X ∈ B) =

∫

B

p(x) dx

が成り立つことを示すことができる. 厳密な証明は測度論の知識が必要
となるので, 証明は省略する.

9p(x) = 0 (x 6∈ {x1, x2, . . .}) となるので, p は R 上の関数であり, 0 ≤ p(x) ≤ 1 と
なる.

10この授業では, R から可算個の点を除いた集合上で微分可能と理解して差し支えな
い.

11累積分布関数 F は有界で非減少なので, その不連続点は高々可算個であるから, 下
記の式の右辺の和記号が正当化される.

26



数理統計学序説 1.3. 分位点関数

例 1.32. (1) Ω = {0, 1}, A = 2Ω, Pr({0}) = Pr({1}) = 1/2 とし

X : Ω 3 ω 7→ X(ω) = ω ∈ R

と定義すれば

Pr(X = 0) = Pr(X = 1) =
1

2

となる. このとき, X の c.d.f. F と p.m.f. p はそれぞれ

F(x) =





0 (x < 0)
1
2

(0 ≤ x < 1)

1 (x ≥ 1)

; p(x) =

{
1
2

(x = 0, 1)

0 (その他の場合)

となる.

(2) Ω = [0, 1], A = B(R) ∩ [0, 1] := {B ∩ [0, 1]; B ∈ B(R)} とし

Pr((a, b]) = b− a (0 ≤ a < b ≤ 1)

とする. さらに
X : Ω 3 ω 7→ X(ω) = ω ∈ R

と定義すれば, X の c.d.f. F と p.d.f. p はそれぞれ

F(x) =





0 (x < 0)

x (0 ≤ x ≤ 1)

1 (x > 1)

; p(x) =

{
1 (0 ≤ x ≤ 1)

0 (その他の場合)

となる.

1.3 分位点関数
定義 1.33. c.d.f. Fに対して,分位点関数 (quantile function) F− : (0, 1) →
R を

F−(y) := inf
{
x ∈ R : F(x) ≥ y

}
(0 < y < 1)

で定義する. また, y ∈ (0, 1) に対して, F−1(y) を F の y 分位点とよぶ.

1/2 分位点をメディアン (median) と呼ぶ.

注意 1.34. c.d.f. F が連続かつ supp F = {x ∈ R; 0 < F(x) < 1} 上で狭
義単調増加のとき, F− は F の逆関数になる. 2
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注意 1.35. F− の定義から, 任意の 0 < y < 1 に対して, 単調減少列
{xn}∞n=1 が存在して

F(xn) ≥ y かつ lim
n→∞

xn = F−1(y)

とできる. このとき, {xn}∞n=1 の単調減少性と F の右連続性から

F
(
F−(y)

)
= F

(
lim

n→∞
xn

)
= lim

n→∞
F(xn) ≥ y (1.4)

となることがわかる. よって, F− の定義における inf は達成される. 2

注意 1.36. c.d.f. F は連続とする. c.d.f. の性質

lim
n→∞

F(x) = 1 かつ lim
x→−∞

F(x) = 0

と F の連続性から, 中間値の定理を用いると任意の 0 < y < 1 に対して,

ある x ∈ R が存在して

F(x) = y

をみたす. ここで, F− の定義から

F−(y) ≤ x (1.5)

となる. なぜならば, F−(y) は条件 F(z) ≥ y をみたす z ∈ R の inf であ
る. 一方, F(x) = y だから x ∈ {z ∈ R : F(z) ≥ y} なので, x ≥ F−(y) が
わかる. (1.5) と F の非減少性から

F
(
F−(y)

) ≤ F(x) = y (1.6)

となる. 一方, F− の定義から

F
(
F−(y)

) ≥ y (1.7)

となる. (1.6) と (1.7) を合わせると

F
(
F−(y)

)
= y

を得る. したがって

F が連続 ⇒ F
(
F−(y)

)
= y (∀0 < y < 1)

となる.

注意 1.37. F が不連続ならば

F
(
F−(y)

)
= y

とは限らない. 反例は, 次の例 1.39 を参照せよ. 2
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例 1.38. a < b (a, b ∈ R) とし, X ∼ U(a, b) とする. すると X の
c.d.f. は

F(x) =





0 (x ≤ a)
x− a

b− a
(a < x < b)

1 (x ≥ b)

である. よって, F の分位点関数は

F−(y) = a + (b− a)y (y ∈ (0, 1))

となる. 2

例 1.39. Pr(X = 0) = Pr(X = 1) =
1

2
とする. このとき, X の c.d.f. は

F(x) =





0 (x < 0)
1

2
(0 ≤ x < 1)

1 (x ≥ 1)

となる. よって, F の分位点関数は

F−(y) =





0

(
0 < y ≤ 1

2

)

1

(
1

2
< y < 1

)

となる. この場合, y 6= 1

2
のとき

F
(
F−(y)

) 6= y

となる. 2

定理 1.40. 分位点関数は以下の性質 (1) ∼ (3) をもつ.

(1) F− は非減少である.

(2) F−は左連続である. すなわち, {yn}∞n=1を任意の非減少列で limn→∞ yn =

y としたとき

lim
n→∞

F−(yn) = F−(y)

が成立する.

(3) F−(y) ≤ x ⇔ y ≤ F(x) が成立する.
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Proof. (1) y1 < y2 (y1, y2 ∈ (0, 1)) に対して

{
x ∈ R : F(x) ≥ y1

} ⊃ {
x ∈ R : F(x) ≥ y2

}

となる. 両辺の inf をとると

F−(y1) = inf
{
x ∈ R : F(x) ≥ y1

} ≤ inf
{
x ∈ R : F(x) ≥ y2

}
= F−(y2)

となる. よって, F− の非減少性が証明できた.

(2) xn := F−(yn) (n ∈ N) とおく. 数列 {yn}∞n=1 は非減少なので, (1) か
ら {xn}∞n=1 も非減少列となる. さらに, yn ≤ y から

xn = F−(yn) ≤ F−(y) =: x0 (1.8)

となる. よって, (1.8) の両辺の極限を取ると

x := lim
n→∞

xn ≤ x0 (1.9)

となる. ここで, x < x0 を仮定して矛盾を導く. そのために

ε :=
1

2
(x0 − x) > 0 ⇔ x = x0 − 2ε

とおく. F− の定義から導出された (1.7) に注意すると

yn ≤ F
(
F−(yn)

) ≤ F(xn) ≤ F(x + ε) = F(x0 − ε)

となる. すると

y = lim
n→∞

yn ≤ F(x0 − ε)

となる. しかし, F− の定義から

F(x0 − ε) < y

となる. なぜならば, F−(y) = x0 なので, x0 は条件 F(z) ≥ y をみたす z

の inf である. x0 > x0 − ε だから, x0 − ε 6∈ {z ∈ R : F(z) ≥ y} となる.

よって, F(x0 − ε) < y となることがわかる. 以上から y ≤ F(x0 − ε) かつ
y > F(x0 − ε) となるので, 矛盾. よって

F−(y) = x0 = x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

F−(yn)

　　となるので, F− の左連続性がわかる.

(3) F− の非減少性から

y ≤ F(x) ⇒ F−(y) ≤ F−
(
F(x)

) ≤ x
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となる. 最後の不等号は

F−
(
F(x)

)
= inf

{
z ∈ R : F(z) ≥ F(x)

}

である. しかし, x ∈ {
z ∈ R : F(z) ≥ F(x)

}
であるので, x ≥ F−

(
F(x)

)

がわかる.

逆に, F−(y) ≤ x ならば, (1.7) と F の非減少性から

y ≤ F
(
F−(y)

)
= F(x)

がわかる. よって, (3) は証明された. 2

系 1.41. F を c.d.f. とする. このとき, U ∼ U(0, 1) に対して

X := F−(U) ∼ F

となる.

Proof. 定理 1.40(3) から, ∀x ∈ R に対して

{X ≤ x} ⇔ {U ≤ F(x)}

となる. よって

Pr(X ≤ x) = Pr(U ≤ F(x)) = F(x)

を得る. 2

1.4 主な 1 次元分布

1.4.1 離散型確率変数

Bernoulli 分布

0 ≤ θ ≤ 1 とする. 確率変数 X は母数 θ のBernoulli 分布に従うとは,

X の p.m.f. p( · | θ) が

p(x| θ) = p(x) =

{
θx(1− θ)1−x (x = 0, 1)

0 (その他の場合)

のときをいう. このことを X ∼ Ber(θ)と記す.

注意 1.42. θ = 0 のとき, 00 = 1 と定めていることに注意せよ.

31



数理統計学序説 第 1. 確率・確率変数の基本事項

2 項分布

n ∈ N, 0 ≤ θ ≤ 1 とする. 確率変数 X は母数 (n, θ) の 2 項分布に従
うとは, X の p.m.f. p( · |n, θ) が

p(x|n, θ) = p(x) =





(
n

x

)
θx(1− θ)n−x (x = 0, 1, . . . , n)

0 (その他の場合)

のときをいう. ただし
(

n

x

)
=

n!

x! (n− x)!
, 0! = 1

である. このことを X ∼ Bino(n, θ) と記す.

問 1.7. p(x|n, θ) を 2 項分布 Bino(n, θ) (0 < θ < 1, n ∈ N) p.m.f. とし
たとき,

∑n
x=0 p(x|n, θ) = 1 を確認せよ.

幾何分布

0 < θ < 1 とする. 確率変数 X は (母数 θ の幾何分布に従うとは, X

の p.m.f. p( · | θ) が

p(x| θ) = p(x) =

{
θ(1− θ)x−1 (x = 1, 2, . . .)

0 (その他の場合)

のときをいう. このことを X ∼ Geo(θ) と記す.

問 1.8. p(x|n, θ) を幾何分布 Geo(θ) (θ > 0) の p.m.f. としたとき,∑∞
x=0 p(x| θ) = 1 を確認せよ.

Poisson 分布

θ > 0 とする. 確率変数 X は母数 θ の Poisson 分布に従うとは, X の
p.m.f. p( · | θ) が

p(x| θ) = p(x) =





e−θ θx

x!
(x = 0, 1, 2, . . .)

0 (その他の場合)

のときをいう. このことを X ∼ Po(θ) と記す.

問 1.9. p(x| θ) を Poisson 分布 Po(θ) (θ > 0) の p.m.f. としたとき,∑∞
x=0 p(x| θ) = 1 を確認せよ.
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1.4.2 連続型確率変数

正規分布

µ ∈ R, 0 < σ < ∞ とする. 確率変数 X は平均 µ, 分散 σ2 の正規分
布12に従うとは, X の p.d.f. p( · |µ, σ2) が

p(x|µ, σ2) = p(x) =
1√

2πσ2
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
(−∞ < x < ∞)

のときをいう. ただし exp(x) = ex である. このことを X ∼ N(µ, σ2) と
記す. µ = 0, σ = 1 のときの分布を標準正規分布という.

注意 1.43. p.d.f. p(x|µ, σ2) のグラフは単峰型であり, µ に関して左右
対称となる. さらに, µ が p.d.f. p(x|µ, σ2) のグラフの峰の位置に対応す
ることがわかる. また, σ が大きくなると p.d.f. p(x|µ, σ2) のグラフの裾
が長くなることがわかる.

注意 1.44. よく知られている事実として
∫ ∞

0

e−t2 dt =
√

π

がある. R 3 t 7→ e−t2 ∈ (0, ∞)は偶関数であることに注意して, t = z/
√

2

と変換すると
∫ ∞

−∞
e−z2/2 dz =

√
2π

となることがわかる. さらに, z = (x− µ)/σ と変数変換をすると
∫ ∞

−∞
p(x|µ, σ2) dx = 1

となることが確認できる. 2

ガンマ分布

α > 0, β > 0 とする. 確率変数 X は母数 (α, β) のガンマ分布に従う
とは, X の p.d.f. p( · |α, β) が

p(x|α, β) = p(x) =





1

βαΓ(α)
xα−1e−x/β (x > 0)

0 (その他の場合)

12母数 (µ, σ2) を平均と分散となぜ呼ぶかは第 2 章で判明する.
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のときをいう. ただし

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx (α > 0)

である. このことを X ∼ Ga(α, β) と記す. λ > 0 とし, α = 1, β =
1

λ
とおく. このとき, Ga(1, 1/λ) を母数 λ の指数分布といい, Exp(λ) と書
く. また, p ∈ N とし, α =

p

2
, β = 2 とおく.このとき, Ga(p/2, 2) を自由

度 p の χ2 分布といい, χ2
p と記す.

問 1.10. p(x|α, β) をガンマ分布 Ga(α, β) (α > 0, β > 0) の p.d.f. とし
たとき,

∫∞
0

p(x|α, β) dx = 1 を示せ.

1.5 2 次元の分布

1.5.1 同時確率関数と確率密度関数

確率空間 (Ω, A, Pr) 上の離散型確率変数 (X, Y ) の対に対して, 同時
確率関数 (同時 p.m.f.) p を

Y = 0 Y = 1

X = 0 1/9 2/9 1/3

X = 1 2/9 4/9 2/3

1/3 2/3

で定める. たとえば

p(1, 1) = Pr(X = 1, Y = 1) =
4

9

である.

定義 1.45. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数 X, Y は連続型とする. R2

上の非負値実数値関数 p が確率ベクトル (X, Y ) の 同時確率密度関数
(同時 p.d.f.) であるとは, 次の条件をみたすときをいう.

(1) p(x, y) ≥ 0 (∀(x, y) ∈ R2).

(2)
∫∞
−∞

∫∞
−∞ p(x, y) dxdy = 1.

(3) ∀A ∈ B(R2) に対して

Pr((X, Y ) ∈ A) =

∫ ∫

A

p(x, y) dxdy.
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注意 1.46. (X, Y ) の同時累積分布関数 (同時 c.d.f.) F を

F(x, y) : = Pr(X ≤ x, Y ≤ y) (1.10)

:= Pr({ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x, Y (ω) ≤ y}) (∀(x, y) ∈ R2)

で定義する. (X, Y ) の同時分布 P を

P(A) = Pr
(
(X, Y ) ∈ A

)
(∀A ∈ B(R2)) (1.11)

で定義する.どの確率変数の c.d.f. または確率分布であるかを明示したい
ときには, F(X, Y ) または P(X, Y ) と記す.

細かなことであるが, (1.10) の F によって (R2, B(R2)) 上の確率測度
P を一意的に定めていることができる. この点に関しては補遺 C 章の測
度論の知識が必要となる. 2

例 1.47. 連続型確率変数のベクトル (X, Y ) は同時 p.d.f.

p(x, y) =

{
x + y (0 < x < 1, 0 < y < 1)

0 (その他の場合)

を持つとする. このとき集合 {(x, y) ∈ R2; p(x, y) > 0} に注意すれば
∫ 1

0

∫ 1

0

p(x, y) dxdy =

∫ 1

0

[∫ 1

0

x dx

]
dy +

∫ 1

0

[∫ 1

0

y dy

]
dx

=

∫ 1

0

1

2
dy +

∫ 1

0

1

2
dx = 1

となる. 2

1.5.2 周辺分布

定義 1.48. (X, Y ) を確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された確率ベクトル
とする.

(1) (X, Y ) が離散型で同時 p.m.f. p を持つとする. X の周辺確率関数
(周辺 p.m.f.) を

pX(x) = Pr(X = x) =
∑
y∈SY

Pr(X = y, Y = y) =
∑
y∈SY

p(x, y) (∀x ∈ SX)

で定義する. ただし

SX := {x ∈ R; ある y ∈ R に対して, p(x, y) > 0}
SY := {y ∈ R; ある x ∈ R に対して, p(x, y) > 0}
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である.

(2) (X, Y ) は連続型とし, 同時 p.d.f. p を持つとする. このとき X の周
辺確率密度関数 (周辺 p.d.f.) を

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dy (∀x ∈ R)

で定義し, Y の周辺確率密度関数 (周辺 p.d.f.)を

pY (x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dx (∀y ∈ R)

で定義する.

注意 1.49. 連続型確率ベクトル (X, Y ) に対して

FX(x) := Pr(X ≤ x) =

∫ ∫

(s, t)∈R2; s≤x

p(s, t) dsdt

=

∫ x

−∞

{∫ ∞

−∞
p(s, t) ds

}
dt =

∫ x

−∞
pX(s) ds

となるので, X の周辺 p.d.f. と X の p.d.f. は同じである. 2

注意 1.50. F を確率ベクトル (X, Y ) の同時 c.d.f. とし, FX を X の周
辺 c.d.f. とする. このとき x ∈ R と y ∈ R に対して

FX(x) = lim
y→∞

F(x, y); FY (y) = lim
x→∞

F(x, y)

が成立する. 2

問 1.11. 注意 1.50 の式を証明せよ.

1.5.3 独立性な分布と条件付き分布

定義 1.51. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の 2 つの確率変数X と Y は独立で
あるとは, ∀A, B ∈ B(R) に対して

Pr(X ∈ A, Y ∈ B) = Pr(X ∈ A)Pr(Y ∈ B)

が成り立つときをいう. 独立でないとき X と Y は従属であるという.

定理 1.52. p を確率ベクトル (X, Y ) の同時 p.d.f. とし, pX と pY を X

と Y それぞれの周辺 p.d.f. とする. このとき

X と Y は独立 ⇔ p(x, y) = pX(x)pY (y) (∀x, y ∈ R).

となる.
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Proof. 独立ならば, 同時 p.d.f. が周辺 p.d.f. の積で表現されることの証
明は易しい. 逆はこの講義の範囲 (測度の拡張の議論が必要となる!)を超
えるので, 信じることにする. 2

注意 1.53. (1) 連続型の場合には, 測度 0 の集合を除いて13p.d.f. は定義
されるので, 定理 1.52 の書き方はやや数学的な厳密性に欠ける.

(2) 離散型確率変数の場合には, p.d.f. を p.m.f. に置き換えればよい. 2

例 1.54. 連続型確率変数 X と Y は独立で同時 p.d.f.

p(x) =

{
2x (0 < x < 1)

0 (その他の場合)

を持つとする. このとき確率 Pr(X + Y ≤ 1) を求めてみよう. 独立性よ
り (X, Y ) の同時 p.d.f. は

p(X, Y )(x, y) =

{
4xy (0 < x < 1, 0 < y < 1)

0 (その他の場合)

となる. したがって

Pr(X + Y ≤ 1) =

∫ ∫

x+y≤1

p(X, Y )(x, y) dxdy = 4

∫ 1

0

x

{∫ 1−x

0

y dy

}
dx

= 4

∫ 1

0

x
(1− x)2

2
dx =

1

6

となる. 2

定理 1.55. 連続型確率ベクトル (X, Y ) は同時 p.d.f. p(x, y) を持つと
する. ただし {(x, y) ∈ R2; p(x, y) > 0} は矩形14とする. このときある
非負値関数 q と r が存在して

p(x, y) = q(x)r(y)

と書けるとき, X と Y は独立である.

Proof. 積分をして確かめればよい. 2

注意 1.56. 定理 1.55 の主張も「ほとんど至る所」でよい. 2

13この用語は定義されていない. 「有限個の点を除いて」と理解してもこの講義の内
容の範囲では問題ない.

14有界でなくともよい.
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例 1.57. 連続型確率ベクトル (X, Y ) は同時 p.d.f.

p(x, y) =

{
2e−(x+y) (x > 0, y > 0)

0 (その他の場合)

を持つとする. {(x, y) ∈ R2; p(x, y) > 0} = (0, ∞)2 なので

q(x) =

{
2e−x (x > 0)

0 (その他の場合)
;

r(y) =

{
e−y (y > 0)

0 (その他の場合)

と取れば
p(x, y) = q(x)r(y)

となるので, X と Y は独立である. 2

定義 1.58. (1) 離散型確率ベクトル (X, Y ) は同時 p.m.f. p(x, y) を持つ
とする. pY (y) > 0 なる y に対して, Y = y を与えたときの X の条件付
き確率関数 (条件付き p.m.f.) を

pX|Y (x| y) = Pr(X = x|Y = y) =
Pr(X = x, Y = y)

Pr(Y = y)
=

p(x, y)

pY (y)
(x ∈ R)

で定義する.

(2) 連続型確率ベクトル (X, Y ) は同時 p.d.f. p(x, y) を持つとする.

pY (y) > 0 なる y に対して, Y = y を与えたときの X の条件付き確率密
度関数 (条件付き p.d.f.) を

pX|Y (x| y) =
p(x, y)

pY (y)
(x ∈ R)

で定義する.

注意 1.59. (X, Y ) が連続型確率ベクトルのとき, pY (y) > 0 なる y ∈ R
に対して, Y = y を与えたときの事象 {X ∈ A} の条件付き確率を

Pr(X ∈ A|Y = y) :=

∫

A

pX|Y (x| y) dx
(∀A ∈ B(R)

)

と形式的に定義する. 2

例 1.60. 連続型確率ベクトル (X, Y ) は同時 p.d.f.

p(x, y) =

{
x + y (0 < x < 1, 0 < y < 1)

0 (その他の場合)
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を持つとする. このとき Pr(X ≤ 1/4|Y = 1/3) を求めてみよう. まず
0 < y < 1 に対して

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dx = y +

∫ 1

0

x dx = y +
1

2

となる. したがって

pY (y) =

{
y + 1

2
(0 < y < 1)

0 (その他の場合)

となる. よって 0 < y < 1 と 0 < x < 1 に対して

pX|Y (x| y) =
p(x, y)

pY (y)
=

x + y

y + 1
2

となる. これより 0 < y < 1 のとき

pX|Y (x| y) =





x + y

y + 1
2

(0 < x < 1)

0 (その他の場合)

となる. 注意 1.59 より

Pr

(
X ≤ 1

4

∣∣∣∣ Y =
1

3

)
=

∫ 1/4

0

pX|Y
(

x

∣∣∣∣
1

3

)
dx =

∫ 1/4

0

x + 1
3

1
3

+ 1
2

dx =
11

80

となる. 2

1.6 多次元分布と i.i.d.標本
X1, X2, . . . , Xn を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数とし

X = (X1, X2, . . . , Xn)>

と書く. X を確率ベクトルという.

注意 1.61. 本講義録では, ベクトルは縦ベクトルとする. 2

定義 1.62. X1, X2, . . . , Xn が独立であるとは, すべての Borel 集合
A1, A2, . . . , An ∈ B(R) に対して

Pr(X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, . . . , Xn ∈ An) =
n∏

j=1

Pr(Xj ∈ Aj) (1.12)

が成立するときである.
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注意 1.63. X の同時 p.d.f. を p(x1, x2, . . . , xn) と書き, 各 Xj (j =

1, 2, . . . , n) の周辺 p.d.f. を pXj と書くことにする. (1.12) を示すため
には

p(x1, x2, . . . , xn) =
n∏

j=1

pXj(xj) (∀x1, x2, . . . , xn ∈ R)

を示せばよい. 2

定義 1.64. X1, X2, . . . , Xn は独立で, 各 Xj (j = 1, 2, . . . , n) は同じ
c.d.f. Fを持つとき, X1, X2, . . . , Xn は独立同一分布に従う (i.i.d. =iden-

tically and independently distributed) といい

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ F

と書く15. X1, X2, . . . , Xn は累積分布関数 F からの標本の大きさが n の
ランダム標本ともいう.

1.6.1 重要な多次元分布モデル

この本で取り上げる代表的な多次元分布モデルをあげておく. 離散型
分布は多項分布, 連続型分布は多変量正規分布である.

多項分布

2 項分布を多変量にしたものが多項分布である. d, n ∈ N とし, p =

(p1, p2, . . . , pd), pj (0 ≤ pj ≤ 1; j = 1, 2, . . . , d),
∑d

j=1 pj = 1 とす
る. X = (X1, X2, . . . , Xd) は母数 (d, p) の多項分布に従うとは, X の
p.m.f. が

p(x|n, d, p)

=





(
d

x1, x2, . . . , xd

)
px1

1 px2
2 × · · · × pxd

d

(
xj = 0, 1, . . . , n;

j = 1, 2, . . . , d

)

0 (その他の場合)

で与えられたときをいう. ただし,
∑d

j=1 xj = n で
(

n

x1x2, . . . , xd

)
=

n!

x1!x2! · · ·xd!
, 0! = 1

15p.d.f. p を使い
X1, X2, . . . , Xn

i.i.d.∼ p

と書く. ∼ の右側には, 確率測度/確率分布/p.d.f./p.m.f./N(0, 1) など分布を特定する
ものを書いてよいことにする.
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である. これをX ∼ Multid(n, p) と記す.

補題 1.65. X ∼ Multid(n, p) とする. ただし, p = (p1, p2, . . . , pd) と
X = (X1, X2, . . . , Xd) とする. このとき Xj (j = 1, 2, . . . , d) の周辺分
布は Bino(n, pj) である.

Proof. x2 から xd について同時 p.m.f. の和をとればよい. 2

多変量正規分布

Z1, Z2, . . . , Zd
i.i.d.∼ N(0, 1) に対して

Z :=




Z1

Z2

...

Zd


 (1.13)

と定める16. するとZ の同時 p.d.f. は

pZ(z) = pZ(z1, z2, . . . , zd) =
d∏

j=1

1√
2π

exp

{
−1

2
z2

j

}

=
1

(2π)d/2
exp

{
−1

2

d∑
j=1

z2
j

}

=
1

(2π)d/2
exp

{
−1

2
z>z

}
(z ∈ Rd)

と書ける. ただし z = (z1, z2, . . . , zd)
> である. これを Z ∼ Nd(0, Id)

と記す. ただし Id は d 次単位行列である. さらに定義より
∫
· · ·

∫

Rd

pZ(z1, z2, . . . , zd) dz1dz2 · · · dzd = 1

となっていることもわかる.

次に

µ =




µ1

µ2

...

µd


 ∈ Rd, Σ =




σ11 σ12 · · · σ1d

σ21 σ22 · · · σ2d

...
...

. . .
...

σd1 σd2 · · · σdd


 ,

σij = σji

(i, j = 1, 2, . . . , d)

16この節ではベクトルは縦とする. 下の式では縦ベクトルと横ベクトルを混ぜて表現
している. これは記号の乱用であるが, f((z1, z2, . . . , zd)>) などと書くのは煩わしい.
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とする. ただしΣ は正定値対称行列17とする.　このとき, ある d× d の
正則行列 A が存在して

(1) A は対称行列, (2) Σ = A2

と取れる. これを Σ の平方根といい, Σ1/2 と書くことにする. これを用
いて

X = µ + Σ1/2Z (1.14)

と定めたとき, X の分布をNd(µ, Σ)と記す. このときX の同時 p.d.f. は

pX(x|µ, Σ) =
1

(2π)d/2det (Σ)1/2
exp

{
−1

2
(x−µ)>Σ−1(x−µ)

}
(x ∈ Rd)

(1.15)

で与えられる. ただし, det( · ) は行列式を表す. この分布を平均ベクトル
µ, 分散共分散行列Σ の d 変量正規分布という.

注意 1.66. (1.15) の導出は以下のように行うことができる. 一般にZ =

(Z1, Z2, . . . , Zd)
> を d 次元確率ベクトルとし, その同時 p.d.f. を pZ と

書くことにする. さらにX := {z ∈ Rd; pZ(z) > 0)} とし, 関数

h( · ) = (h1( · ), h2( · ), . . . , hd( · ))> : X→ h(X)

は 1 対 1 とし, j = 1, 2, . . . , d に対して

Xj = hj(Z1, Z2, . . . , Zd); X = (X1, X2, . . . , Xd)
>

とおく. h は 1 対 1 なので, h の逆写像を

h−1 = (h−1
1 , h−1

2 , . . . , h−1
d )> : h(X) → X

が存在して, Z = h−1(X) となる. ここで, すこし記号の乱用をしている.

すなわち, h−1
j は h−1 の第 j 成分の表記であって, h1 の逆関数ではない

ことに注意せよ. X の同時 p.d.f. を求めるために, h−1(x) の Jacobian

Jh−1(x) を

Jh−1(x) = det




∂h−1
1 (x)

∂x1
· · · ∂h−1

1 (x)

∂xd
...

. . .
...

h−1
d (x)

∂x1
· · · ∂h−1

d (x)

∂xd




で定め, Jh−1(x) 6= 0 (x ∈ X) と仮定18する. このとき

pX(x) =
∣∣Jh−1(x)

∣∣pZ(h−1(x)) (1.16)
17∀x ∈ Rd (x 6= 0d) に対して, x>Σx > 0 が成立する. したがって, 逆行列 Σ−1 が
存在する.

18実は, a.eX でよい.
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となることが補題の定理 C.84 からわかる.

h(z) = µ + Σ1/2z ⇔ h−1(x) = Σ−1/2(x− µ) より

Jh−1(x) = det (Σ)−1/2 =
1√

det (Σ)

を (1.16) に代入すれば, (1.15) はわかる. 以上の議論から
∫ ∫

· · ·
∫

Rd

pX(x) dx1dx2 · · · dxd =

∫ ∫
· · ·

∫

Rd

pZ(z) dz1dz2 · · · dzd = 1

となっていることもわかる. 2

問 1.12. h−1(x) = Σ−1/2(x− µ) のとき

Jh−1(x) =
1√

detΣ

を示せ.

注意 1.67. Σ を半正定値としたときに, 多変量正規分布を (1.13) と変換
(1.14) を用いて定義することがことができる. しかし, det(Σ) = 0 のと
きは, ∀B ∈ B(Rd) に対して, 確率 Pr(X ∈ B) は定義できるが, X は同
時 p.d.f. を持たないことが知られている. このような分布を退化した多
変量正規分布という. 2

定理 1.68. X = (X1, X2, . . . , Xd)
> ∼ Nd(µ, Σ) とする. ただし µ ∈

Rd で, Σ は d× d の正定値行列である. このとき次が成立する.

(1) Xj (j = 1, 2, . . . , d) ∼ N(µj, σjj). ただし µj は µの第 j 成分, σjj

は Σ の第 j 対角成分である.

(2) X` = x` (` = 1, 2, . . . , d) を与えたときのXj (j 6= `) の条件付き分
布は

Xj|X` = x` ∼ N

(
µj +

σj`

σjj

(x` − µ`), σjj − σj`σ`j

σ``

)

となる.

(3) 定数ベクトル c ∈ Rd (c 6= 0d) に対して

c>X ∼ N(c>µ, c>Σc)

となる. ただし, 0d は Rd の零ベクトルである.

(4) V := (X − µ)>Σ−1(X − µ) ∼ χ2
d である. なお, 自由度 d の χ2

分布 χ2
d は定義 1.74 で導入する.
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Proof. (1) j = 1 として示す. Σ の (i, j) (i, j = 1, 2, . . . , d) 成分を σij

と書き, (d− 1)× (d− 1) 行列Σ1 と (d− 1)× 1 ベクトルσ1 をそれぞれ

Σ1 = (σij)i, j=2, 3, ..., d , σ1 = (σ21, σ31, . . . , σd1)
>

で定める. すると

Σ =

(
σ11 σ>

1

σ1 Σ2

)

となる. このとき

Σ =

(
1 0>d−1

σ−1
11 σ1 Id−1

)(
σ11 0>d−1

0d−1 Σ2 − σ−1
11 σ1σ

>
1

)(
1 σ−1

11 σ>
1

0d−1 Id−1

)

と書ける. ただし Id−1 は (d− 1) 次の単位行列で, 0d−1 は (d− 1)× 1 の
零ベクトルである. Σ が正定値ならば, Σ2 − σ−1

11 σ1σ
>
1 も正定値である

ので

Σ−1 =

(
1 −σ−1

11 σ>
1

0d−1 Id−1

)(
σ−1

11 0>d−1

0d−1

{
Σ2 − σ−1

11 σ1σ
>
1

}−1

)

×
(

1 0>d−1

−σ−1
11 σ1 Id−1

)
　 (1.17)

となる. µ = (µ1, µ2, . . . , µd)
> と x = (x1, x2, . . . , xd)

> と書いたと
きに, µ1 = (µ2, µ3, . . . , µd)

> と x1 = (x2, x3, . . . , xd)
> とおく. (1.17)

から

tr (x− µ)>Σ−1(x− µ) =
1

σ11

(x1 − µ1)
2

+ tr

[(
x1 − µ1 − x1 − µ1

σ11

σ1

)>{
Σ2 − σ−1

11 σ1σ
>
1

}−1

(1.18)

×
(

x1 − µ1 − x1 − µ1

σ11

σ1

)]

=:
1

σ11

(x1 − µ1)
2 + gd−1(x1) (1.19)

となる. ただし

gd−1(x1) = tr

[(
x1 − µ1 − x1 − µ1

σ11

σ1

)>{
Σ2 − σ−1

11 σ1σ
>
1

}−1

×
(

x1 − µ1 − x1 − µ1

σ11

σ1

)]
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である. このことから
∫

Rd−1

exp

[
−1

2
tr (x− µ)>Σ−1(x− µ)

]
dx2 dx3 × dxd

= exp

[
−(x1 − µ1)

2

2σ11

] ∫

Rd−1

exp

[
−1

2
gd−1

]
dx2 dx3 × dxd

= exp

[
−(x1 − µ1)

2

2σ11

]
det

(
2π

(
Σ2 − σ−1

11 σ1σ
>
1

))1/2

がわかる. よって
∫

Rd−1

pX
(
x|µ, Σ

)
dx2 dx3, · · · dxd =

1√
2πσ11

exp

[
(x1 − µ1)

2

2σ11

]

がわかる.

(2) (1.19) からわかる.

(3) c>X の 第 2 章で定義する積率を計算すればよい.

(4) (3) から

Σ−1/2(X − µ) ∼ Nd(0d, Id)

となる. あとは χ2 分布の定義からわかる. 2

(1.16) を用いた例題を述べておく

例 1.69. 連続型確率ベクトル (X1, X2) は同時 p.d.f.

p(x1, x2) =

{
1 (0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1)

0 (その他の場合)

を持つとする. さらに

y1 = h1(x1, x2) = x1 + x2, y2 = h2(x1, x2) = x2

⇔ x1 = h−1
1 (y1, y2), x2 = h−1

2 (y1, y2)

とし, Y = (h1(X1, X2), h2(X1, X2))
>, y = (y1, y2)

> とする. なお, 上式
では記号の乱用をしている. h−1

1 , h−1
2 は単に h−1 の成分を表し, h1, h2

の逆写像ではないことに注意せよ. このとき

Jh−1(y) = det

(
∂h−1

1 (y)

∂y1

∂h−1
1 (y)

∂y2

∂h−1
2 (y)

∂y1

∂h−1
2 (y)

∂y2

)
= det

(
1 −1

0 1

)
= 1

より

pY (y) =

{
1 (0 < y1 − y2 < 1, 0 < y2 < 1)

0 (その他の場合)

=

{
1 (y2 < y1 < 1 + y2, 0 < y2 < 1)

0 (その他の場合)

45



数理統計学序説 第 1. 確率・確率変数の基本事項

を得る. また ∫ ∫

R2

pY (y) dy1dy2 = 1

となっていることに注意せよ. 2

1.7 正規分布に関連した分布
この節では, 正規分布に関連した分布であるガンマ分布, χ2 分布, F 分
布, t 分布を定義し, これらの基本的な性質を述べる. これらの分布は正
規母集団から標本に基づく統計量の分布 (いわゆる標本分布) の議論で重
要な役割を担う.

まず, ガンマ関数を導入する. α > 0 に対してガンマ関数を

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx

で定義する. α > 1 のとき, 部分積分により

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx = −xα−1e−x

∣∣∣∣
∞

0

+ (α− 1)

∫ ∞

0

xα−2e−x dx

= (α− 1)Γ(α− 1)

となる. Γ(1) =
∫∞
0

e−x dx = 1 なので, 帰納法により

Γ(n) = (n− 1)! (n = 1, 2, . . .)

となる.

1.7.1 ガンマ分布

定義 1.70. (ガンマ分布) α, β > 0 とする. 連続型確率変数 X が母数
(α, β) のガンマ分布に従うとは, X の p.d.f. が

p(x|α, β) =





βα

Γ(α)
xα−1e−βx (x > 0)

0 (その他の場合)

で与えられるときをいう. これをX ∼ Ga(α, β) と記す.

補題 1.71. n ≥ 2 は自然数とする. X1, X2, . . . , Xn は独立な確率変数,

各 Xj ∼ Ga(αj, β) (j = 1, 2, . . . , n, αj > 0, β > 0 としたとき

X1 + X2 + · · ·+ Xn ∼ Ga(α1 + α2 + · · ·+ αn, β)

となる.
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Proof. 証明は次の補題を用いてする. 2

補題 1.72. 連続型確率変数X, Y は独立とし,それぞれの p.d.f. を pX , pY

とする. このときX + Y の p.d.f. は

pX+Y (x) =

∫ ∞

−∞
pX(x− y)pY (y) dy

で与えられる.

Proof. X, Y の同時 p.d.f. は pX(x)pY (y) になることに注意する. t ∈ R
に対して

Pr
(
X + Y ≤ t

)
=

∫ ∫

x+y≤t

pX(x)pY (y) dx dy

=

∫ ∞

−∞
pY (y)

{∫ t−y

−∞
pX(x) dx

}
dy

=

∫ ∞

−∞
pY (y)

{∫ t

−∞
pX(z − y) dz

}
dy

(x
∣∣t−y

−∞ = z − y
∣∣t
−∞ と変換)

=

∫ t

−∞

{∫ ∞

−∞
pX(z − y)pY (y) dy

}
dz

となる. よって微積分の基本定理より

pX+Y (t) =
d

dt
Pr

(
X + Y ≤ t

)
=

∫ ∞

−∞
pX(t− y)pY (y) dy

を得る. 2

補題 1.71 の証明. X1 ∼ Ga(α1, β), X2 ∼ Ga(α2, β) とし, X1 と X2 は
独立とする. Ga(α, β) の p.d.f. を p( · |α, β) と書く. 補題 1.72 より

pX1+X2(x) =

∫ ∞

−∞
p(x− y|α1, β)p(y|α2, β) dy

=
βα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)
e−βx

∫ x

0

(x− y)α1−1yα2−1 dy

(
x− y > 0 かつ y > 0 より 0 < y < x となる.

)

=
βα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)
xα1+α2−1e−βx

∫ 1

0

(1− z)α1−1zα2−1 dz

(y = xz と変換)
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を得る. ここで pX1+X2 は p.d.f. であることに注意すれば

1 =

∫ ∞

0

pX1+X2(x) dx

=
1

Γ(α1)Γ(α2)

(∫ 1

0

(1− z)α1−1zα2−1 dz

)
βα1+α2

∫ ∞

0

xα1+α2−1e−βx dx

=
1

Γ(α1)Γ(α2)

(∫ 1

0

(1− z)α1−1zα2−1 dz

) ∫ ∞

0

wα1+α2−1e−w dw

(w = βx と変換)

=
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)

∫ 1

0

(1− z)α1−1zα2−1 dz (ガンマ関数の定義より)

より
∫ 1

0

(1− z)α1−1zα2−1 dz =
Γ(α1)Γ(α2)

Γ(α1 + α2)
(1.20)

を得る. よって
X1 + X2 ∼ Ga(α1 + α2, β)

がわかる. あとはこのことを繰り返せばよい.

注意 1.73. α1 > 0, α2 > 0 に対して

B(α1, α2) :=

∫ 1

0

(1− z)α1−1zα2−1 dz

をベータ関数とよぶ. すると (1.20) から

B(α1, α2) =
Γ(α1)Γ(α2)

Γ(α1 + α2)

という関係式が成り立つことがわかる. 2

1.7.2 χ2 分布

定義 1.74. Z1, Z2, . . . , Zn
i.i.d.∼ N(0, 1) とする.

S = Z2
1 + Z2

2 + · · ·+ Z2
n

の分布を自由度 n の χ2 分布といい, S ∼ χ2
n と記す.
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Z ∼ N(0, 1) のとき Y = Z2 の p.d.f. は

pY (y) =





1√
2π

y(1/2)−1e−y/2 (y > 0)

0 (その他の場合)
(1.21)

となる. 演習問題 1.2 を参照せよ. 一方, Ga(1/2, 1/2) の p.d.f.は

p

(
y

∣∣∣∣
1

2
,

1

2

)
=





1√
2Γ

(
1
2

)y(1/2)−1e−y/2 (y > 0)

0 (その他の場合)

であった. これらはともに p.d.f. なので, 積分をすれば 1 となる. このこ
とより √

2Γ

(
1

2

)
=
√

2π ⇔ Γ

(
1

2

)
=
√

π

を得る. さらに補題 1.71 より

χ2
n = Ga

(
n

2
,

1

2

)

がわかる. よって χ2
n の p.d.f. は

p(x|n) =





0
@1

2

1
A

n/2

Γ

 n

2

! x(n/2)−1e−x/2 (x > 0)

0 (その他の場合)

である.

1.7.3 F 分布

定義 1.75. k, m ∈ N とする. X と Y は独立でX ∼ χ2
k と Y ∼ χ2

m と
する. このとき

F =
X/k

Y/m

の分布を自由度 (k, m) の F 分布といい, F ∼ F(k, m) と記す.

注意 1.76. 上の定義では, F 分布の記号を F(k, m) と書いた. 分布関数
の記号と同じ F の字体 F を使用しているが, 文脈から判断できるので記
号の乱用をする. 2
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補題 1.77. k, m ∈ Nとする. F ∼ F(k, m)のとき, F の p.d.f. p(x| k, m)

は

p(x| k, m) =





Γ

(
k + m

2

)

Γ

(
k

2

)
Γ

(
m

2

) kk/2mm/2x(k/2)−1

(m + kx)(k+m)/2
(x > 0)

0 (その他の場合)

で与えられる.

Proof. 証明は次の補題を用いて行う. 2

補題 1.78. X, Y を正値の連続型確率変数とし,それぞれの p.d.f.をpX(x)

と pY (x) とする. このとき

Z =
X

Y

の p.d.f. は

pZ(z) =





∫ ∞

0

ypX(zy)pY (y) dy (z > 0)

0 (その他の場合)

で与えられる.

Proof. 仮定から (X, Y )の同時 p.d.f. はpX(x)pY (y)となる. よって t > 0

に対して

Pr
(
Z ≤ t

)
=

∫ ∞

0

{∫ ty

0

pX(x)pY (y) dx

}
dy

=

∫ ∞

0

{∫ t

0

pX(zy)pY (y)y dz

}
dy (x = zy と変換)

=

∫ t

0

{∫ ∞

0

pX(zy)pY (y)y dy

}
dz

となる. ここで微積分の基本定理を用いると

pZ(t) =
d

dt
Pr

(
Z ≤ t

)
=

∫ ∞

0

ypX(ty)pY (y) dy

となる. 2

補題 1.77 の証明　補題 1.78 を用いる. z > 0 のとき, Z = X/Y の
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p.d.f. は

pZ(z) =

∫
ypX(zy)pY (y) dy

=

(
1
2

)k/2 (
1
2

)m/2

Γ
(

k
2

)
Γ

(
m
2

)
∫ ∞

0

y(zy)(k/2)−1e−(zy)/2y(m/2)−1e−y/2 dy

=

(
1
2

)(k+m)/2

Γ
(

k
2

)
Γ

(
m
2

)z(k/2)−1

∫ ∞

0

y(k+m)/2−1e−(z+1)y/2 dy

=

(
1
2

)(k+m)/2

Γ
(

k
2

)
Γ

(
m
2

)z(k/2)−1

∫ ∞

0

(
2x

z + 1

)(k+m)/2−1

e−x 2

z + 1
dx

(
x = z+1

2
y と変換

)

=
1

Γ
(

k
2

)
Γ

(
m
2

)z(k/2)−1(1 + z)−(k+m)/2

∫ ∞

0

x(k+m)/2−1e−x dx

=
Γ

(
k+m

2

)

Γ
(

k
2

)
Γ

(
m
2

)z(k/2)−1(1 + z)−(k+m)/2

となる. F = m
k
Z なので

p(x| k, m) = pZ

(
k

m
x

)
k

m

となる. この式を整理すると主張は証明される.

1.7.4 t 分布

定義 1.79. Z0, Z1, Z2, . . . , Zn
i.i.d.∼ N(0, 1) のとき

T =
Z0√

1

n

(
Z2

1 + Z2
2 + · · ·+ Z2

n

)

を自由度 n の t 分布といい, これを T ∼ tn と記す.

補題 1.80. T の p.d.f. は

pT (x|n) =





Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

1
2

)
Γ

(
n
2

) 1√
n

(
1 +

x2

n

)−(n+1)/2

(x > 0)

0 (その他の場合)

で与えられる

Proof. 定義より
T 2 ∼ F(1, n)
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であることをまず思い出す. T の分布は対称なので

pT (x|n) = pT (−x|n) (x ≥ 0)

となる. よって x > 0 に対して

2Pr
(
0 ≤ T ≤ x

)
= Pr

(−x ≤ T ≤ x
)

= Pr
(
T 2 ≤ x2

)

となる. 上の式から F(1, n) の p.d.f. を p1, n と書けば

2

∫ x

0

pT (t|n) dt =

∫ x2

0

p1, n(t) dt

となる. さらに, t 7→ t2 と変換すると
∫ x2

0

p1, n(t) dt =

∫ x

0

p1, n(t2)2t dt (1.22)

となる. ここで補題 1.77 から

p1, n(x) =

Γ

(
n + 1

2

)

Γ

(
1

2

)
Γ

(
n

2

) nn/2x−1/2

(n + x)(n+1)/2

であることを思い出す. この式を (1.22) の右辺に代入すると

pT (x|n) = p1, n(x2)x =

Γ

(
n + 1

2

)

Γ

(
1

2

)
Γ

(
n

2

) 1√
n

(
1 +

x2

n

)−(n+1)/2

となる. 2

1.8 章末注釈と参考文献
第 1.1 節は [22] を参照した. 第 1.2 節は [8] を参照した. 第 1.3 節から

第 1.6 節は [30] を参照した. 第 1.7 節は [19] からの借用である.

1.9 演習問題

演習問題 1.1. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の離散型確率変 X は以下の p.m.f.

を持つ :

p(x) =





(
3

x

) (
1

4

)x (
3

4

)3−x

(x = 0, 1, 2, 3)

0 (その他の場合)
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である. ただし
(

3

x

)
=

3!

x!× (3− x)!
, 0! = 1

である.

(1) p(0), p(1), p(2), p(3) の値を計算せよ.

(2) Pr(0 < X < 3) を求めよ.

演習問題 1.2. Z ∼ N(0, 1) とする. Z の p.d.f. を

p(z) =
1√
2π

e−z2/2 (−∞ < z < ∞)

としたとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 任意の y > 0 に対して, Pr(Z2 ≤ y) を p も用いて表現せよ.

(2) Y := Z2 とし, Y の p.d.f. を pY と書く. このとき, y > 0 に対して

pY (y) =
d

dy
Pr(Y ≤ y)

となることを利用して, Y の p.d.f. が (1.21) で与えられることを示せ.

演習問題 1.3. X を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の連続型確率変数とし, X の
p.d.f. を

p(x) =

{
2x (0 < x < 1)

0 (その他の場合)

とする. さらに, 離散型確率変数 Y を

Y := 1l(1/2,∞)(X) :=

{
1

(
X > 1

2

)

0
(
X ≤ 1

2

)

で定める. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 確率変数 X の c.d.f. を求めよ. なお, X の c.d.f. を F と書くことに
する.

(2) 確率変数 Y の p.m.f. を求めよ. なお, X の p.m.f. を pY と書くこと
にする.

(3) 確率 Pr

(
0 < X ≤ 1

2

)
, Pr(Y = 0) を求めよ.

(4) 確率 Pr

(
0 < X ≤ 1

2
, Y = 0

)
を求めよ.

(5) 確率変数 X と Y は独立か従属かを判定せよ.
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演習問題 1.4. 大小 2 つのサイコロを投げたとき, それぞれの出る目を
X と Y とおく. これらを確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義されている確率
変数と考える. この空間上の確率変数 Z と W を

Z(ω) = min{X(ω), Y (ω)}, W (ω) = max{X(ω), Y (ω)} (∀ω ∈ Ω)

で定める. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 確率ベクトル (Z, W ) の同時 p.m.f. p(Z, W ) を求めよ.

(2) 確率 Pr(Z = W ) と条件付き確率 Pr(Z = 2|W < 5) を求めよ.

(3) 確率変数 Z の周辺 p.m.f. pZ を求めよ.

(4) 確率変数 W の周辺 p.m.f. pW を求めよ.

(5) 確率変数 Z とW は独立であるかどうかを判定せよ.

演習問題 1.5. p を自然数とする. 連続型確率変数 T は p.d.f.

pT (t) =
Γ((p + 1)/2)

Γ(p/2)

1√
pπ

1

(1 + t2/p)(p+1)/2
, −∞ < t < ∞

を持つとする. ただし, Γ( · ) の Euler のガンマ関数で

Γ(a) =

∫ ∞

0

xa−1e−x dx (a > 0)

で定義する.

(1)

∫ ∞

−∞
pT (t) dt を計算せよ.

(2) 連続型確率変数 U と V は独立で, U は自由度 p の χ2 分布 χ2
p に従

い, V は N(0, 1) に従うとする.

T =
V√
U

p

とおいたとき, T の p.d.f. pT を求めよ.

ヒント 確率ベクトル (U, V ) の同時 p.d.f. p(U, V ) は

p(U, V )(u, v) =





1√
2π

e−v2/2 1

Γ(p/2)2p/2
u(p/2)−1e−u/2

(
−∞ < v < ∞;

0 < u < ∞

)

0 (その他の場合)

となる. さらに

T =
V√
U

p

; W = U
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として, (1.16) を利用して, 同時 p.d.f. p(T, W ) を求め

pT (t) =

∫ ∞

0

p(T, W )(t, w) dw

を計算すればよい.
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第2章 期待値の基礎事項

この章では, 確率変数の期待値と関連するものを導入し, その基本的な
性質を述べる. 節 2.1 では, 確率変数に対する期待値を定義する. 節 2.2

では, 期待値を確率ベクトルに対して定義する. 節 2.3 では, 分布のば
らつきを測る量である分散と共分散を導入し, 基本的な性質を説明する.

節 2.4 では, 条件付き分布に対する期待値を導入する. 節 2.5 では, 分布
を特定する量である積率母関数を導入し, その基本的な性質を説明する.

2.1 期待値
X を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数とする. X が離散型のとき, そ
の p.m.f. を p とし, X の取り得る値を x1, x2, . . . とする. 連続型のと
き, その p.d.f. も p と書くことにする.

定義 2.1. g : R → R を可測1関数とする. 確率変数 g(X) の期待値
E[g(X)] を次のように定義する.

(1) g(x) ≥ 0 (x ∈ R) のとき

E[g(X)] =





∞∑
n=1

g(xn)p(xn) (離散型の場合)

∫ ∞

−∞
g(x)p(x) dx (連続型の場合)

と定義する. 右辺は ∞ を許せば, 必ず存在する.

(2) 一般の可測関数 g に対して

g+(x) = max{g(x), 0}, g−(x) = max{−g(x), 0}

と定義すれば, g+(x) ≥ 0, g−(x) ≥ 0 (x ∈ R) となる. E[g+(X)] ま
たは E[g−(X)] のいずれかが有限ならば

E[g(X)] := E[g+(X)]− E[g−(X)]

1可測関数の定義は定義 C.39 を参照.
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と定義する. E[g+(X)] = E[g−(X)] = ∞ のときは, g(X) の期待
値は定義されない. E[g+(X)] < ∞ かつ E[g−(X)] < ∞ のとき,

E[g(X)] は有限となる.

補題 2.2. X を確率変数とする. 可測関数 g, h : R → R に対して,

E[|g(X)|] < ∞, E[|h(X)|] < ∞ を仮定する.

(1) a, b ∈ R に対して

E[ag(X) + bh(X)] = a E[g(X)] + b E[h(X)]

となる.

(2) g(x) ≤ h(x) (∀x ∈ R) ならば

E[g(X)] ≤ E[h(X)]

となる.

Proof. 積分の性質に帰着される. 2

補題 2.3. 0 < q < r に対して

E[|X|r] < ∞⇒ E[|X|q] < ∞

となる.

Proof. 積分の性質に帰着される. 2

問 2.1. 連続確率変数 X が p.d.f. p をもつとき, 補題 2.3 の証明を具体
的に書け. q < r なので, |x|q−r ≤ 1 (|x| > 1) となることを使えばよい.

定義 2.4. (1) k = 1, 2, . . . に対して, E[|X|k] < ∞ のとき, E[Xk] を X

の k 次モーメント (または積率)という.

(2) E[|X|] < ∞ のとき E[X] を X の平均値2という.

(3) E[X2] < ∞ のときX の分散を

Var[X] := E[{X − E[X]}2]

で定義する.

2簡単に「平均」ともいう.
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(4) 部分集合 A ⊂ R に対して

1lA(x) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x 6∈ A)

を A の指示関数3という. A ∈ B(R) のとき

E[1lA(X)] = Pr(X ∈ A)

となる.

注意 2.5. 分散 Var[X] は X の分布の平均 µ まわりの散らばりを測る量
である. 分散がおおきいほど分布は広がっていることになる. 2

注意 2.6. (1) X は確率空間 (Ω, A, Pr) 上の離散型確率変数とする. pX

を X の p.m.f. とし

SX := {x ∈ R; pX(x) > 0}

とする. 関数 g : R → R に対して

Y = g(X)

とおく. y ∈ R に対して

Ay := {x ∈ SX ; g(x) = y}

とおき
SY := {y ∈ R; Ay 6= ∅}

とする. y ∈ SY に対して

pY (y) := Pr(Y = y) = Pr(X ∈ Ay) =
∑
x∈Ay

Pr(X = x) =
∑
x∈Ay

pX(x)

と書ける. 正項級数は項の順番を並び替えてもその値は変わらないので
∑
y∈SY

|y|pY (y) =
∑
y∈SY

|y|
∑
x∈Ay

pX(x) =
∑
y∈SY

∑
x∈Ay

|g(x)|pX(x)

=
∑
x∈SX

|g(x)|pX(x)

となる. さらにいずれかの和が有限ならば
∑
y∈SY

ypY (y) =
∑
y∈SY

y
∑
x∈Ay

pX(x) =
∑
y∈SY

∑
x∈Ay

g(x)pX(x) =
∑
x∈SX

g(x)pX(x)

3指示関数は R の任意の部分集合に定義ができることに注意をせよ.
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となる. よって
E[Y ] = E[g(X)]

となる.

(2) 確率変数 X は連続型とする. pX を X の p.d.f. とし

SX := {x ∈ R; pX(x) > 0}

とする. 関数 g : SX → R は狭義単調増加かつ C1 級とする. このとき

Y = g(X), SY := {y ∈ R; y = g(x) (∃x ∈ SX)}

とする. ここで g : SX → SY と制限4すれば g の逆関数 g−1 : SY → SX

が存在し

FY (y) := Pr(Y ≤ y) = Pr
(
g−1(Y ) ≤ g−1(y)

)
= Pr(X ≤ g−1(y))

= FX(g−1(y))

となる. さらに g(g−1(y)) = y より

d

dy
g−1(y) =

1
•
g (g−1(y))

となる. ただし
•
g (y) =

dg

dy
(y) である. これらより, y ∈ SY に対して

pY (y) =
d

dy
FY (y) =

d

dy
FX(g−1(y)) =

•
F

X

(g−1(y))
d

dy
g−1(y)

= pX(g−1(y))
1

•
g

(
g−1(y)

)

となる. よって

pY (y) = pX
(
g−1(y)

) 1
•
g (g−1(y))

となる. g が狭義単調減少の場合もふくめると

pY (y) = pX
(
g−1(y)

) 1
∣∣ •g (

g−1(y)
)∣∣

となる. 2

4制限したものを同じ g を用いて表現するのは, 記号の乱用である. 記号が煩雑にな
るので, 記号を乱用した.
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2.2 確率ベクトルの期待値
確率変数 X, Y を確率空間 (Ω, A, Pr)上で定義された確率変数とする.

(X, Y ) を確率ベクトルという.

確率ベクトル (X, Y ) が離散型のときその同時 p.m.f. を p(x, y) とし,

連続型のときその同時 p.d.f. も p(x, y) と書くことにする.

定義 2.7. 可測関数 g : R2 → R に対して g(X, Y ) の期待値を次のよう
に定義する.

(1) g ≥ 0 のとき

E[g(X, Y )] =





∑
x, y

g(x, y)p(x, y) (離散型の場合)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)p(x, y) dxdy (連続型の場合)

で定義する.

(2) 一般の g に対して

g+(x, y) := max{g(x, y), 0}, g−(x, y) := max{−g(x, y), 0}

と定義すれば g+, g− ≥ 0 となる. E[g+(X, Y )] または E[g−(X, Y )] のい
ずれかが有限ならば

E[g(X, Y )] := E[g+(X, Y )]− E[g−(X, Y )]

で定義する. E[g+(X, Y )] = E[g−(X, Y )] = ∞ のときは, g(X, Y ) の期
待値は定義されない. E[g+(X, Y )] < ∞ かつ E[g−(X, Y )] < ∞ のとき,

E[g(X, Y )] は有限の値を取る.

注意 2.8. 3 つ以上の確率変数 X1, X2, . . . , Xn に対しても期待値を定
義 2.7 と同様に定義する. 2

定理 2.9. X1, X2, . . . , Xn を確率変数とし, 各 Xj (j = 1, 2, . . . , n) の期
待値は有限とする. a1, a2, . . . , an を定数としたとき

E

[ n∑
j=1

ajXj

]
=

n∑
j=1

ajE[Xj]

となる.

Proof. 定義 2.7 から 補題 2.2(1) と同様の期待値の線型性が成り立つこ
とが直ちにわかる. 2
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例 2.10. 0 < p < 1 と j = 1, 2, . . . , n に対して, Xj ∼ Ber(p) とする.

このとき

E[Xj] =
1∑

x=0

xPr(X = x) = 0× (1− p) + 1× p = p

である. S =
∑n

j=1 Xj としたとき

E[S] =
n∑

j=1

E[Xj] = np

がわかる. 2

2.3 分散と共分散
X を確率変数とし, E[X2] < ∞ とする. X の分散を

Var[X] := E[(X − µ)2]

で定義した. ただし µ = E[X] と書いた. さらに
√

Var[X] を X の標準
偏差という.

定理 2.11. 以下の確率変数は有限の 2 次の積率を持つとする. このとき,

次が成立する.

(1) Var[X] = E[X2]− {E[X]}2 となる.

(2) 定数 a, b ∈ R に対して

Var[aX + b] = a2Var[X]

となる.

(3) X と Y は独立で E[|XY |] < ∞ とする. このとき

E[XY ] = E[X]E[Y ]

となる.

(4) X1, X2, . . . , Xn は独立とし, E[X2
j ] < ∞ (j = 1, 2, . . . , n) とする.

a1, a2, . . . , an は定数としたとき

Var[a1X1+a2X2+· · ·+anXn] = a2
1Var[X1]+a2

2Var[X2]+· · ·+a2
nVar[Xn]

となる.
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Proof. (1), (2) は分散を期待値の記号を用いて表現し, 期待値の線型性を
用いて計算すればよい. (3) については, 連続型の場合を示す. (X, Y ) の
同時 p.d.f. は, X と Y の周辺 p.d.f. pX と pY を用いて pX(x)pY (y) と
いう形でかけるので

E[XY ] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xypX(x)pY (y) dxdy =

∫ ∞

−∞
xpX(x) dx

∫ ∞

−∞
ypY (y) dy

= E[X]E[Y ]

となること5がわかる. (4) は, 分散を期待値の記号を用いて表現し, (3)

に注意する. 期待値の線型性を用いて計算すればよい. 2

例 2.12. (例 2.10の続き) 例 2.10 の設定に加えてX1, X2, . . . , Xn は独
立とする. 定理 2.9 に注意すれば

Var[Xj] = E[X2
j ]− {E[Xj]}2 =

1∑
x=0

x2Pr(X = x)− p2

= 0× (1− p) + 1× p− p2 = p(1− p)

となる. これと定理 2.11(4) から

Var[S] =
n∑

j=1

Var[Xj] = np(1− p)

がわかる. 2

定理 2.13. n ≥ 2 とし, X1, X2, . . . , Xn は i.i.d. 確率変数列とし

E[X1] = µ, Var[X1] = σ2

とする. ただし, µ ∈ R, 0 < σ < ∞ である. X1, X2, . . . , Xn に基づく標
本平均を

Xn =
1

n

n∑
j=1

Xj

で定義し, 標本 (不偏)分散を

S2
n =

1

n− 1

n∑
j=1

(
Xj −Xn

)2

で定義する. このとき

(1) E
[
Xn

]
= µ; (2) Var

[
Xn

]
=

σ2

n
; (3) E

[
S2

n

]
= σ2

となる.
5Var[X] < ∞, Var[Y ] < ∞ なので, Cauchy-Schwarz の不等式から E[|XY |] < ∞ が

確認できるので, Fubini 定理から積分順序の入れ替えが保証されることがわかる.
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Proof. (1), (2) は定理 2.9, 2.11(4) よりわかる. (3) を証明するために

n∑
j=1

(
Xj −Xn

)2
=

n∑
j=1

(Xj − µ)2 − n
(
Xn − µ

)2

に注意する. 定理 2.11(1) より

E

[ n∑
j=1

(Xj − µ)2

]
= nσ2

がわかる. さらに, (1) と (2) より

E
[(

Xn − µ
)2]

= Var
[
Xn

]
=

σ2

n

が示される. したがって

E[S2
n] =

1

n− 1

{ n∑
j=1

E
[
(Xj − µ)2

]− nE
[(

Xn − µ
)2]}

=
1

n− 1

{
nσ2 − σ2

}
= σ2

がわかる. 2

定義 2.14. X と Y は確率変数とし

E[X] = µX , Var[X] = σ2
X , E[Y ] = µY , Var[Y ] = σ2

Y

とする. ただし µX , µY ∈ R, 0 < σX , σY < ∞ とする. このとき X と Y

の共分散を
Cov[X, Y ] = E

[
(X − µX)(Y − µY )

]

で定義し, X と Y の (Pearson) の相関係数を

ρ := ρ[X, Y ] :=
Cov[X, Y ]

σX σY

で定義する.

定理 2.15. X, Y, Z は 2 次の積率が有限な確率変数とする.

(1) 共分散は
Cov[X, Y ] = E[XY ]− E[X]E[Y ]

と書き直せる.

(2) Cov[X, Y ] = Cov[Y, X] である.

(3) 定数 a, b に対して

Cov[aX + bY, Z] = aCov[X, Z] + bCov[Y, Z]
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となる.

(4) 相関係数は
−1 ≤ ρ[X, Y ] ≤ 1

をみたす.

(5) ある定数 a, b が存在して Y = aX + b となったとき

a > 0 ⇒ ρ[X, Y ] = 1,

a < 0 ⇒ ρ[X, Y ] = −1

である.

(6) X と Y が独立のとき

Cov[X, Y ] = 0

となる.

Proof. (1) は期待値の線型性からわかる. (2)(3) は共分散の定義と期待
値の線型性よりわかる. (4) は Var[X] = Var[Y ] = 0 のときは明らかであ
る. よって Var[X] 6= 0 として証明する. 補題 2.2(2) より

Var[X]t2 − 2Cov[X, Y ]t + Var[Y ] = E[{t(X − E[X]) + Y − E[Y ]}2] ≥ 0

となる. ここで, 判別式をとれば

{Cov[X, Y ]}2 + Var[X]Var[Y ] ≤ 0 (2.1)

がわかる. (5) は (2), (3) および定理 2.11(2) からわかる. (6) は定
理 2.11(3) からわかる. 2

注意 2.16. (2.1) において, E[X] = E[Y ] = 0 の場合を考えると Cauchy-

Schwarz の不等式
∣∣E[XY ]

∣∣ ≤
√

E[X2]
√

E[Y 2]

と呼ばれる重要なものを得る.

注意 2.17. (6) の逆は一般に正しくない. 反例は下の問いをみよ. 2

問 2.2. Z を [0, 2π] 上の一様分布とし

X = cos Z, Y = sin Z

とおく.

(1) E[X] = 0, E[Y ] = 0, E[XY ] = 0 を確かめよ.
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(2) Pr(X ≤ 1/2, Y ≤ 1/2) = Pr((π/3) ≤ Z ≤ (5/6)π) を確かめよ.

(3) Pr(X ≤ 1/2) = Pr((π/3) ≤ Z ≤ (7/3)π) を確かめよ6.

定理 2.18. (1) X, Y は有限な 2 次の積率を持つ確率変数とする. このと
き Var[X + Y ] = Var[X] + Var[Y ] + 2Cov[X, Y ] となる.

(2) d ≥ 2 とする. X1, X2, , . . . , Xd は有限な 2 次の積率を持つ確率変数
とする. このとき

Var

[ d∑
j=1

ajXj

]
=

d∑
j=1

a2
jVar[Xj] + 2

d∑
j=1

d∑

`=j+1

aja`Cov[Xj, X`]

となる.

Proof. 共分散を期待値で表現し, 展開して期待値の線型性を用いればよ
い. 2

問 2.3. 定理 2.18(1) の証明を具体的に書け.

定義 2.19. X1, X2, . . . , Xd を有限な 2 次の積率を持つ確率変数とし

X =




X1

X2

...

Xd




と書く. このとき確率ベクトル X の期待値を

E[X] :=




E[X1]

E[X2]
...

E[Xd]




で定義する. X の共分散を

Var[X] := E
[
(X − µ)(X − µ)>

]

で定義する7. ただし µ = (µ1, µ2, . . . , µd)
> := E[X] である. これは

Var[X] =




Var[X1] Cov[X1, X2] · · · Cov[X1, Xd]

Cov[X2, X1] Var[X2] · · · Cov[X2, Xd]
...

...
. . .

...

Cov[Xd, X1] Cov[Xd, X2] · · · Var[Xd]




である.
6これらより, Pr(X ≤ 1/2, Y ≤ 1/2) 6= Pr(X ≤ 1/2)Pr(Y ≤ 1/2) となり,

Cov[X, Y ] = 0 だが, X と Y は従属であることがわかる.
7確率ベクトルと同様に確率変数を成分とする行列を確率行列という. 確率行列の期

待値はそれぞれの成分の期待値を取ったものを配置した行列と定義している.
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注意 2.20. 定義から Var[X] は半正定値対称行列となる. なぜならば, 期
待値の線型性と補題 2.2(2) から, 任意の a ∈ Rd に対して

a>Var[X]a = E
[
a>(X − µ)(X − µ)>a

]

= E
[{

a>(X − µ)
}2] ≥ 0

となる. 最後の不等号は補題 2.2(2) からわかる. よって Var[X] は半正
定値であることが示せた. 2

補題 2.21. X = (X1, X2, . . . , Xd)
> は確率ベクトルで各成分は有限な 2

次の積率を持つとし

E[X] = µ, Var[X] = Σ

とする. ただし µ ∈ Rd, Σ は d× d の半正定値行列8である.

(1) 任意の定数ベクトル a ∈ Rd に対して

E[a>X] = a>µ, Var[a>X] = a>Σa

となる.

(2) k ∈ N とする. 任意の定数の k × d 行列 A に対して

E[AX] = AE[X], Var[AX] = AVar[X]A>

となる.

Proof. 期待値の線型性を用いて計算すればよい. 2

問 2.4. d = 2 として, 補題 2.21 を確認せよ.

系 2.22. 確率ベクトル X は, 任意の定数ベクトル a(6= 0) に対して

Pr(a>X = 0) = 0

をみたす. このとき, Σ は正定値である.

注意 2.23. X の共分散行列 Σ は, 補題 2.21(1) から半正定値であるこ
とがわかる. 系 2.22 の仮定は, 確率ベクトル X が d 次元空間より次元
の低い空間に集中しないことを意味している. したがって, 確率ベクトル
X の値を取る空間が退化していなければ, その共分散行列は正定値とな
ることがわかる. 2

8d× d の対称行列 A が半正定値であるとは, ∀a ∈ Rd に対して a>Aa ≥ 0 が成立
するときをいう. また d× d の対称行列 A が正定値であるとは, ∀a ∈ Rd (a 6= 0) に対
して a>Aa > 0 が成立するときをいう.
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2.4 条件付き期待値
定義 2.24. (1) X と Y を確率変数とし, 条件付き p.d.f.(または条件付き
p.m.f.)を pX|Y (または pX|Y )とする. Y = y を与えたときの X の条件付
き期待値を

E[X|Y = y] =





∑
x

xpX|Y (x| y) (離散型の場合)

∫ ∞

−∞
xpX|Y (x| y) dx (連続型の場合)

で定義する. ただし考えている Y = y で条件付き p.d.f. または p.m.f.

は定義され, さらに E[|X|] < ∞ とする.

(2) (Borel可測)関数 g : R2 → Rに対して, g(X, Y )の条件付き期待値を

E[g(X, Y )|Y = y] =





∑
x

g(x, y)pX|Y (x| y) (離散型の場合)

∫ ∞

−∞
g(x, y)pX|Y (x| y) dx (連続型の場合)

で定義する. ただし,考えている Y = y での条件付き p.d.f. または p.m.f.

は定義され, E[|g(X, Y )|] < ∞ とする.

注意 2.25. E[X] は定数であるが, E[X|Y = y] は一般に y の関数である.

このことから
h(y) := E[X|Y = y]

とおいたときに h(y) に Y を代入したもの h(Y ) は確率変数9になる. こ
れを

E[X|Y ] := h(Y )

と記すことにする. したがって ω ∈ Ω に対して, y = Y (ω) と書けば

E[X|Y ] : Ω 3 ω 7→ E[X|Y (ω)] = E[X|Y = y] ∈ R

は可測となる.

測度論的確率論の教科書では, Radon-Nikodym の定理から条件付き期
待値を定義する. これから条件付き p.d.f. を定義することになる. この
点については [8, pp.181− 182] を参照のこと. 2

例 2.26. 連続型確率変数 Y は p.d.f.

pY (y) =

{
1 (0 < y < 1)

0 (その他の場合)

9h 7→ h(y) の可測性は測度論の知識が必要となる. このことは定理 C.66 から保証
される.
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を持つとする. Y = y (0 < y < 1) を観測したとき

X|Y = y ∼ Unif(y, 1)

とする. すなわち 0 < y < 1 のとき

pX|Y (x| y) =





1

1− y
(y < x < 1)

0 (その他の場合)

である. よって

E[X|Y = y] =

∫ 1

y

xpX|Y (x| y) dx =
1

1− y

∫ 1

y

x dx =
1 + y

2

となる. これより

E[X|Y ] =
1 + Y

2

となる. 2

定理 2.27. (1) 有限な期待値を持つ確率変数 X, Y と確率変数 Z に対
して

E[X + Y |Z] = E[X|Z] + E[Y |Z]

となる.

(2) 有限な期待値を持つ確率変数 X, Y に対して

E[E[Y |X]] = E[Y ], E[E[X|Y ]] = E[X]

となる.

(3) 一般の (Borel 可測)関数 g : R2 → R を考える. E[|g(X, Y )|] < ∞
のとき

E[E[g(X, Y )|Y ]] = E[g(X, Y )]

となる.

(4) E[XY |Y ] = Y E[X|Y ] となる.

Proof. (1) は期待値の線型性よりわかる. 連続型の場合について (2) の
第 1 番目の等式を示す. 他の場合もほとんど同じように証明できる. p を
(X, Y ) の同時 p.d.f. とする. このとき

p(x, y) = pX(x)pY |X(y|x)

となる. ただし pX は X の周辺 p.d.f.で, pY |X は X = x を与えたと
きの Y の条件付き p.d.f. である. E[Y |X = x] =: h(x) とおいたとき,
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E[Y |X] := h(X) と書いたことを思い出す. すると

E[E[Y |X]] = E[h(X)] =

∫ ∞

−∞
h(x)pX(x) dx =

∫ ∞

−∞
E[Y |X = x]pX(x) dx

=

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
　 xpY |X(y| x) dy

}
pX(x) dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
　 xpY |X(y|x)pX(x) dxdy

=

∫ ∞

−∞
x

{∫ ∞

−∞
p(x, y) dy

}
dx

=

∫ ∞

−∞
xpX(x) dx

= E[X]

となる10. 積分の順序交換は g(X, Y ) が有限の期待値を持つことから保
証されること11が知られている. (3) と (4) も同様に証明できる. 2

問 2.5. 定理 2.27(3)(4) の証明を書け.

例 2.28. (例 2.26 の続き)

E[X] = E

[
1 + Y

2

]
=

3

4

となる. 一方 0 < y < x < 1 に対して

p(x, y) = pX|Y (x| y)pY (y) =
1

1− y

となる. よって

E[X] =

∫ 1

0

{∫ 1

y

x
1

1− y
dx

}
dy

=

∫ 1

0

1

1− y

[
x2

2

]1

y

dy

=

∫ 1

0

1

1− y

1− y2

2
dy =

[
(1 + y)2

4

]1

0

=
3

4

となる. 2

10hは SY := {y ∈ R; pY (y) > 0}においてのみ定義されるが,形式的に h(y) = 0 (y ∈
SY ) と考えて上の式を理解すればよい.

11Fubini の定理からわかる.
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定義 2.29. X は有限の 2 次の積率を持つとする. Y = y を与えたとき
の X の条件付き p.d.f. pX|Y (p.m.f. pX|Y )が定義できる y を考える. こ
のとき, Y = y を与えたときの条件付き分散を

Var[X|Y = y] =





∑
x

{x− µ(y)}2pX|Y (x| y) (離散型の場合)

∫ ∞

−∞
{x− µ(y)}2pX|Y (x| y) dx (連続型の場合)

で定義する. ただし µ(y) = E[X|Y = y] である. これは

Var[X|Y ] = E[X2|Y ]− {E[X|Y ]}2

とも書ける.

定理 2.30. X, Y を確率変数とし E[X2] < ∞ とする. このとき

Var[X] = E[Var[X|Y ]] + Var[E[X|Y ]]

が成立する. ただし h(y) := Var[X|Y = y] としたときVar[X|Y ] := h(Y )

と定義した.

Proof. まず

Var[X] = E
[{X − E[X]}2

]

= E
[{

X − E[X|Y ] + E[X|Y ]− E[X]
}2]

= E
[{X − E[X|Y ]}2

]
+ E

[{E[X|Y ]− E[X]}2
]

+ 2E
[{X − E[X|Y ]}{E[X|Y ]− E[X]}] (2.2)
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と書き直す. しかし, (2.2)の最右辺の各項は以下のように評価できる.

E
[{X − E[X|Y ]}2

]
= E

[
X2 − 2XE[X|Y ] + {E[X|Y ]}2

]

= E

[
E
[
X2 − 2XE[X|Y ] + {E[X|Y ]}2

]∣∣∣∣ Y

]

(∵ 定理 2.27(3))

= E

[
E
[
X2

∣∣ Y
]− 2E[X|Y ] E[X|Y ] + {E[X|Y ]}2

]

= E

[
E[X2|Y ]− {E[X|Y ]}2

]

= E
[
Var[X|Y ]

]
,

E

[
{E[X|Y ]− E[X]}2

]
= E

[{
E[X|Y ]− E[E[X|Y ]]︸ ︷︷ ︸

=E[X]

}2
]

(∵ 定理 2.27(3))

= Var

[
E[X|Y ]

]
,

E
[{X − E[X|Y ]}{E[X|Y ]− E[X]} = E

[
E
[{X − E[X|Y ]}{E[X|Y ]− E[X]}

∣∣∣∣ Y

]

(∵ 定理 2.27(3))

= E

[
{E[X|Y ]− E[X]}E

[
X − E[X|Y ]

∣∣Y ]
︸ ︷︷ ︸

=0

]

= 0

となる. 最後から 2 番目の等号は定理 2.27(3) を用いた. これらの結果
を (2.2)の最右辺の各項に代入すれば, 定理は証明される. 2

2.5 積率母関数
定義 2.31. X を確率変数とし,ある t0 > 0が存在して, E[etX ] < ∞ (∀|t| <
t0)とする. このとき, X の積率母関数 (Moment Generating Function (MGF))

を
mX(t) := E[etX ] (−t0 < t < t0)

と定義する.

注意 2.32. 確率変数 X の積率母関数 mX(t) が存在するとき, 期待値と
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微分の記号の入れ替えが保証されること12が知られている. このことから

•
m

X
(0) =

•
m

X
(t)

∣∣
t=0

=

[
d

dt
mX(t)

]∣∣∣∣
t=0

=

[
d

dt
E
[
etX

]]∣∣∣∣
t=0

= E

[
d

dt
etX

]∣∣∣∣
t=0

= E
[
XetX

]∣∣∣∣
t=0

= E[X]

となる. この議論を繰り返せば k = 2, 3, . . . に対して

{mX}(k)(0) = E
[
Xk

]

がわかる. 2

例 2.33. X ∼ Exp(1) とする. t < 1 に対して

mX(t) = E
[
etX

]
=

∫ ∞

0

etxe−x dx =

∫ ∞

0

e−(1−t)x dx =
1

1− t

となる. t ≥ 1 のときは, etX の期待値は発散する. したがって

mX(t) =
1

1− t
(t < 1)

となる. 簡単な計算から

•
m

X
(0) = 1,

••
m

X
(0) = 2

なので

E[X] = 1, E[X2] = 2, Var[X] = E[X2]− {E[X]}2 = 1

となる. 2

補題 2.34. (1) a, b ∈ R (a 6= 0) とする. Y = aX + b としたとき

mY (t) = etbmX(at)

となる.

(2) X1, X2, . . . , Xd は独立とし Y =
∑d

j=1 Xj とする. このとき

mY (t) =
d∏

j=1

mXj(t)

となる.

12たとえば, [33, pp.75-76] を参照のこと.
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Proof. (1)は指数関数と期待値の性質よりわかる. (2)はXj (j = 1, 2, . . . , d)

の独立性と指数関数の性質に注意して, 定理 2.11(3) を適用するとわか
る. 2

定理 2.35. X と Y を確率変数とする. ある数 t0 > 0 が存在して

mX(t) = mY (t) (|t| < t0)

ならば
X

d
= Y

となる. ただし X と Y の c.d.f. を FX と FY としたとき

X
d
= Y ⇔ FX(x) = FY (x) (∀x ∈ R)

である.

Proof. これは信じることにする. 2

注意 2.36. 定理 2.35の証明は, 積率母関数が存在する範囲に対するCの
帯領域に解析接続し, それに対して, Fourier 逆変換の公式を適応して証
明するのが標準的であろう.

例 2.37. n1, n2 ∈ N, 0 < p < 1としX1 ∼ Bino(n1, p), X2 ∼ Bino(n2, p)

は独立とする. Y = X1 + X2 としたとき

mY (t) = mX1(t)mX2(t) =
(
pet + q

)n1
(
pet + q

)n2 = (pet + q)n1+n2

となる. ただし q = 1− p である. よって Y ∼ Bino(n1 + n2, p) となる.

2

例 2.38. λ1, λ2 > 0 とし, X1 ∼ Po(λ1), X2 ∼ Po(λ2) は独立とする.

Y = X1 + X2 としたとき

mY (t) = mX1(t)mX2(t) = eλ1(et−1)eλ2(et−1) = e(λ1+λ2)(et−1)

となる. したがって, Y ∼ Po(λ1 + λ2) がわかる. 2

2.6 章末注釈と参考文献
この章は [30]を参考にした.
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2.7 演習問題

演習問題 2.1. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数 X は

Pr(X = c) = 1; c は定数

をみたすとする. このとき, X の平均 E[X] と分散 Var[X] を求めよ. 　

演習問題 2.2. (1) X ∼ Ber(θ) (0 < θ < 1) のとき

E[X] = θ, Var[X] = θ(1− θ)

を示せ.

(2) X1, X2, . . . , Xn ∼ i.i.d.Ber(θ) (0 < θ < 1) とする. S =
∑n

j=1 Xj と
おいたとき, S ∼ Bino(n, θ) となることを示せ.

(3) S ∼ Bino(n, θ) (n ∈ N, 0 < θ < 1) のとき

E[S] = nθ, Var[S] = nθ(1− θ)

を示せ.

(4) X ∼ Po(θ) (θ > 0) とする. このとき, X の平均 E[X] と分散 Var[X]

を求めよ.

(5) U ∼ U(0, 1) のとき

E[X] =
1

2
, Var[X] =

1

12

を示せ.

(6) X ∼ Ex(θ) (θ > 0) とする. このとき

E[X] =
1

θ
, Var[X] =

1

θ2

を示せ.

(6) X ∼ N(µ, σ2) (µ ∈ R, σ > 0) とする. このとき

E[X] = µ, Var[X] = σ2

を示せ.

(7) X ∼ χ2
n のとき

E[X] = n, E[X] = 2n

を示せ.

演習問題 2.3. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数 X はVar[X] = σ2 (0 <

σ < ∞) とする. c を定数としたとき, Var[X + c] と Var[cX] を σ と c を
用いて表せ.
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演習問題 2.4. (1) X ∼ Ga(α, β) とする. X の k 次の積率は以下で与
えられることを示せ.

E[Xk] =
(a + k − 1)(a + k − 2) · · ·α

βk
.

(2) 上の問いの結果から

E[X] =
α

β
, E[X2] =

(α + 1)α

β2
, Var[X] =

α

β2

を示せ.

(3) X の積率母関数は以下で与えられることを示せ.

mX(t) =

(
1

1− βt

)α

(t < 1/β).

演習問題 2.5. X を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の連続型確率変数とし, X の
p.d.f. を

p(x) =

{
2x (0 < x < 1)

0 (その他の場合)

とする. さらに, 離散型確率変数 Y を

Y := 1l(1/2,∞)(X) :=

{
1

(
X > 1

2

)

0
(
X ≤ 1

2

)

で定める. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 確率変数 X の平均 E[X] と分散 Var[X] を求めよ.

(2) 確率変数 Y の平均 E[Y ] と分散 Var[Y ] を求めよ.

(3) 確率変数 X と Y の共分散 Cov[X, Y ] を求めよ.

演習問題 2.6. X1, X2 を確率空間 (Ω, A, Pr) 上の連続型確率変数とし,

X1 ∼ N(x0 + µ, σ2), X2|X1 = x1 ∼ N(x1 + µ, σ2)

とする. ただし, x0, x1, µ ∈ R である. このとき, 以下の問いに答え
よ. ただし, 正規分布 N(µ, σ2) に従う確率変数 Z の期待値と分散が
E[Z] = µ, Var[Z] = σ2 となることは証明なしで用いてよい. また, 期待
値, 分散, 共分散, 条件付き期待値に係る資料に書いてある性質も証明な
しで用いてよい. なお, どの性質を用いたかは明示すること.

(1) 確率変数 X2 −X1 の期待値 E[X2 −X1] を求めよ.

(2) X2 の分散 Var[X2] を求めよ.

(3) X1 と X2 の共分散 Cov[X1, X2] を求めよ.

(4) X2 −X1 の分散 Var[X2 −X1] を Var[X1], Var[X2], Cov[X1, X2] で表
現せよ.

(5) X2 −X1 の分散 Var[X2 −X1] を求めよ.
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演習問題 2.7. (Ω, A, Pr) を確率空間とし, X をこの空間上で定義された
確率変数とする. X は開区間 (0, 1) 上の一様分布に従うとし

X =

[
X

X2

]

とおく. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 確率ベクトル X の期待値 E[X] を求めよ.

(2)

Var[X] = E[XX>]− E[X]
{
E[X]

}>

を示せ.

(3) 確率ベクトル X の分散共分散行列 Var[X] を求めよ.

(4) det
[
Var[X]

]
を求めよ.

演習問題 2.8. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された連続型確率ベクトル
(X, Y ) は同時 p.d.f.

p(X, Y )(x, y) =





3

8
× y (0 ≤ x ≤ y ≤ 2)

0 (その他の場合)

を持つとする.

(1) X の周辺 p.d.f. pX(x) を求め,

∫ ∞

−∞
pX(x) dx = 1

を確認せよ.

(2) Y の周辺 p.d.f. pY (y) を求め,

∫ ∞

−∞
pY (y) dy = 1

を確認せよ.

(3) X と Y の期待値 E[X] と E[Y ] を求めよ.

(4) XY の期待値 E[XY ] を求め, X と Y の共分散 Cov[X, Y ] を求めよ.

(5) pY (y) > 0 なる y に対して, Y = y を与えたときの X の条件付き
p.d.f. pX|Y (x| y) を求めよ. pX|Y (x| y) > 0 となる x の範囲を書いたう
えで, ∫ ∞

−∞
pX|Y (x| y) dx = 1

を確認せよ.
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演習問題 2.9. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された連続型確率ベクトル
(X, Y ) は同時 p.d.f.

p(X, Y )(x, y) =

{
e−(x+y) (0 < x < ∞, 0 < y < ∞)

0 (その他の場合)

を持つ.

U = 2X, V = X + Y

とおく.

(1) 確率ベクトル (U, V ) の同時 p.d.f. p(U, V )(u, v) を求めよ. さらに

T = {(u, v) ∈ R2 : p(U, V )(u, v) > 0}

を図示せよ.

(2) U の周辺 p.d.f. pU(u) を求めよ.

演習問題 2.10. λ > 0 とし, W は確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された確
率変数で, 母数 λ の指数分布 Exp(λ) に従うとする. すなわち, W は連続
型確率変数で, p.d.f.

pW (w) =

{
λe−λw (w > 0)

0 (その他の場合)

をもつ. 同じ確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された確率変数 X と Y を

X = bW c, Y = W −X

で定める. ただし, bxc は実数 x 以下の最大の整数とする. たとえば,

b1.5c = 1 となる. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) 非負の整数 x に対して

Pr(X = x)

を求めることで X の p.m.f. pX を求めよ.

(2)
∞∑

x=0

pX(x) を計算せよ.

(3) x を非負の整数とし, 0 < y < 1 とする. X = x を与えたときの
{Y ≤ y} の条件付き確率

Pr(Y ≤ y|X = x)

を求めよ.

(4) x を非負の整数とする. y ∈ R に対して, FY |X(y|x) = Pr(Y ≤ y|X =

x) と定める. FY |X(y|x) を実数上で定義された関数として書き表せ.
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(5) x を非負の整数とする. X = x を与えたときの Y の条件付き p.d.f.

pY |X(y|x) を求めよ.

(6) 期待値 E[Y ] を求めよ.

補足 Pr(0 < Y < 1) = 1 から 0 < E[Y ] < 1 となる. 得られた結果につ
いて, 不等式 0 < E[Y ] < 1 となっているかを確認するとよい.

演習問題 2.11. X を確率空間 (Ω, A, Pr)上の連続型確率変数とし, X の
p.d.f. を

p(x) =

{
2x (0 < x < 1)

0 (その他の場合)

とする. さらに, 離散型確率変数 Y を

Y := 1l(1/2,∞)(X) :=

{
1

(
X > 1

2

)

0
(
X ≤ 1

2

)

で定める. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 確率変数 X の平均 E[X] と分散 Var[X] を求めよ.

(2) 確率変数 Y の平均 E[Y ] と分散 Var[Y ] を求めよ.

(3) 確率変数 X と Y の共分散 Cov[X, Y ] を求めよ.

演習問題 2.12. (U, Y )の同時分布を以下のように定める. U ∼ Unif(0, 1)

とし, U = u (0 < u < 1) が与えられたときの Y の条件付き分布は
N(θ, σ2) とする. ただし,

θ = 2− 6u, σ2 = 25

とする.

(1) U の期待値 E[U ] を計算せよ.

(2) U の分散 Var[U ] を計算せよ.

(3) U = u (0 < u < 1) を与えたときの Y の条件付き期待値 E[Y |U = u]

を答えよ.

(4) Y の期待値 E[Y ] を計算せよ.

(5) Y の分散 Var[Y ] を求めよ.

(6) U = u (0 < u < 1) を与えたときの条件付き分散 Var[Y |U = u] を答
えよ.

(7) E
[
Var[Y |U ]

]
+ Var

[
E[Y |U ]

]
を計算せよ.

(8) 連続関数 g : [0, 1] → R に対して

E
[(

Y − g(U)
)2] ≥ 25

となること示せ.
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第3章 確率と期待値の不等式

直接計算するのが困難な確率や期待値に対して上限ないしは下限を与
える不等式は有効である.

3.1 確率に対する不等式
定理 3.1. (Markov の不等式) 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の非負値確率変数
を X とし, E[X] < ∞ とする. このとき, ∀t > 0 に対して

Pr
(
X ≥ t

) ≤ E[X]

t

が成り立つ.

Proof. X は連続型で p.d.f. p を持つ場合を示す.

E[X] =

∫ ∞

0

xp(x) dx =

∫ t

0

xp(x) dx +

∫ ∞

t

xp(x) dx ≥
∫ ∞

t

xp(x) dx

≥ t

∫ ∞

t

p(x) dx = tPr(X ≥ t)

からわかる. 2

系 3.2. λ > 0 とする. X を確率変数とし E
[
eλX

]
< ∞ とする. このとき

∀t > 0 に対して
Pr

(
X ≥ t

) ≤ e−λtE
[
eλX

]

が成り立つ.

Proof. eλX は非負値確率変数なので定理 3.1 を適用すれば

Pr
(
X ≥ t

)
= Pr

(
eλX ≥ eλt

) ≤ e−λtE
[
eλX

]

となる. 2
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系 3.3. (Chebyshevの不等式) X を確率変数としµ = E[X], σ2 = Var[X] <

∞ (0 < σ < ∞) とする. このとき ∀t > 0 に対して

Pr
(|X − µ| ≥ t

) ≤ σ2

t2

が成り立つ.

Proof. (X − µ)2 に対して Markov の不等式 (定理 3.1)を適用する. す
ると

Pr
(|X − µ| ≥ t

)
= Pr

(
(X − µ)2 ≥ t2

) ≤ E[(X − µ)2]

t2

がわかる. 2

次に Hoeffding の不等式を証明するための補題を与える.

補題 3.4. a, b ∈ R は a < 0 < b なる定数とする. 確率変数 X は

E[X] = 0, a ≤ X ≤ b

とみたすとき ∀λ > 0 に対して

E
[
eλX

] ≤ eλ2(b−a)2/8

となる.

Proof. X を以下のように書き直す.

X = γb + (1− γ)a, γ =
X − a

b− a

となる. すると eλx の凸性より

eλX ≤ γeλb + (1− γ)eλa =
X − a

b− a
eλb +

b−X

b− a
eλa

となる. E[X] = 0 に注意して上の式の両辺の期待値を計算すると

E
[
eλX

] ≤ − a

b− a
eλb +

b

b− a
eλa

= ceλb + (1− c)eλa

(
c := − a

b− a
, 1− c =

b

b− a

)

= ceλ(1−c)(b−a) + (1− c)e−λc(b−a)

= e−λc(b−a)
{
1− c + ceλ(b−a)

}

= e−cu
{
1− c + ceu

}
(u := λ(b− a))

= exp
{−cu + log

(
1− c + ceu

)}
=: exp

{
g(u)

}

82



数理統計学序説 3.1. 確率に対する不等式

がわかる. いま

g(0) =
•
g (0) = 0,

••
g (u) ≤ 1

4
(u > 0) (3.1)

に注意する. 実際

•
g (u) =

dg

du
= −c +

ceu

1− c + ceu
,

••
g (u) :=

d2g

du2
=

ceu

1− c + ceu
− c2e2u

(1− c + ceu)2

=
ceu(1− c)

(1− c + ceu)2
≤ 1

4

(
相加相乗平均を 1− c と ceu に適用する.

)

からわかる. (3.1) に注意して, Taylor展開をすれば

g(u) = g(0) + u
•
g (0) +

u2

2
g̈(ξ) (ξ ∈ (0, u))

=
u2

2

••
g (ξ) ≤ u2

8
=

λ2(b− a)2

8

がわかる. よって
E
[
eλX

] ≤ eg(u) ≤ eλ2(b−a)2/8

を得る. 2

定理 3.5. (Hoeffding の不等式) aj, bj (j = 1, 2, . . . , n) は aj < 0 < bj

なる定数とする. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数 X1, X2, . . . , Xn は
独立で

E[Xj] = 0, aj ≤ Xj ≤ bj

をみたすとする. このとき, ∀t > 0 に対して

Pr

( n∑
j=1

Xj ≥ t

)
≤ exp

{
− 2t2∑n

j=1(bj − aj)2

}

が成立する.
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Proof. 系 3.2 を用いる. ∀λ > 0 に対して

Pr

( n∑
j=1

Xj ≥ t

)
≤ e−λtE

[
exp

(
λ

n∑
j=1

Xj

)]

= e−λt

n∏
j=1

E
[
exp{λXj}

]
(∵独立性)

≤ e−λt

n∏
j=1

exp

{
λ2(bj − aj)

2

8

}
(∵補題 3.4)

= exp

{
−λt +

λ2

8

n∑
j=1

(bj − aj)
2

}

= exp

[∑n
j=1(bj − aj)

2

8

{
λ− 4t∑n

j=1(bj − aj)2

}2

− 2t2∑n
j=1(bj − aj)2

]

より

Pr

( n∑
j=1

Xj ≥ t

)
≤ exp

{
− 2t2∑n

j=1(bj − aj)2

}

がわかる. 2

定理 3.6. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Ber(θ) とする. ただし 0 < θ < 1. この

とき ∀t > 0 に対して

Pr
(∣∣Xn − θ

∣∣ ≥ t
) ≤ 2e−2nt2

となる. ただし Xn = (1/n)
∑n

j=1 Xj である.

Proof. j = 1, 2, . . . , n に対して

Yj =
1

n
(Xj − θ)

とおけば

E[Yj] = 0, a ≤ Yj ≤ b, a = − θ

n
, b =

1− θ

n
, (b− a)2 =

1

n2

となる. よって定理 3.5 より

Pr
(
Xn − θ ≥ t

)
= Pr

( n∑
j=1

Yj ≥ t

)
≤ e−2nt2 (3.2)
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となる. 同様に

Pr
(
Xn − θ ≤ −t

)
= Pr

( n∑
j=1

Yj ≤ −t

)
= Pr

( n∑
j=1

(−Yj) ≥ t

)
≤ e−2nt2

(3.3)

がわかる. よって, (3.2) と (3.3) を合わせると

Pr
(∣∣Xn − θ

∣∣ ≥ t
)

= Pr
({

Xn − θ ≥ t
} ∪ {

Xn − θ ≤ −t
})

≤ Pr
(
Xn − θ ≥ t

)
+ Pr

(
Xn − θ ≤ −t

)

≤ 2e−2nt2

がわかる. 2

例 3.7. X1, X2, . . . , X100
i.i.d.∼ Ber(θ) とする. ただし 0 < θ < 1 である.

(1) n = 100 とし, 事象
∣∣X100 − θ

∣∣ ≥ 0.2 の確率を Chebyshev の不等式
を用いて θ に関して一様に上から評価すると

Pr
(∣∣X100 − θ

∣∣ ≥ 0.2
) ≤ 0.0625

がわかる.

一方 Hoeffding の不等式を用いて θ に関して一様に評価すると

Pr
(∣∣X100 − θ

∣∣ ≥ 0.2
) ≤ 2e−2(100)(0.2)2 = 0.00067

となる.

(2) 0 < α < 1 を固定する. いま

t =

√
1

2n
log

(
2

α

)

とおく. すると Hoeffding の不等式より

Pr

(∣∣Xn − θ
∣∣ ≥

√
1

2n
log

(
2

α

))
≤ α

となる. これより

Pr

(∣∣Xn − θ
∣∣ ≤

√
1

2n
log

(
2

α

))
≥ 1− α

を得る. よって

C =

[
Xn −

√
1

2n
log

(
2

α

)
, Xn +

√
1

2n
log

(
2

α

)]
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とおけば
Pr(θ ∈ C) ≥ 1− α

を得る. すなわち信頼係数 (1− α) の θ の信頼区間

[
Xn −

√
1

2n
log

(
2

α

)
, Xn +

√
1

2n
log

(
2

α

)]

を得る.

α = 0.05, θ = 1/2 として, n = 10, 20, 50, 100 の信頼区間の比較の計算
を行う. CLT の方は数値計算で.

2

注意 3.8. 信頼区間については節 8.6 を参照のこと.

定理 3.9. (Mill の不等式) Z ∼ N(0, 1) とする. このとき ∀t > 0 に対
して

Pr(|Z| ≥ t) ≤
√

2

π

e−t2/2

t

が成り立つ.

Proof. まず

Pr(Z ≥ t) =
1√
2π

∫ ∞

t

exp

(
−z2

2

)
dz

≤ 1√
2π

∫ ∞

t

z

t
exp

(
−z2

2

)
dz

=
1

t
√

2π

∫ ∞

t

{
− ∂

∂z
exp

(
−z2

2

)}
dz

=
1

t
√

2π

(
−t2

2

)
(3.4)

が成り立つことに注意する. さらに, N(0, 1) の p.d.f. が偶関数であるこ
とに注意すると

Pr(|Z| ≥ t) = Pr({Z ≥ t} ∪ {Z ≤ −t})
≤ Pr(Z ≥ t) + Pr(Z ≤ −t)

= 2Pr(Z ≥ t)

からわかる. この不等式と (3.4) を合わせると定理の不等式が得られる.

2
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3.2 期待値に対する不等式
定理 3.10. (Cauchy-Schwarz の不等式) 確率変数 X と Y は 2 次の有限
な期待値を持つとき

E
[|XY |] ≤

√
E[X2] E[Y 2]

となる.

Proof. E[X2] = E[Y 2] = 0 のとき不等式は自明である. E[X2] 6= 0 として
証明を進める. いま, g(t) = E

[
(tX − Y )2

]
とおく. 期待値の中を展開し

て期待値の線型性を用いると

0 ≤ g(t) = E
[
t2X2 − 2tXY + Y 2

]

= E[X2]

{
t− E[XY ]

E[X2]

}2

+
E[X2]E[Y 2]− {E[XY ]

E[X2]
}2

となる.

g

(
E[XY ]

E[X2]

)
=

E[X2]E[Y 2]− {E[XY ]}2

E[X2]
≥ 0 ⇔ E[X2]E[Y 2]− {E[XY ]}2 ≥ 0

より, 不等式は示された. 等号が成立するのは g(t) = 0 が重解を持つと
きである. 重解を c とおけば

g(t) = E[(cX − Y )2] = 0 ⇔ Pr(Y = cX) = 1

となる1. 2

定義 3.11. 関数 g : R → R が凸であるとは各 x, y ∈ R と 0 ≤ ∀t ≤ 1

に対して
g(tx + (1− t)y) ≤ tg(x) + (1− t)g(y)

が成立するときをいう. さらに −g が凸のとき g は concave であると
いう.

1非負値確率変数 X に対して

E[X] = 0 ⇔ Pr(X = 0) = 1

であることに注意せよ. 実際 Pr(X > 0) > 0 と仮定する. するとあるの ε > 0 が存在し
て Pr(X > ε) > 0 となる. しかしX ≥ ε1l{X > ε} より

0 = E[X] ≥ εE[1l{X > ε}] = εPr(X > ε) > 0

となり矛盾する. よって E[X] = 0 ⇔ Pr(X = 0) = 1 がわかる.
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定理 3.12. (Jensen の不等式) X を有限な期待値を持つ確率変数とする.

(1) 関数 g : R→ R は凸で g(X) の期待値は有限のとき

E[g(X)] ≥ g(E[X])

となる.

(2) g が concave のとき

E[g(X)] ≤ g(E[X])

となる.

Proof. ∀x ∈ R に対してある定数 r ∈ R が存在2して

g(E[X]) + r{x− E[X]} ≤ g(x)

となる. x に X を代入して上の不等式の両辺の期待値を取れば

g(E[X]) ≤ E[g(X)]

がわかる. 2

系 3.13. (Young の不等式) p, q > 1 とし

1

p
+

1

q
= 1

をみたすとする. このとき ∀a, b > 0 に対して

ab ≤ ap

p
+

bq

q

となる.

Proof. 関数 g を凸とし, Y ∼ Unif(0, 1)とする. 可積分関数 h : R −→ R
に対してX = h(Y ) とすれば

g

(∫ 1

0

h(y) dy

)
= g(E[X]) ≤ E[g(X)] =

∫ 1

0

g(h(y)) dy

を得る. ここで

g(x) = ex, h(y) =





p log a

(
0 ≤ y < 1

p

)

q log b

(
1
p
≤ y ≤ 1

)

2定理 D.9 を参照.
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とおけば g は凸なので

ab = exp

{
p log a

p
+

q log b

q

}
= exp

{∫ 1

0

h(y) dy

}
≤

∫ 1

0

exp
{
h(y)

}
dy

=
1

p
exp

{
p log a

}
+

1

q
exp

{
q log b} =

ap

p
+

bq

q

がわかる. 2

定理 3.14. (1)(Hölder の不等式) p, q は 1 ≤ p ≤ +∞, 1 ≤ q ≤ +∞ と
1

p
+

1

q
= 1 とし, 確率変数 X, Y は E

[|X|p] < ∞, E
[|Y |q] < ∞ をみたす

とする. このとき, E
[|XY |] < ∞ で

E
[|XY |] ≤ {

E
[|X|p]}1/p{

E
[|Y |q]}1/q

となる.

(2)(Minkowski の不等式) 1 ≤ p ≤ +∞ で
1

p
+

1

q
= 1 とし, 確率変

数 X, Y は E
[|X|p] < ∞, E

[|Y |p] < ∞ をみたすとする. このとき,

E
[|X + Y |p] < ∞ で

{
E
[|X + Y |p]}1/p ≤ {

E
[|X|p]}1/p

+
{
E
[|Y |p]}1/p

となる.

Proof. 加筆予定 (2024/08/26) 2

3.3 章末注釈と参考文献
この章で扱った凸関数は統計的推測理論では重要な役割を果たす. Ho-

effding の不等式では, 統計的機械学習理論で用いられる基本不等式であ
る. この章は [26, 4 章] を参考にした.

3.4 演習問題

演習問題 3.1. X ∼ Po(θ) (θ > 0) とする. このとき, 以下の問いに答
えよ.

(1) X の平均 E[X] と分散 Var[X] を求めよ.

(2) Chebyshev の不等式を用いて

Pr
(
X ≥ 2θ

) ≤ 1

θ

を示せ.
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演習問題 3.2. n ∈ N とする. 1 < p < ∞, p−1 + q−1 = 1 のとき3 , 任意
の実数 xj, yj (j = 1, 2, . . . , n) に対して

n∑
j=1

|xjyj| ≤
( n∑

j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|yj|q
)1/q

が成り立つことを Youngの不等式を利用して示せ. この不等式を Hölder

の不等式という.

演習問題 3.3. s > t > 0 とする. 確率変数 X が E
[|X|s] < ∞ ならば,

E
[|X|t] < ∞ となることを Young の不等式を用いて示せ.

3問題を易しくするために, p = 1 の場合を除いていることに注意せよ.
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第4章 確率変数列と分布列の
収束

確率論の最も重要な側面のひとつは確率変数列の挙動に関することで
ある. 確率論のこの部分のことを「大標本論」,「極限論」,「漸近論」と
数理統計学では呼んでいる. 大標本論の基本的な問いは次である. 確率
変数列 X1, X2, . . . の極限の振る舞いについて言えることは何だろうか?

統計学はデータの収集にかかわる学問である. したがってデータを集め
れば集めるほど何が起こるかを調べることは重要である.

すこし実解析の話題を復習する. 実数列 {xn} が点 x に収束するとは,

任意の ε > 0 に対してある正の整数 N ∈ N が存在して

∀n > N ⇒ |xn − x| < ε

が成り立つことである. このことを limn→∞ xn = x と書いた. たとえば
xn = x (∀n ∈ N) ならば, 明らかに limn→∞ xn = x となる. これと同じこ
とを確率空間

(
Ω, A, Pr

)
上の確率変数列について考えてみる.

X1, X2, . . .
i.i.d.∼ N(0, 1)

とする. すなわちこの確率変数列の任意の有限個の確率変数列は独立同
一にN(0, 1)に従う. さらに別の確率変数 X も N(0, 1)に従うとする. こ
のときXn は X に「収束」するとしたい. しかし

Pr
(
Xn 6= X

)
= 1 (∀n ∈ N)

である.

別の例をあげる. X1, X2, . . . は独立で

Xn ∼ N

(
0,

1

n

)
(n = 1, 2, . . .)

とする. 直観的には, 十分大きな n に対してXn は 0 の近辺に集中する
と予想するだろう. しかし Xn は連続型確率変数なので, すべての n に
対して

Pr
(
Xn = 0

)
= 0
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である. これらの例から, 確率変数列の収束については, 実数列の収束と
は異なる道具立てが必要になることがわかる. この章では確率変数列の
収束の定義を述べ, これに関わる基本的な事項をまとめたうえで次の重
要な事項を説明する.

(1) 大数の法則. X1, X2, . . . を i.i.d.確率変数列とし

Xn =
1

n

n∑
j=1

Xj, µ = E[X1] (−∞ < µ < ∞)

とする. このときXn は高い確率で µ の近くにいることを保証す
る定理である.

(2) 中心極限定理. Var[X1] = σ2 (0 < σ < ∞) とする. n が十分大きい
とき

√
n
(
Xn − µ

)
の分布は正規分布で近似できることを保証する

定理である.

以上の事項について証明なしで主張まずを紹介する. 証明については
補遺 G にまとめることにする.

4.1 確率変数列の収束のタイプ
定義 4.1. 確率空間

(
Ω, A, Pr

)
上のX, X1, X2, . . . を確率変数列とする.

さらに, 各 Xn (n = 1, 2, . . .) の c.d.f. を Fn, X の c.d.f.を F とする.

(1) 確率変数列 {Xn} は確率変数 X に確率収束するとは, ∀ε > 0 に対
して

lim
n→∞

Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ ≥ ε
)

= 0

が成り立つときをいう. このことをXn
P→X と書く.

(2) 確率変数列 {Xn} は確率変数 X に概収束するとは

Pr

(
ω ∈ Ω; lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

)
= 0

が成り立つときをいう. このことをXn
a.s.→X と書く.

(3) 確率変数列 {Xn} は確率変数 X に分布収束するとは, F のすべて
の連続点 x において

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)

が成り立つときをいう. このことをXn Ã X と書く. また, Xn Ã X

かつ X ∼ N(0, 1) のときにはXn Ã N(0, 1) とも書くことがある.
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注意 4.2. (1) c を定数とする. Pr(X = c) = 1 かつ Xn
P→X ときXn

P→c

と記す.

(2) Pr(X = c) = 1 かつ Xn Ã X ときXn Ã c と記す. 2

定義 4.3. X1, X2, . . . を確率変数列とし X を別の確率変数とする. さら
に E

[
X2

n

]
< ∞, E[X2] < ∞ (n = 1, 2, . . .) とする. 確率変数列 {Xn} が

確率変数 X に平均 2 乗の意味で収束するとは

lim
n→∞

E
[
(Xn −X)2

]
= 0

が成り立つときをいう. このことをXn
q.m.→ X と記す

注意 4.4. 確率収束と概収束の違いを説明する. X, X1, X2, . . . を同じ確
率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された確率変数列とし

Mn(ω) := sup
k≥n

|Xk(ω)−X(ω)| (ω ∈ Ω)

とおく. すると

Xn
a.s.→ X ⇔ Mn

P→ 0

となることにが以下の議論からわかる.

まず, ∀` ∈ N に対して, ある十分大きな n0 ∈ N があって

∀n ≥ n0 ⇒ Mn(ω) <
1

`

ならば

Mn(ω)
n→∞−→ 0

となることを示す. そのために, ` ∈ N に対して

B` :=
∞⋃

n=n0

{
ω ∈ Ω; Mn(ω) <

1

`

}

と定めると
{

ω ∈ Ω; lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)

}
=

∞⋂

`=1

B`

と書けるので

Xn
a.s.→X ⇔ Pr

( ∞⋂

`=1

B`

)
= 1
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がわかる.

次に, `1 < `2 (`1, `2 ∈ N)に対し

B`1 =
∞⋃

n=1

{
ω ∈ Ω; Mn(ω) <

1

`1

}
⊃

∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω; Mn(ω) <

1

`2

}
= B`2

なので

B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ B` ⊃ · · ·
(
⇒ Pr(B1) ≥ Pr(B2) ≥ · · · ≥ Pr(B`) ≥ · · ·

)

となる. このことと補題 1.7(7) から

Pr

( ∞⋂

`=1

B`

)
= lim

`→∞
Pr(B`) ≤ Pr(B`) ≤ 1 (∀` ∈ N)

となる. よって

1 = Pr

( ∞⋂

`=1

B`

)
⇔ Pr(B`) = 1 (∀` ∈ N)

がわかる. さらに, n1 < n2 (n1, n2 ∈ N) に対して

Mn1(ω) := sup
k≥n1

|Xk(ω)−X(ω)| ≥ sup
k≥n2

|Xk(ω)−X(ω)|

から
{

ω ∈ Ω; Mn1(ω) <
1

`

}
⊂

{
ω ∈ Ω; Mn2(ω) <

1

`

}

がわかる. よって,

{
ω ∈ Ω; Mn(ω) <

1

`

}∞

n=1

は増大列となるで, 補

題 1.7(6) から

Pr(B`) = Pr

( ∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω; Mn(ω) <

1

`

})

= lim
n→∞

Pr

({
ω ∈ Ω; Mn(ω) <

1

`

})

となる. よって

1 = Pr

( ∞⋂

`=1

B`

)
⇔ Pr(B`) = 1 (∀` ∈ N)

⇔ lim
n→∞

Pr

({
ω ∈ Ω; Mn(ω) <

1

`

})
= 1 (∀` ∈ N)

⇔ lim
n→∞

Pr

({
ω ∈ Ω; Mn(ω) ≥ 1

`

})
= 0 (∀` ∈ N)
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がわかる. したがって

Xn
a.s.→X ⇔ Mn

P→ 0 (4.1)

となる. 以上の議論から, 概収束は n ステップ後の |Xk −X| (k ≥ n) が
最大 (極大)になるものが 0 に確率収束することと同値である. 2

例 4.5. X1, X2, . . . は同じ確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された独立な確
率変数列で

Xn ∼ Ber(pn) (n ∈ N)

とする. ただし, 0 < pn < 1 とする. すると

Xn
P→ 0 ⇔ pn

n→∞−→ 0

である. 実際, 十分小さな任意の ε > 0 に対して, Pr(Xn ≤ −ε) = 0 と
Xn(ω) ≥ ε ⇔ Xn(ω) = 1 (ω ∈ Ω) であることに注意すると

Pr(|Xn| ≥ ε) = Pr
({Xn ≤ −ε} ∪ {Xn ≥ ε}) = Pr(Xn ≥ ε) = Pr(Xn = 1)

= pn

がわかる.

次に

Mn = sup
k≥n

|Xk − 0|

とし, πn = Pr(Mn = 1) とおく. すると Mn(ω) ∈ {0, 1} (ω ∈ Ω) なので

1− πn = Pr(Mn = 0) = Pr

( ∞⋂

k=n

{Xk = 0}
)

=
∞∏

k=n

Pr(Xk = 0) (∵ {Xn}∞n=1 は独立)

=
∞∏

k=n

(1− pk)

を得る. すると (4.1) とXn
a.s.→ 0 から πn

n→∞−→ 0 がわかる. ここで
∞∏

k=n

(1− pk) → 1 (n →∞) ⇔
∞∑

k=n

pk < ∞ (n →∞)

であること1に注意すると

Xn
a.s.→ 0 ⇔

∞∑

k=n

pk < ∞ (n →∞)

1たとえば, [28, pp.91− 92] を参照のこと.
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がわかる.

たとえば, pn =
1

n
(n ∈ N) とすると

Xn
P→ 0

だが

Pr

({
ω ∈ Ω; lim

n→∞
Xn(ω) = 0

})
< 1 ⇔ Xn

a.s.→ 0 は偽

がわかる. 2

注意 4.6. n = 1, 2, . . . に対してXn ∼ N(0, 1/n) とする. {Xn}∞n=1 は 0

に収束することが期待される.

まず分布収束について確認する. そのために次のような c.d.f. を考
える.

F(x) =

{
1 (x ≥ 0)

0 (x < 0)

と定義する. すなわちPr(X = 0) = 1 をみたす確率変数 X の c.d.f. であ
る. F(x) は x = 0 で不連続であることに注意する. したがって x = 0 以
外での各点収束を言えばよい.

そのために
√

nXn ∼ N(0, 1) (n = 1, 2, . . .) であることに注意する.

ただし, Z は標準正規分布 N(0, 1) に従う確率変数とする. x < 0 のとき

Fn(x) = Pr
(
Xn ≤ x

)
= Pr

(√
nXn ≤

√
nx

)
= Pr(Z ≤ √

nx)

=

∫ √
nx

−∞

1√
2π

e−z2/2 dz → 0 (n →∞)

となる. 最後の極限は
√

nx
n→∞−→ −∞ より F(x) = 0 (x < 0) がわかる.

つぎに x > 0 のとき

Fn(x) = Pr
(
Xn ≤ x

)
= Pr

(√
nXn ≤

√
nx

)
= Pr(Z ≤ √

nx)

=

∫ √
nx

−∞

1√
2π

e−z2/2 dz → 1 (n →∞)

となる. 最後の極限は
√

nx
n→∞−→ ∞よりわかる. よって, F(x) = 1 (x > 0)

である.

以上の議論から x 6= 0 のとき

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)

がわかる.
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しかし, x = 0 は F(x) の不連続点なので, Fn(0) = 1/2 6= 1 = F (0) で
あることは問題ない.

最後に, 確率収束を示そう. Chebyshev の不等式 (系 3.3)より, ∀ε > 0

に対して

Pr
(∣∣Xn

∣∣ ≥ ε
)

= Pr
(
X2

n ≥ ε2
) ≤ E

[
X2

n

]

ε2
=

1

nε2

n→∞−→ 0

となる. 最後の等号は, Xn ∼ N(0, 1/n) なので, E[X2
n] =

1

n
となること

を用いた. よって Xn
P→0 である. 2

次に収束のタイプ間の関係について述べる.

定理 4.7. 次に関係が成立する.

(1) Xn
q.m.→X ⇒ Xn

P→X である.

(2) Xn
P→X ⇒ Xn Ã X である.

(3) Xn Ã X かつある定数 c があって Pr(X = c) = 1 のときXn
P→c で

ある.

Proof. 節 4.?? で示す. 2

注意 4.8. 定理 4.7(1)(2) の逆は一般に成立しない.

(1) 定理 4.7(1) の逆の反例. U ∼ Unif(0, 1), Xn =
√

n1l(0, 1/n)(U) (n =

1, 2, . . .), X = 0 とおく. このとき ∀ε > 0 に対して

Pr
(∣∣Xn

∣∣ ≥ ε
)

= Pr
(√

n1l(0, 1/n)(U) ≥ ε
)

= Pr

(
0 < U <

1

n

)

= Pr

(
0 ≤ U ≤ 1

n

)
=

1

n

n→∞−→ 0

となる. よってXn
P→X である. しかし

E
[
X2

n

]
= n

∫ 1/n

0

du = 1

なので, Xn
q.m.→X は成立しない.

(2)定理 4.7(2) の逆の反例. X ∼ N(0, 1)とし, Xn = −X (n = 1, 2, . . .)

とする. したがって, Xn ∼ N(0, 1) である. 明らかに

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)
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である. よって Xn Ã X となる. しかし ∀ε > 0 に対して

Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ > ε
)

= Pr(|2X| > ε) = Pr

(
|X| > ε

2

)
6= 0

である. よってXn
P→X は成立しない. 2

定理 4.9 (Portmanteau の補題). 確率変数列 Xn (n = 1, 2, . . .), X に対
し, Xn と X の分布関数を Fn と F とそれぞれ書く. このとき, 以下の
(1) ∼ (7) は同値である.

(1) Xn Ã X である.

(2) R 上の任意の有界連続関数 g に対して

lim
n→∞

E[g(Xn)] = E[g(X)]

である.

(3) R 上の任意の有界 Lipshitz 連続関数 g に対して

lim
n→∞

E[g(Xn)] = E[g(X)]

である.

(4) R 上の任意の非負値連続関数 g に対して

lim inf
n→∞

E[g(Xn)] ≥ E[g(X)]

である.

(5) R の任意の開集合 O に対して

lim inf
n→∞

Pr(Xn ∈ O) ≥ Pr(X ∈ O)

である.

(6) R の任意の閉集合 C に対して

lim sup
n→∞

Pr(Xn ∈ C) ≤ Pr(X ∈ C)

である.

(7) R の任意のBorel 集合 B が Pr(X ∈ ∂B) = 0 ならば

lim
n→∞

Pr(Xn ∈ B) = Pr(X ∈ B)

である. ただし, ∂B は B の境界である.

Proof. 節 4.4.5.4 で示す. ただし, 証明には積分の収束定理の知識が必要
である. 2
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注意 4.10. 定理 4.9 を有限次元の確率ベクトルに拡張することができる.

記号が煩雑にはなるが, 証明は本質的に同じである. 2

定理 4.11. Xn, X, Yn, Y (n = 1, 2, . . .)は確率変数列とする. g : R→ R
を連続関数とし, c を定数とする.

(1) Xn
P→X かつ Yn

P→Y ⇒ Xn + Yn
P→X + Y である.

(2) Xn
q.m.→X かつ Yn

q.m.→ Y ⇒ Xn + Yn
q.m.→X + Y である.

(3) Xn Ã X かつ Yn
P→c ⇒ Xn + Yn Ã X + c である.

(4) Xn
P→X かつ Yn

P→Y ⇒ XnYn
P→XY である.

(5) Xn Ã X かつ Yn
P→c ⇒ XnYn Ã cX である.

(6) Xn
P→X ⇒ g(Xn)

P→g(X) である.

(7) Xn Ã X ⇒ g(Xn) Ã g(X) である.

Proof. 節 4.4.5.5 で示す. 2

定義 4.12. oP と OP の記号をここで導入すること (2024/05/29 記).

4.2 大数の法則
定理 4.13. (大数の弱法則) X1, X2, . . . は確率空間

(
Ω, A, Pr

)
上の i.i.d.

確率変数列とする. E
[∣∣X1

∣∣] < ∞ のとき

Xn :=
1

n

(
X1 + X2 + · · ·+ Xn

) P→µ, µ = E[X1]

が成立する.

Proof. より強い条件E
[
X2

1

]
< ∞のもとで定理の主張を証明する. 定理の

仮定のもとの証明は節 4.5.1 で与える. Var[X1] = σ2 とおく. Chebyshev

の不等式 (系 3.3)より

Pr
(∣∣Xn − µ

∣∣ ≥ ε
) ≤ Var

[
Xn

]

ε2
=

σ2

nε2

n→∞−→ 0

よりわかる. 2

大数の強法則を述べる前に, 定理の証明に必要な補題を述べる.
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補題 4.14. X1, X2, . . . は非負値確率変数列で, 条件

∞∑
n=1

E[Xn] < ∞ (4.2)

をみたすとする. このとき

Pr

(
ω ∈ Ω;

∞∑
n=1

Xn(ω) < ∞
)

= 1

が成り立つ.

Proof. 証明は節 4.5.2 で行う. 2

定理 4.15. (大数の強法則) X1, X2, . . . は確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上の i.i.d.

確率変数列とし, E
[∣∣X1

∣∣4] < ∞ とする. このとき

Xn :=
1

n

(
X1 + X2 + · · ·+ Xn

) a.s.→ µ, µ = E[X1] (4.3)

が成立する.

Proof. まず

E
[∣∣X1

∣∣4] =: K < ∞, Tn = X1 + X2 + · · ·+ Xn, Xn =
Tn

n

とおく.

最初に, µ = 0 として (4.3) を示す. 以下の事象の包含関係に注意する.

すなわち
{

ω ∈ Ω;
∞∑

n=1

(
Xn(ω)

)4
< ∞

}
⊂

{
ω ∈ Ω; lim

n→∞
Xn(ω) = 0

}

が成立する. このことより

Pr

( ∞∑
n=1

X
4

n < ∞
)

= 1 (4.4)

がわかると

1 = Pr

( ∞∑
n=1

X
4

n < ∞
)
≤ Pr

(
lim

n→∞
Xn = 0

)

となり, µ = 0 のときに (4.3) がわかる.
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以下では µ = 0 として (4.4) を示す. そのために多項定理を用いて, Tn

を展開する. すると
(
X1 + · · ·+ Xn

)4
=

∑

`1+···+`n=4
`j≥0 (j=1, ..., n)

4!

`1!× `2!× · · · × `n!
X`1

1 ×X`2
2 × · · · ×X`n

n

となる. ただし `1, `2, . . . , `nは 0以上の整数である. ここでX`1
1 , X`2

2 , . . . , X`n
n

は独立あることに注意すると

E
[
T 4

n

]
=

∑

`1+`2+···+`n=4
`j≥0 (j=1, 2, ..., n)

4!

`1!`2!× · · · × `n!
E
[
X`1

1 ]× E
[
X`2

2

]× · · · × E
[
X`n

n

]

がわかる. さらに, E
[
Xk

]
= µ = 0 (k = 1, 2, . . . , n) と

4!

2!2!
= 6 を用い

ると

E
[
T 4

n

]
=

n∑

k=1

E
[
X4

k ] + 6
∑

1≤k<`≤n

E
[
X2

k

]
E
[
X2

`

]

を得る. ここで E
[
X4

k

]
= K (k = 1, 2, . . . , n) とCauchy-Schwarz の不等

式から

E
[
X2

k

] ≤
√

E
[
X4

k

]
=
√

K

となることに注意すると

E
[
T 4

n

] ≤ nK + 6
∑

1≤k<`≤n

√
K
√

K = nK + 3n(n− 1)K ≤ 3Kn2

を得る. よって
∞∑

n=1

E
[
X

4

n

]
=

∞∑
n=1

1

n4
E
[
T 4

n

] ≤ 3K
∞∑

n=1

1

n2
< ∞

となる. したがって 補題 4.14 から (4.4) が成立することがわかる.

つぎに µ 6= 0 の場合を示す. Yk = Xk − µ (k = 1, 2, . . . , n) とおくと

E
[
Y 4

k

] ≤ E
[{|Xk|+ |µ|}4] ≤ 8E

[|Xk|4 + |µ|4] ≤ 8
(
K + µ4

)
< ∞

が成り立つ. したがってこの定理の証明の前半部分で得られた結果から

Pr

(
lim

n→∞
1

n

(
Y1 + Y2 + · · ·+ Yn

)
= 0

)
= 1

となる. 最後に, ∀ω ∈ Ω に対して

lim
n→∞

1

n

(
Y1(ω) + Y2(ω) + · · ·+ Yn(ω)

)
= 0

⇔ lim
n→∞

1

n

(
X1(ω) + X2(ω) + · · ·+ Xn(ω)) = µ

に注意すればよい. 2
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注意 4.16. 大数の法則は E
[|X1|

]
< ∞ で成立する. この条件下での大数

の強法則の証明は定理 G.4 で記した. 2

系 4.17 (Weierstrass の近似定理). 閉区間 [0, 1] 上の任意の連続関数 f

は多項式の極限として表すことができる. 特に, f(0) = f(1) = 0のとき2,

n ∈ N に対して

Bn(x) =
n∑

j=1

f

(
j

n

)(
n

j

)
xj(1− x)n−j

とおいたとき

f(x) = lim
n→∞

Bn(x) (4.5)

が成立する.

Proof. x = 0, 1 のとき (4.5) は明らかなので, 0 < x < 1 に対して, (4.5)

が成立すること示す. Xj (j = 1, 2, . . .) は i.i.d. 確率変数列で

Pr(Xj = 1) = x = 1− Pr(Xj = 0)

をみたすとする. いま

E

[
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

]
= x

に注意して, Chebyshev の不等式 (系 3.3) を用いると, 任意の ε > 0 に対
して

Pr

(∣∣∣∣
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
− x

∣∣∣∣ ≥ ε

)

≤
Var

(
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

)

ε2

=

1

n2

(
Var(X1) + Var(X2) + · · ·+ Var(Xn)

)

ε2

=
x(1− x)

nε2

となる. したがって

X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

P→ x

2f(0) = a, f(1) = b に対して, f̃(x) = f(x) +
{
f(b)− f(a)

}
x + f(a) とおくと f̃ は

[0, 1] 上の連続関数で f̃(0) = f̃(1) = 0 となるので, 左記の設定は一般性を失わない仮
定である.
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がわかる. さらに, 定理 4.7(2) より

X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
Ã x

を得る. f は有界連続関数なので, 定理 4.9(2) から

lim
n→∞

E

[
f

(
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

)]
= f(x)

となる. しかし, S := X1 + X2 + · · ·+ Xn ∼ Bino(n, x) なので

E

[
f

(
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

)]
= E

[
f

(
S

n

)]

=
n∑

j=0

f

(
j

n

)(
n

j

)
xj(1− x)n−j

= Bn(x)

がわかる. よって, 主張は証明された. 2

4.3 中心極限定理
定理 4.18. X1, X2, . . . を i.i.d.確率変数列とし, E[X1] = µ, Var[X1] =

σ2 (0 < σ < ∞) とする. このとき

Zn :=
Xn − µ√
Var

[
Xn

] =

√
n
(
Xn − µ

)

σ
Ã Z

が成り立つ. ただしXn =
1

n

(
X1 + X2 + · · ·+ Xn

)
, Z ∼ N(0, 1) である.

Proof. 中心極限定理の証明は第 G 章でする. 2

例 4.19. X1, X2, . . . を i.i.d. 確率変数列とし, E
[
X1

]
= µ, Var

[
X1

]
=

σ2 (0 < σ < ∞) とする. このとき中心極限定理 (定理 4.18)より

Zn =

√
n
(
Xn − µ

)

σ
Ã N(0, 1) (4.6)

が成立する. ここで

S2
n :=

1

n− 1

n∑
j=1

(
Xj −Xn

)2
, Sn =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(
Xj −Xn

)2

103



数理統計学序説 第 4. 確率変数列と分布列の収束

とおく. すると

S2
n =

n

n− 1

{
1

n

n∑
j=1

(
Xj − µ

)2 − (
Xn − µ

)2
}

と書き直せる. 設定から E[(X1 − µ)2] = σ2 < ∞ なので, 大数の法則 (定
理 4.13)より

1

n

n∑
j=1

(
Xj − µ

)2 P→E
[(

X1 − µ
)2]

= σ2, (4.7)

Xn
P→µ (4.8)

である. (4.8) に対して, 定理 4.11(6)(g(x) = (x− µ)2) を用いると

(
Xn − µ

)2 P→ 0 (4.9)

となる. さらに, (4.7), (4.9) と定理 4.11(3)(5) より

S2
n

P→ σ2

である. 再度, 定理 4.11(6) を用いると

Sn

σ

P→ 1 (4.10)

がわかる. 最後に (4.6), (4.10) と定理 4.11(5) より
√

n
(
Xn − µ

)

Sn

Ã N(0, 1)

を得る.

2

定理 4.20. (Berry-Essèen の不等式) X1, X2, . . . を i.i.d. 確率変数列と
する. E

[|X1|3
]

< ∞ のとき

sup
z

∣∣Pr
(
Zn ≤ z

)− Φ(z)
∣∣ ≤ 33

4

E
[|X1 − µ|3]√

nσ2

が成立する. ただし Zn =
√

n
(

Xn−µ
)

σ
, Φ(z) =

∫ z

−∞ e−t2/2 dt (z ∈ R) で
ある.

Proof. 信じることにする. 2

注意 4.21. 証明についてのコメントを書くこと. 2
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定理 4.22. X1, X2, . . . を i.i.d. 確率ベクトル列とする. ただし j =

1, 2, . . . に対して

Xj =




X1j

X2j

...

Xdj


 , µ =




µ1

µ2

...

µd


 =




E[X1j]

E[X2j]
...

E[Xdj]


 ,

Var[X1] = Σ =




Var[X11] Cov[X11, X21] · · · Cov[X11, Xd1]

Cov[X21, X11] Var[X21] · · · Cov[X21, Xd1]
...

...
••
s

...

Cov[Xd1, X11] Cov[Xd1, X21] · · · Var[Xd1]




は正定値となる. このとき任意の c ∈ Rd に対して
√

nc>
(
Xn − µ

)
Ã N

(
0, c>Σc

)

が成立する. このことを
√

n
(
Xn − µ

)
Ã Nd

(
0, Σ

)

と書くことにする.

Proof. 証明は後で行う. 2

4.4 デルタ法
{Yn} を確率変数列とする. Yn の極限分布が正規分布のとき滑らかな
実数値関数 g : R→ R に対して g(Yn) の極限分布を求めよう.

定理 4.23. (デルタ法) Y1, Y2, . . . を確率変数列とし
√

n
(
Yn − µ

)

σ
Ã N(0, 1),

とし, g は x = µ の近傍で連続微分可能な関数で
•
g (µ) 6= 0 とする. ただ

し, µ ∈ R, 0 < σ < ∞,
•
g (t) =

dg

dt
(t) である. このとき

√
n
(
g(Yn)− g(µ)

)
∣∣ •g (µ)

∣∣σ
Ã N(0, 1)

が成立する. すなわち

Yn ≈ N

(
µ,

σ2

n

)
⇒ g(Yn) ≈ N

(
g(µ),

(•
g (µ)

)2σ2

n

)

である. ただし「≈」は「分布が近似できる」の意味である.
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Proof. 節 4.4.5.5 で証明をする. 2

例 4.24. X1, X2, . . . を i.i.d. 確率変数列とし, E
[
X1

]
= µ, Var

[
X1

]
=

σ2 (0 < σ < ∞) とする. このとき中心極限定理 (定理 4.18)より

√
n
(
Xn − µ

)

σ
Ã N(0, 1)

となる. いま
Wn = eXn

とおく. したがって g(x) = ex (x ∈ R) とすれば
•
g (x) = ex となる. よっ

てデルタ法 (定理 4.23)より
√

n
(
Wn − eµ

)

eµσ
Ã N(0, 1)

となる. よって

Wn ≈ N

(
eµ,

e2µσ2

n

)

がわかる. 2

定理 4.25. (多次元デルタ法) Y n = (Y1n, Y2n, . . . , Ydn)> (n = 1, 2, . . .)

を確率ベクトル列とし

√
n
(
Y n − µ

)
Ã Nd

(
0d, Σ

)

とする. ただし µ ∈ Rd で Σ は d × d の正値対称行列とする. 関数
g : Rd → R は滑らかで

∇g(y) =




∂g
∂y1
∂g
∂y2

...
∂g
∂yd




, y =




y1

y2

...

yd


 , ∇— := ∇g(y)

∣∣∣∣
y=—

とする. このとき

√
n
(
g
(
Y n

)− g
(
µ

))
Ã N

(
0, ∇>

—Σ∇—
)

となる.

例 4.26. (
X11

X21

)
,

(
X12

X22

)
, . . . ,

(
X1n

X2n

)
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は i.i.d. 確率ベクトル列で

E

[
X11

X21

]
=

[
µ1

µ2

]
= µ, Var

[
X11

X21

]
=

[
σ11 σ12

σ12 σ22

]
= Σ

とする. ただし Σ は 2× 2 の正値対称行列である.

X1 =
1

n

n∑
j=1

X1j, X2 =
1

n

n∑
j=1

X2j

とし
Yn = X1X2, g(s1, s2) = s1s2 (s1, s2 ∈ R)

とおく. 中心極限定理 (定理 4.22)より

√
n

(
X1 − µ1

X2 − µ2

)
Ã N2

(
02, Σ

)

となる. いま

∇g(s) =




∂g

∂s1
∂g

∂s2


 =

(
s2

s1

)
, s =

(
s1

s2

)

であるので
∇>
—Σ∇— = µ2

2σ11 + 2µ1µ2σ12 + µ2
1σ22

である. したがって
√

n
(
X1X2 − µ1µ2

)
Ã N

(
0, µ2

2σ11 + 2µ1µ2σ12 + µ2
1σ22

)

がわかる. 2

4.5 定理 4.13,補題 4.14,定理 4.7, 4.9, 4.11, 4.23

の証明

4.5.1 定理 4.13 の証明

任意の δ > 0 と n に対して

Yj := Yj(n) =

{
Xj (|Xj| ≤ δn)

0 (|Xj| > δn)

Zj := Zj(n) =

{
0 (|Xj| ≤ δn)

Xj (|Xj| > δn)
; (j = 1, 2, . . . , n)
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と定める. 明らかに

Xj = Yj + Zj, (j = 1, 2, . . . , n)

である. 以下では, Xj (j = 1, 2, . . . , n) は連続型確率変数とし, 共通の
p.d.f. p を持つとして議論を進めていく. このとき

Var[Yj] = Var[Y1] = E[Y 2
1 ]− (

E[Y1]
)2 ≤ E[Y 2

1 ]

= E
[
X2

11l[−δn, δn](X1)
]

=

∫ ∞

−∞
x21l[−δn, δn](x)p(x) dx =

∫ δn

−δn

x2p(x) dx

≤ δn

∫ δn

−δn

|x|p(x) dx ≤ δn

∫ ∞

−∞
|x|p(x) dx

= δnE[X1]

となる. すなわち

Var[Yj] ≤ δnE[|X1|] (j = 1, 2, . . . , n) (4.11)

である. 次に

E[Yj] = E[Y1] = E[X11l[−δn, δn](X1)] =

∫ ∞

−∞
x1l[−δn, δn](x)p(x) dx

と書ける. ここで
∣∣∣∣x1l[−δn, δn](x)p(x)

∣∣∣∣ ≤ |x|p(x), x1l[−δn, δn](x)p(x)
n→∞−→ xp(x)

かつ
∫ ∞

−∞
|x|p(x) dx < ∞

であることに注意して, 優収束定理 (定理 C.51)を用いると

E[Y1] =

∫ ∞

−∞
x1l[−δn, δn](x)p(x) dx

n→∞−→
∫ ∞

−∞
xp(x) dx

となることがわかる. したがって

E[Y1]
n→∞−→ µ (4.12)
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である. 以上のことを踏まえると任意の ε > 0 に対して

Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − E[Y1]

∣∣∣∣ ≥ ε

)
= Pr

(∣∣∣∣
n∑

j=1

Yj − E

[ n∑
j=1

Yj

]∣∣∣∣ ≥ nε

)

≤ 1

n2ε2
Var

[ n∑
j=1

Yj

]
(∵系 3.3)

=
n

n2ε2
Var[Y1] ≤ nδnE[|X1|]

n2ε2
(∵ (4.11))

=
δ

ε2
E[|X1|]

となる. したがって

Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − E[Y1]

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ δ

ε2
E[|X1|] (4.13)

となる. よって, (4.12) と (4.13) から, 十分大きな n に対して

Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − µ

∣∣∣∣ ≥ 2ε

)
= Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − E[Y1] + E[Y1]− µ

∣∣∣∣ ≥ 2ε

)

≤ Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − E[Y1]

∣∣∣∣ +
∣∣E[Y1]− µ

∣∣ ≥ 2ε

)

≤ Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − E[Y1]

∣∣∣∣ ≥ ε

)
+ Pr

(∣∣E[Y1]− µ
∣∣ ≥ ε

)

≤ δ

ε2
E[|X1|]

となる. したがって

Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − µ

∣∣∣∣ ≥ 2ε

)
≤ δ

ε2
E[|X1|] (4.14)

となる. さらに, E[|X1] < ∞ なので, 任意の δ > 0 と十分大きな n に対
して

∫

|x|>δn

|x|p(x) dx < δ2

とできることに注意する. このことより, j = 1, 2, . . . , n に対して

Pr(Zj 6= 0) = Pr(|Zj| > δn) = Pr(|Xj| > δn) =

∫ −δn

−∞
p(x) dx +

∫ ∞

δn

p(x) dx

=

∫

|x|>δn

p(x) dx <

∫

|x|>δn

|x|
δn

p(x) dx =
1

δn

∫

|x|>δn

|x|p(x) dx

<
δ2

δn
=

δ

n
(4.15)
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となる. したがって, (4.15) から

Pr

( n∑
j=1

Zj 6= 0

)
= Pr

( n⋃
j=1

{
Zj 6= 0

})
= nPr

(
Z1 6= 0

) ≤ δ (4.16)

を得る. よって, (4.14) と (4.16) から, 十分大きな n に対して

Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Xj − µ

∣∣∣∣ ≥ 4ε

)
= Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj +
1

n

n∑
j=1

Zj − µ

∣∣∣∣ ≥ 4ε

)

≤ Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − µ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Zj

∣∣∣∣ ≥ 4ε

)

≤ Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − µ

∣∣∣∣ ≥ 2ε

)
+ Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Zj

∣∣∣∣ ≥ 2ε

)

≤ Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Yj − µ

∣∣∣∣ ≥ 2ε

)
+ Pr

( n∑
j=1

Zj 6= 0

)

≤ δ

ε2
E[|X1|] + δ

となる. ここで, δ を ε3 とおきなおせば, 十分大きな n に対して

Pr

(∣∣∣∣
1

n

n∑
j=1

Xj − µ

∣∣∣∣ ≥ 4ε

)
≤ εE[|X1|] + ε3

となる. 上式は任意の ε > 0 で成立したので, 定理の主張は証明された.

2

4.5.2 補題 4.14 の証明

背理法で証明する. そのために

Pr

( ∞∑

k=1

Xk < ∞
)

< 1

を仮定する. さらに事象 F と N を

F : =

{
ω ∈ Ω;

∞∑

k=1

Xk(ω) < ∞
}

, N :=

{
ω ∈ Ω;

∞∑

k=1

Xk(ω) = ∞
}

で定める. このとき

Ω = F ∪N かつ F ∩N = ∅

110



数理統計学序説4.5. 定理 4.13,補題 4.14,定理 4.7, 4.9, 4.11, 4.23 の証明

が成り立つ. したがって

1 = Pr(Ω) = Pr
(
F ∪N

)
= Pr(F ) + Pr(N) (∵ Pr の加法性)

がわかる. この関係式と背理法の仮定 Pr(F ) < 1 からPr(N) > 0 となる.

一方, ω ∈ N のとき

∞∑

k=1

Xk(ω) = ∞

であり, ω ∈ N c のとき

0 ≤
∞∑

k=1

Xk(ω) < ∞

である. したがって, 任意の正の実数 r ≥ 0 に対して

r1lN(ω) ≤
∞∑

k=1

Xk(ω) (∀ω ∈ Ω) (4.17)

が成り立つ. (4.17) の両辺の期待値をとる. すると 定義 2.4(4), (4.23) と
(4.17) から

r × Pr(N) = E[r1lN ] ≤ E

[ ∞∑

k=1

Xk

]
=

∞∑

k=1

E
[
Xk

]
< ∞ (4.18)

を得る. (4.18)の最後の等号は単調収束定理からわかる. ここで Pr(N) >

0 であり, r ≥ 0 は任意の実数だったので, r →∞ とすれば, (4.18) の最
左辺は +∞ となるので, 矛盾が生じる. したがって, Pr(F ) = 1 が成り立
つ. 2

4.5.3 定理 4.7 の証明

(1) Xn
qm→X とする. ε > 0 を固定する. このとき Markov の不等式 (定

理 3.1)より

Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ ≥ ε
)

= Pr
(∣∣Xn −X

∣∣2 ≥ ε2
) ≤ E

[∣∣Xn −X
∣∣2]

ε2

n→∞−→ 0

がわかる.
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(2) Xn
P→X とする. ε > 0 を固定し, x と x± ε を X の c.d.f. F(x) の連

続点3とする. このとき

Fn(x) = Pr
(
Xn ≤ x

)

= Pr
(
Xn ≤ x, X < x + ε

)
+ Pr

(
Xn ≤ x, X ≥ x + ε

)

≤ Pr
(
X ≤ x + ε

)
+ Pr

(∣∣Xn −X
∣∣ ≥ ε

)
(4.19)

= F(x + ε) + Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ ≥ ε
)

(4.20)

となる. 同様に

F(x− ε) = Pr
(
X ≤ x− ε

)

= Pr
(
Xn ≤ x− ε, Xn < x

)
+ Pr

(
X ≤ x− ε, Xn ≥ x

)

≤ Pr
(
Xn ≤ x

)
+ Pr

(∣∣Xn −X
∣∣ ≥ ε

)
(4.21)

= Fn(x) + Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ ≥ ε
)

(4.22)

となる. (4.20) と (4.22) を合わせると

F(x− ε)− Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ ≥ ε
) ≤ Fn(x) ≤ F(x + ε) + Pr

(∣∣Xn −X
∣∣ ≥ ε

)

がわかる. 上の式の辺々で n →∞ とすれば

F(x− ε) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F(x + ε)

となる. ここで ε → 0 とし x を F(x) の連続点とすれば

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)

がわかる.

(3) Xn Ã X かつある定数 c があって Pr(X = c) = 1 とする. c ± ε を
F(x) の連続点になるようにして ε > 0 を固定する4. このとき

Pr
(∣∣Xn − c

∣∣ ≥ ε
)

= Pr
(
Xn ≤ c− ε

)
+ Pr

(
Xn ≥ c + ε

)

= Pr
(
Xn ≤ c− ε

)
+ Pr

(
Xn ≥ c + ε

)

= Fn(c− ε) + 1− Fn(c + ε)

→ F(c− ε) + 1− F(c + ε) (n →∞)

= 0 + 1− 1 = 0

となる. 2

3X の分布関数の不連続点は高々加算個なので, このように点を取れることに注意せ
よ.

4F(x) は有界非減少関数なので, F(x) の不連続点は高々可算個である. よってこのよ
うに ε を取ることとができる.
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問 4.1. (4.19) と (4.21) を確認せよ. すなわち

Pr
(
Xn ≤ x, X ≥ x + ε

) ≤ Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ ≥ ε
)
,

Pr
(
X ≤ x− ε, Xn ≥ x

) ≤ Pr
(∣∣Xn −X

∣∣ ≥ ε
)

を示せ.

4.5.4 定理 4.9 の証明

(1) ⇒ (2) の証明: g を任意の有界連続関数とする. 一般性を失わずに
|g(x)| ≤ 1/2 (x ∈ R) と仮定してよい. 任意の ε > 0 に対して, 十分大き
な有界閉区間 K をとると

Pr(X ∈ Kc) ≤ ε (4.23)

とできる. そこで, この K を m (m ∈ N) 個の互いに素な区間 K1 =

[a1, b1], Kj = (aj, bj] (j = 2, 2, . . . , m); aj, bj ∈ R) に直和分解する. す
なわち, K =

⋃m
j=1 Kj となっている. このとき, m を十分大きく取ると

max
j∈{1, 2, ..., m}

max
x, y∈Kj

|g(x)− g(y)| ≤ ε (4.24)

となるように {Kj}m
j=1 をとることができる. さらに, {aj, bj}m

j=1 は X の
分布関数 F の連続点5に取る. このとき, (1) より

Pr(Xn ∈ K)
n→∞−→ Pr(X ∈ K) (4.25)

となる. つぎに, 各 Kj から 1 点 xj を任意に選び, 関数 gε を

gε(x) =
m∑

j=1

g(xj)1lKj
(x) (x ∈ R)

と定める. すると

max
x∈K

∣∣g(x)− gε(x)
∣∣ ≤ ε (4.26)

5F の不連続点は高々可算個なので, このように取れることがわかる.
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となる. したがって, (4.23) と (4.26) に注意すると
∣∣E[g(X)]− E[gε(X)]

∣∣
=

∣∣E[1lK(X)g(X)] + E[1lKc(X)g(X)]− E[1lK(X)gε(X)]

− E[1lKc(X)gε(X)]
∣∣

≤
∣∣E[1lK(X)g(X)]− E[1lK(X)gε(X)]

∣∣ +
∣∣E[1lKc(X)g(X)]

− E[1lKc(X)gε(X)]
∣∣

≤ E
[
1lK(X)

∣∣g(X)− gε(X)
∣∣] + E

[
1lKc(X)

∣∣g(X)− gε(X)
∣∣]

≤ max
x∈K

|g(x)− gε(x)|
︸ ︷︷ ︸

≤ε *(4.26)

E
[
1lK(X)

]
+ E

[
1lKc(X)

∣∣g(X)− gε(X)
∣∣]

≤ εPr(X ∈ K) + Pr(X ∈ Kc)

≤ 2ε (4.27)

となる. (4.25) から, n を十分大きく取ると
∣∣ Pr(Xn ∈ Kc)︸ ︷︷ ︸

=1−Pr(Xn∈K)

−Pr(X ∈ Kc)︸ ︷︷ ︸
=1−Pr(X∈K)

∣∣ =
∣∣Pr(X ∈ K)− Pr(X ∈ K)

∣∣ ≤ ε

とできるので

Pr(Xn ∈ Kc) ≤ Pr(X ∈ Kc) +
∣∣Pr(Xn ∈ Kc)− Pr(X ∈ Kc)

∣∣ ≤ 2ε

がわかる. 同様に
∣∣E[g(Xn)]− E[gε(Xn)]

∣∣ ≤ εPr(Xn ∈ K) + Pr(Xn ∈ Kc) ≤ 3ε (4.28)

を得る. gε の作りかたから n を十分大きくとると
∣∣E[gε(X)]− E[gε(Xn)]

∣∣

≤
n∑

j=1

∣∣Pr(X ∈ Kj)− Pr(Xn ∈ Kj)
∣∣ max

j={1, 2, ..., m}
|g(xj)|

≤ ε

2
< ε (4.29)

となる. よって, (4.27)− (4.29) を合わせると
∣∣E[g(Xn)]− E[g(X)]

∣∣ ≤
∣∣ E[g(Xn)]− E[gε(Xn)]

∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤3ε

+
∣∣E[gε(Xn)]− E[gε(X)]

∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤ε

+
∣∣E[gε(X)]− E[g(X)]

∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤2ε

≤ 6ε
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がわかるので, 主張は証明された.

(2) ⇒ (3) の証明: 明らか.

(2) ⇒ (4) の証明: 非負値連続関数 g と M > 0 に対して, gM(x) =

min{g(x), M} ≥ 0 (x ∈ R) と定める gM は有界連続となる. よって

lim inf
n→∞

E[g(Xn)] ≥ lim inf
n→∞

E[gM(Xn)] = E[gM(X)]
(

∵ (2)
)

となる. 両辺で M → ∞ とすることにより, 有界単調収束定理から (4)

を得る.

(4) ⇒ (2) の証明: g を有界連続関数とする. するとある M > 0 が存在
して, |g| ≤ M とできる. すると M ± g ≥ 0 は非負値連続関数となるの
で, (4) を用いると (2) を得る.

(3) ⇒ (5) の証明: 開集合 O と x ∈ R に対して gM(x) ↑ 1lO(x) (M →
∞)　 となるような Lipschitz 連続関数列 gM ≥ 0 を取ることができる
ので, (3) から

lim inf
n→∞

Pr(Xn ∈ O) ≥ lim inf
n→∞

E[gM(Xn)] = E[gM(X)]

となる. この両辺で M →∞ とすると, 単調収束定理により (5) を得る.

(5) ⇔ (6) の証明: お互いの補集合をとればよい.

(5) + (6) ⇒ (7) の証明: B◦ を B の内部, cl(B) を B の閉包とすると
∂B = cl(B) \B◦ である. このことに注意すると

Pr
(
X ∈ B◦) ≤ lim inf

n→∞
Pr

(
Xn ∈ B◦) ≤ lim sup

n→∞
Pr

(
Xn ∈ cl(B)

)

≤ Pr
(
Xn ∈ cl(B)

)

となる. Pr(X ∈ ∂B) = 0 より, 上式の右辺と左辺は等しいので, (7) が得
られる.

(7) ⇒ (1) の証明: B = (−∞, x] ととればよい. 2

4.5.5 定理 4.11 の証明

(6) の証明: 関数 g は x0 (∈ R) で連続なので, 任意の ε > 0 に対して,

∃δ > 0 があって

∀x ∈ R : |x− x0| < δ ⇒ |g(x)− g(x0)| < ε

である. よって

{ω ∈ Ω : |X(ω)−Xn(ω)| < δ} ⊂ {ω ∈ Ω : |g(
X(ω)

)− g
(
Xn(ω)

)| < ε}
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となる. 上式の補事象を取り, 補題 1.7(4) の後半の主張を適用すると

Pr
(|X −Xn| ≥ δ

) ≥ Pr
(|g(X)− g(Xn)| ≥ ε)

)

がわかる. よって, g(Xn)
P→ g(X) が示せた.

(7) の証明: g ◦ f が有界連続関数となるように有界連続関数 f を取る.

Xn Ã X と定理 4.9 から

lim
n→∞

E[f
(
g(Xn)

)
] = lim

n→∞
E[(f ◦ g)(Xn)] = E[(f ◦ g)(X)] = E[f

(
g(X)

)
]

から (7) は示される.

(1) の証明: Xn
P→ X かつ Yn

P→ Y から (Xn, Yn)
P→ (X, Y ) がわかるの

で, (6) の関数を g(x, y) = x + y ととればよい.

(2) の証明: 実数 x, y, a, b ∈ R に対して, 不等式 {(x + y)− (a + b)}2 ≤
2{(x− a)2 + (y − b)} を使えばよい.

(3) の証明: Yn
P→ c なので, 注意 4.2(2) から Yn Ã c となる. このことか

ら (Xn, Yn) Ã (X, Y ) となることが証明6できる. あとは (7) において,

g(x, y) = x + y とすればよい.

(4) の証明: (6) を用いればよい.

(5) の証明: (7) を用いればよい. 2

4.5.6 定理 4.23 の証明

g(x) は x = µ の近傍で連続微分可能である. このことからある δ1 > 0

が存在して |x− µ| < δ1 なる任意の x に対して

g(x)− g(µ) = (x− µ)

∫ 1

0

•
g

(
µ + t(x− µ)

)
dt (4.30)

が成立する. また
•
g (x) は x = µ で連続なので, 任意の ε > 0 に対して

ある δ2 > 0 があって

|x− µ| < δ2 ⇒
∣∣ •g (x)− •

g (µ)
∣∣ < ε

となる. よって |x− µ| < min(δ1, δ2) =: δ なる任意の x に対して
∣∣∣∣
∫ 1

0

•
g

(
µ + t(x− µ)

)
dt− •

g (µ)

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣ •g (
µ + t(x− µ)

)− •
g (µ)

∣∣ dt

< ε

∫ 1

0

dt = ε (4.31)

6これは特性関数の収束と分布収束が同値である事実からわかる. あとは特性関数に
対して三角不等式を用いればよい. 詳しくは [33, p.135]を参照のこと.
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となる. (4.31) より

Pr

(∣∣∣∣
∫ 1

0

•
g

(
µ + t(Yn − µ)

)
dt− •

g (µ)

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ Pr

(∣∣Yn − µ
∣∣ ≥ δ

)
(4.32)

が成立する.
√

n
(
Yn−µ

)/
σ Ã N(0, 1) なので Yn

P→µ である. (4.32) から

∫ 1

0

•
g

(
µ + t(Yn − µ)

)
dt

P→ •
g (µ) (4.33)

が成立する. |Yn−µ| < δ が起こったとき, (4.30)に x = Yn を代入すれば
√

n
(
g(Yn)− g(µ)

)

σ
=

√
n
(
Yn − µ

)

σ

∫ 1

0

•
g

(
µ + t(Yn − µ)

)
dt (4.34)

を得る. さらに,
√

n(Yn − µ)/σ Ã N(0, 1) と (4.33) に注意して定
理 4.11(5) を (4.34) に適用すれば
√

n
(
g(Yn)− g(µ)

)

σ

=

√
n
(
g(Yn)− g(µ)

)

σ
1l{|Yn − µ| < δ}+

√
n
(
g(Yn)− g(µ)

)

σ
1l{|Yn − µ| ≥ δ}

=

√
n(Yn − µ)

σ

∫ 1

0

•
g

(
µ + t(Yn − µ)

)
dt1l{|Yn − µ| < δ}

︸ ︷︷ ︸
•
g(µ)+oP (1)

+

√
n
(
g(Yn)− g(µ)

)

σ
1l{|Yn − µ| ≥ δ}

︸ ︷︷ ︸
=oP (1)

Ã
•
g (µ)N(0, 1)

を得る. よって定理は示された. 2

4.6 章末注釈と参考文献
第 4.1節 は [15, 33] を参考にした. 注意 4.4 は [15] からの借用であ
る. 第 4.2節 は [29] を借用した. 第 4.4節 は　 [15, 33]を借用した. 定
理 4.13 の証明は [21] からの借用である. 定理 4.23 の証明は [9] からの
借用である.
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4.7 演習問題

演習問題 4.1. n ∈ N とする. 離散型確率変数 Xn は
{

1

n
,

2

n
, . . . , 1

}
上

の一様分布に従うとする. すなわち

Pr

(
Xn =

k

n

)
=





1

n
(k = 1, 2, . . . , n)

0 (その他の場合)

である. 連続型確率変数 X は (0, 1) 上の一様分布に従うとする. すなわ
ち, X は p.d.f.

p(x) =

{
1 (0 < x < 1)

0 (その他の場合)

をもつ. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1)
k

n
≤ x <

(k + 1)

n
(k = 1, . . . , n) に対して

Pr(Xn ≤ x)

を求めることで, x ∈ R に対して Pr(Xn ≤ x) を求めよ.

(2) x ∈ R に対して

Pr(X ≤ x)

を求めよ.

(3)

lim
n→∞

∣∣Pr(Xn ≤ x)− Pr(X ≤ x)
∣∣

を評価することで Xn Ã X を示せ.

演習問題 4.2. {Xn}∞n=1 を確率変数列とし, E[X2
n] < ∞ (n ∈ N) とする.

(1) µ ∈ R を定数とする.

E[(Xn − µ)2] = Var[Xn] +
{
E[Xn]− µ

}2

が成り立つことを示せ.

(2) 次の条件は同値であることを示せ.

(a) limn→∞ E[(Xn − µ)2] = 0.

(b) limn→∞ E[Xn] = µ かつ limn→∞ Var[Xn] = 0
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演習問題 4.3. {Xn}∞n=1, {Yn}∞n=1, X, Y を確率空間 (Ω, A, Pr) で定義さ
れた確率変数列とする. 確率ベクトル (Xn, Yn) が確率ベクトル (X, Y )

に確率収束するとは, 任意の ε > 0 に対して

lim
n→∞

Pr
(√

(Xn −X)2 + (Yn − Y )2 ≥ ε
)

= 0

が成り立つこととする. これを (Xn, Yn)
P→ (X, Y ) と記すことにする.

このとき, 以下の問いを答えよ.

(1) Xn
P→ X かつ Yn

P→ Y ならば, (Xn, Yn)
P→ (X, Y ) が成り立つこと

を示せ.

(2) (Xn, Yn)
P→ (X, Y ) ならば, Xn

P→ X かつ Yn
P→ Y が成り立つこと

を示せ.
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第5章 統計的推測論の枠組み

この章では統計的推測の枠組みについて述べる. 第 5.1 節では, 統計的
推測理論で重要な役割を果たす統計的モデルを説明する. 5.2 節では, 統
計的推測理論を統一的な枠組みで議論する統計的決定理論の簡単な説明
をする.

5.1 統計的実験と母数モデル
X は距離空間とし, B(X) は X 上の Borel 集合族とする. だたし B(X)

は X 上の Borel 集合族1である. すなわち,
(
X, B(X)

)
は可測空間である.

いま, X1, X2, . . . , Xn は確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上の X 値確率要素2と

する. さらに, X = (X1, X2, . . . , Xn)> と書くことする. 典型的な例は
X = Rd (d ∈ N) 等である.

この講義では X1, X2, . . . , Xn は独立同一の分布に従うものとする. こ
のような場合, X1, X2, . . . , Xn をランダム標本と呼ぶことにする. また,

Xn = X× X× · · · × X︸ ︷︷ ︸
n 個

を標本空間と呼ぶことにする.

可測空間
(
X, B(X)

)
上の確率測度 P を

P(B) := Pr(X1 ∈ B) (B ∈ B(X))

で定義する. 確率測度 P を X1 の確率分布 (簡単に分布ともいうことが
ある)といい, X1 ∼ P と表記することにする. さらに, X の分布を P⊗n

または PX と書くことにする. したがって, Bj ∈ B(X) ( j = 1, 2, . . . , n)

に対して

P⊗n(B1 ×B2 × · · · × Bn) = Pr
(
X ∈ B1 ×B2 × · · · ×Bn

)

となる3.

1開集合族を含む最小の σ 加法族
2確率変数, 確率ベクトル, 確率行列の総称を確率要素という.
3この記法 P⊗n にも測度論的な背景がある. すなわち, P⊗n は P の n 個の測度の直

接測度になっている.
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注意 5.1. B ∈ B(X) に対して, Pr(X1 ∈ B) と書いたとき

Pr(X1 ∈ B) = Pr
({

ω ∈ Ω; X1(ω) ∈ B
})

の意味である. 2

確率論的アプローチでは観測データを生成するメカニズムを表現する
確率測度 P は既知であり, 確率要素 X の分布論的な特徴を調べる. 一方
統計的推測のアプローチでは観測データを生成するメカニズムを表現す
る確率測度 P は観測者には未知であり, 観測データ X に基づいて未知
の確率測度 P を回復することを目指す. 統計的推測は確率論的アプロー
チの逆問題と言える.

統計的推測の考え方は統計的実験という概念を基礎に組み立てられる.

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P∗ とする. ここで, P∗ はデータを生成する真の確

率分布とした. すなわち, X ∼ (
P∗

)⊗n である. 統計的推測では観測デー
タを生成するメカニズムを表現する未知の確率測度 P∗ を観測データか
ら回復することを目的とする.

(
X, B(X)

)
上の確率分布全体から真の分

布を探すのは一般に多くの困難を伴うので, 候補となる確率測度の適当
な集まりを設定する. この確率分布族の特定の集まりを P と書いたとき,

この P を統計的モデルという. そして真の確率測度 P∗ は設定した統計
的モデル P に含まれるとこの講義では仮定4する.

さらに統計的モデルの各要素はある集合 Θ の要素 θ で添え字付けれ
ると仮定する. すなわち, 添え字集合全体と統計的モデルとの対応である
写像

Θ 3 θ 7→ Pθ ∈ P
を想定5する. これを統計的モデルの母数化といい, Θ を母数空間, その要
素 θ を母数という. そして真の確率測度 P∗ に対応するある母数 θ∗ ∈ Θ

が存在6すると仮定する. この θ∗ を真の母数ということにする. すなわち,

P∗ = Pθ∗

である. もちろん θ∗ ∈ Θ ではあるが, 真の母数 θ∗ は観測者には未知で
ある. したがって, 統計的推測では未知の真の母数 θ∗ を観測データ X

から回復することが目的7となる.
4もちろん, 真の確率分布 P∗ が想定した統計的モデルに含まれないことを想定した

議論もある. しかし, 統計的モデルに真の分布が含まれない場合には, より高度な議論
が必要となるので, この講義録ではより基本的な設定を考えている.

5この写像がどのような性質を持つかを数学的に定義することはできる. しかし, 確
率分布の集まりの空間に位相をいれることになり, 数学的に議論が高度になるので, 漠
然とした写像と理解しておくおくことにしよう.

6あとで, 一意性も仮定することになる.
7統計的機械学習では, 真の母数 θ∗ の回復を目標とするより, 真の確率測度と同等の

メカニズムから生成される未来の観測 X̃n+1 を観測データ X に基づいて予測すること
を目標にしている. 統計的機械学習では, 統計的モデルの役割が相対的に低くなる.
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次に統計的モデルのなかでも最も基本的な母数モデルを定義する.

定義 5.2. 統計的モデル P = {Pθ; θ ∈ Θ} が正則母数モデル であるとは,

次の条件をみたすときをいう.

(1) 母数空間 Θ は 有限次元 Euclid 空間 Rd の「よい」部分集合であ
る. ただし d ∈ N である.

(2) 写像
Θ 3 θ 7→ Pθ ∈ P

は「滑らか」である8.

条件 (2) を母数化の正則性という. 正則母数モデルを簡単に母数モデル
ということもある.

さらにこの講義では次の条件も仮定する.

(3) ∀θ1, θ2 ∈ Θ に対して

θ1 6= θ2 ⇒ Pθ1 6= Pθ2

をみたす.

すなわち母数化を与える写像は単射である. このような母数化を識別可
能であるという.

注意 5.3. 定義 5.2 は数学的にはすぼらな表現である. 数学的により厳密
な母数モデルの定義については Bickel et al. (1993, pp.11-13) を参照の
こと.

注意 5.4. 母数空間 Θ が有限次元ではないような統計的モデルを考える
ことも重要である. Θ が無限次元の統計的モデルのことを「ノンパラメ
トリック・モデル」と統計学では慣例的に呼んでいることが多い. 母数
空間が無限次元とはいえ, 統計的モデルは母数化されているので,「非母
数モデル」と呼ぶのは奇異である. しかし歴史的にこの用語が使用され
てきたので, この講義録では統計学の歴史的慣例に従うことにする. この
言葉使いを嫌う数理統計学者は「ノンパラメトリック・モデル」のこと
を「無限次元統計的モデル」と呼んでいる. さすがに「無限次元母数モ
デル」とは言わないようである. さらに母数空間が有限次元の母数空間
と無限次元の母数空間の直積で表現され, 有限次元の母数を回復の対象と
するような統計的モデルを「セミパラメトリック・モデル9」という. こ

8P は測度の集合なので位相をどのようにいれるかはすこし難しい議論になる.
P が Radon 測度の集まりならば, weak-star 位相を入れることができる. この議論は
Tojo and Yoshino (2021) を参照のこと.

9英語読みをすれば, 「セマイパラメトリックモデル」という. 「semi-parametric
model」の最初の「i」は長母音であることに注意が必要である.
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れも言葉の意味のしては奇異であるが, 統計学の習慣に従うことにする.

生存データ解析で広く使用される Cox の比例ハザード・モデルはセミパ
ラメトリック・モデルの最高傑作であろう. 20 世紀の数理統計学の到達
点のひとつであるセミパラメトリック・モデルに対する統計的推測理論
については Bickel et al. (1993), van der Vaart and Wellner (1996), van

der Vaart (1998) , Kosorok (2007),久保木・鈴木 (2015) を参照のこと. 2

定義 5.5. (1) 可測空間 (X, B(X)) と母数モデル

P = {Pθ; θ ∈ Θ, Pθは (X, B(X)) 上の確率測度 }

の組を統計的実験といい

(
Xn, B(Xn), {Pθ; θ ∈ Θ})

と書く.

(2) 観測データを生成するメカニズムを表現する真の確率測度 P∗ に対応
する母数を θ∗ ∈ Θ を書くことにする. θ∗ を真の母数である. すなわち

P∗ = Pθ∗

である.

この講義ではX = (X1, X2, . . . , Xn) と書いたとき, X1, X2, . . . , Xn

は独立に同一分布 P∗ に従うことを仮定する. 上記の仮定をおいた観測
データ X のことを標本の大きさが n のランダム標本という.

以上の議論から, この講義で扱う統計的実験をまとめると下記のよう
にある.
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この講義で仮定する統計的実験¶ ³

(1) 観測データを X = (X1, X2, . . . , Xn)> と書き, 可測空間(
Xn, B(Xn)

)
に値をとる.

(2) 観測データは真の分布 P∗ からの標本である. すなわち

X ∼ (
P∗

)⊗n

である. ただし P∗ は (X, B(X)) 上の確率測度である.

(3) 統計的モデル P =
{
Pθ; θ ∈ Θ

}
を設定する. ただし Pθ も P∗

と同じ可測空間
(
X, B(X)

)
上の確率測度である.

(4) 母数空間 Θ は Euclid 空間 Rd の「よい」部分集合である. た
だし d ∈ N である.

(5) Θ 3 θ から Pθ ∈ P への写像は「滑らか」かつ単射 (母数化の
識別可能性を仮定).

(6) ある θ∗ ∈ Θ が唯一あって P∗ = Pθ∗ と書ける.
µ ´

これらをまとめて統計的実験といい
(
Xn, B(Xn), {Pθ; θ ∈ Θ})

と書き, P を正則母数モデルという. 以後は単に母数モデルというこ
とにする. そして統計的推測の目標は真の分布 P∗ からのランダム標本
(X1, X2, . . . , Xn) に基づき θ∗ を回復することである.

例 5.6. (1) X1, X2, . . . , Xn は正規分布N(µ, σ2) から標本の大きさが n

のランダム標本とする. ただし µ, σ (0 < σ < ∞) が共に未知とする. こ
のとき統計的実験

(
Rn, B(Rn),

{
p(x| θ) =

1√
2πσ2

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
(−∞ < x < ∞);

θ := (µ, σ) ∈ Θ := R× (0, ∞)

})

を想定していることになる. 統計的モデルは分布が特定できる表現でよ
いので, この場合には p.d.f. で表現している.

(2) X1, X2, . . . , Xn は Bernoulli分布Ber(θ) (0 < θ < 1)から標本の大き
さが n のランダム標本とする. ただし θ が未知のときには, 統計的実験
(
{0, 1}n, 2{0, 1}n

,

{
p(x| θ) = θx(1− θ)1−x (x = 0, 1); θ ∈ Θ = (0, 1)

})
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を想定していることになる. 2

注意 5.7. X1, X2, . . . , Xn は分布 P から標本の大きさが n のランダム
標本といったときには,

(
Rn, B(Rn), {Pθ; θ ∈ Θ}

)

のような統計的実験を仮定し, ある θ∗ ∈ Θ があって, Pθ∗ = P∗ であるこ
とを想定している. ことさらに統計的実験という用語を今後は用いない
ことにする. 2

5.2 統計的決定問題
統計的推測論には多くのアプローチがある. その中で代表的なアプロー
チが二つある. 一つは頻度論的なもので, もう一方はベイズ論的のもので
ある. 以下では頻度論的推測論の枠組みを説明することにする. Bayes 論
的推測論は第 9 章で説明する. 以下では, 頻度論的推測論の枠組みを統
計的決定理論10の言葉を使って説明する.

標本空間を Xn とし, 観測データを X とする.

(1) まず観測データに基づき行う行動のすべてを集めた集合を行動空間
といいA で記す. この講義では A = R や A = {0, 1} などである.

観測者が観測データに基づき行動 A の要素を選択するルールを決
定関数といい

d : X 3 x 7→ d(x)

で記す. 行動関数の集まりを行動空間といい, D と記す. したがっ
て観測者は合理的な行動 d が存在すればありがたいわけである.

(2) 次に行動を評価するための道具として直積空間 A×Θ 上の非負値
実数値関数

L : A×Θ 7→ [0, ∞) ∪ {∞}
を用意する11. この関数を損失関数といい, L(a, θ) の値が小さいほ
ど望ましい行動であるとする. 決定関数の「よさ」を評価するには
観測データの実現値 X = x と真の母数 θ∗ における損失関数の値
L
(
d(x), θ∗

)
がわかればよい. したがって決定関数 d の「よさ」の

10統計的決定理論はゲーム論の概念を借用して, 統計的推測論の枠組みと最適理論を
定式化 (言語化)したものである.

11ただし, 区間推定のばあいには, L : A×Θ 7→ [−1, ∞) ∪ {∞} とすることもある.
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評価に L
(
d(X), θ∗

)
を使えばよいのだが, これは用いることができ

ない. これはランダムな量であり, 未知の母数 θ∗ がわからないと知
ることができない量であるからである. そこで母数 θ に対して観測
データが P⊗n

θ によって生成されたと仮定し, 損失関数 L
(
d(X), θ

)

を P⊗n
θ に関して期待値を取ったもの

R(d, θ) := Eθ

[
L
(
d(X), θ)

)]

を考える. ただし, Eθ[ · ] はX ∼ P⊗n
θ (θ ∈ Θ) のもとでの期待値で

ある. これを決定関数 d の母数 θ に対する危険関数という.

(3) 決定関数 d の「よさ」の評価は真の母数 θ∗ のもとで行たいところ
である. しかしこれは未知である. 危険関数の θ ∈ Θ に関するなん
らかの一様な評価が必要になってくる. このことから危険関数の母
数空間に関する一様な評価が統計的推測論の深みと困難の淵源であ
る. またこれが統計的推測論のわかりにくさの原因でもあろう. 前
節で説明した統計的実験に行動空間, 決定空間, そして損失関数を
加えた組 (

Xn, {Pθ; θ ∈ Θ}, A, D, L
)

を統計的決定問題12という.

(4) 決定空間 D は Xn から A への可測関数全体とすることもできる.

しかし目標は危険関数の Θ に関する一様な評価であるので, D に
は可測性以外の合理的な制限13を設けるのが一般的である.

点推定問題
真の母数 θ∗ を観測データ X に基づいて 1 点で回復するのが点推定であ
る. したがって A = Θ となる. 点推定の場合には決定関数 d(X) を推定
量といい, 観測データの実現値X = x における推定量の値 d(x) を推定
値という. Θ = R ならば損失関数として

L
(
a, θ) =

(
a− θ

)2
, L

(
a, θ) =

∣∣a− θ|

を取るのが代表なアプローチである. 上記の損失関数それぞれに対応す
る危険関数

R(d, θ) = Eθ

[
L
(
d(X), θ

)]
12本来であれば, どこで可測であるかを考える必要があるので,

((
Xn,B(Xn)

)
, {Pθ; θ ∈ Θ}, (

A, B(A)
)
,
(
D, B(D)

)
, L

)

と書くべきである.
13合理的な制限の概念として不変性や不偏性などがある. また尤度に基づく方法に限
定するといった考え方もある.
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を平均 2 乗誤差 と 平均絶対誤差という. したがって平均 2 乗誤差を Θ

に関してなんらかの意味で一様に評価することで考えている推定量の族
D の中から「最適」な推定量ないしは合理的な観点から正当化される推
定量をみつけたいわけである.

検定問題
母数空間を２つの排反な部分集合に分ける. すなわち

Θ = Θ0 ∪Θ1, Θ0 ∩Θ1 = ∅.

行動は真の母数 θ∗ が Θ0 に属するか, Θ1 の属するかを判断する. した
がって行動空間は A = {0, 1} と書ける. 決定関数は標本空間 Xn の部分
集合 W に対して

d(x) =

{
1 (x ∈ W )

0 (x 6∈ W )

で定めること14ができる. 検定問題では d のことを検定関数という. 損
失関数としては

L
(
0, θ) =

{
0 (θ ∈ Θ0)

1 (θ ∈ Θ1)
; L

(
1, θ) =

{
1 (θ ∈ Θ0)

0 (θ ∈ Θ1)

と取る.

θ ∈ Θ0 θ ∈ Θ1

d = 0 0 1

d = 1 1 0

通常 H0 : θ ∈ Θ0 のことを帰無仮説とよぶ. さらに, d(x) に形式的に
X を代入した d(X) を検定統計量という. H1 : θ ∈ Θ1 のことを対立仮
説という. 危険関数 R

(
d, θ

)
= Eθ

[
L
(
d(X), θ

)]
は以下のようになる. こ

θ ∈ Θ0 θ ∈ Θ1

d = 0 0 第 2 種の誤り
d = 1 第 1 種の誤り 0

こで第 1 種の誤りの確率と第 2 種の誤りの確率はトレード・オフの関係
になっていることが鍵である. すなわち, 同時には二つの確率を小さくで
きない. 実は

(第 1 種の誤りの確率) + (第 2 種の誤りの確率) ≥下限
14正確には確率化決定関数を考える必要があるが, 議論を簡単にするためにこれは考
えないことにする.
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ということになっているのである15. そこで θ ∈ Θ0 のとき

β(θ) := R
(
d, θ

)

とし, θ ∈ Θ1 のとき
β(θ) := 1− R

(
d, θ

)

と定義したものを検出力関数という. 仮説検定では与えられた数 α (0 <

α < 1) に対して
sup
θ∈Θ0

R
(
d, θ

) ≤ α

をみたす検定関数の中から θ ∈ Θ1 において β(θ) を大きくするもの, す
なわち R

(
d, θ

)
を小さくするものと選ぶことを目指す. ちなみに α のこ

とを有意水準という. sup
θ∈Θ0

R
(
d, θ

)
を検定関数 d のサイズという. した

がってサイズが有意水準より小さい検定関数の中から θ ∈ Θ1 において検
出力関数の値が一様に大きなもの16を探したいわけである.

区間推定
議論を簡単にするために Θ = R とする. 区間推定において行動は R の
区間となる. したがって行動空間は観測データから区間への対応となる.

観測データの実現値 X = x に基づく母数 θ の推定区間 [`(x), u(x)] に
対して損失関数として

L
(
[`, u], θ

)
= (u− `)− 1l

{
θ ∈ [`, u]

}

などが考えられる. この場合には, L は負の値を取ることもある. 決定
関数

d(X) = [`(X), u(X)]

に対して危険関数は

R
(
d, θ

)
= Eθ

[
u(X)− `(X)

]− Prθ
(
θ ∈ [`(X), u(X)]

)

となる.

実数 α (0 < α < 1) が与えられたとき

Prθ
(
θ ∈ [`(X), u(X)]

) ≥ 1− α

のもとで区間の長さの期待値 Eθ

[
u(X)− `(X)

]
を短くする区間が望まし

い区間といえよう. 1− α を信頼係数とよぶ.

15このことは第 7 章で説明する Neyman-Pearson の補題からわかる.
16これは究極の目標であり, 一様に検出力関数の値を最大にする検定統計量は存在し
ないかもしれない.
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以上のように統計的決定問題の枠組みで統計的推測の問題である点推
定, 区間推定, および検定を統一的に扱うことができる.

次に決定空間の元の間に順序 ≺ を導入しよう. 決定関数 ∀d1, d2 ∈ D
に対して

d1 ≺ d2

⇔ R(d1, θ) ≤ R(d2, θ) (∀θ ∈ Θ)かつR(d1, θ0) < R(d2, θ0) (∃θ0 ∈ Θ)

定める. すると決定空間 D を標本空間 X から行動空間A への可測関数
すべてから成る集合とすれば順序 ≺ は半順序になる. すなわち順序 ≺
の意味で一番よいものは存在しない.

たとえばX ∼ N(µ, 1)によって µを推定する問題を損失関数L
(
µ̂, µ

)
=(

µ̂− µ
)2 のもとで考える. ただし µ̂ は µ の推定量である. このとき

µ̂0 = 0

なる推定量は許容的になる. なぜならば µ = 0 において µ̂0 の危険関数
の値は 0 となるので, µ̂0 よりよい推定量は存在しないわけである.

最小の決定関数が存在しない場合には決定関数を比較するための別の
観点の導入が必要となる. 主なもので次の二つがある.

(1) 決定関数の最適性について別の概念を導入する. 代表的なものとし
てミニマックス基準と Bayes 基準がある.

(2) 考察する決定関数を制限し, その中で危険関数を母数 Θ に関して
一様に小さくする決定関数をみつける. たとえば不偏性, 不変性
などを導入して, 考察する決定関数を制限する方法がある. また
Neyman-Pearson の補題による議論がある.

さらに決定空間のなかからよい決定関数をみつけるのではなく, 一定の
原理のよって導かれる決定関数を考えて, それについてなんらかの合理性
を証明する方針がある. 統計的決定問題の枠組みからははずれるが, ある
原理に基づきなんらかのかたちで合理的な正当化ができる決定関数を導
出することが考えられてきた. 導出の原理として推定ではモーメント法,

最尤法 (第 7 章)などが知られている. 検定法では尤度比検定, スコア検
定, Wald 検定, Rao 検定 (第 8 章)がある. 区間推定では検定統計量の反
転, ピボット法 (第 8 章)などがある.

5.3 章末注釈と参考文献
この章の話題を数学的に厳密に議論をするためには, 数学の進んだ道
具立てが必要となるので, 直観的な説明に留めた.
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5.4 演習問題

演習問題 5.1.

演習問題 5.2.
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第6章 母数モデル

第 6.1 では, 統計的モデルのなかでも最も基本的な正則母数モデルと
そのもとので Fisher 情報量を導入する. 第 6.2 では, 母数モデルのなか
でも非常によい性質と数学的な美しさをもつ指数型分布族とその基本的
な性質を説明する. 第 6.3 では, 十分統計量を定義し, 十分性の利便性の
高い判定条件を述べる. 第 6.4 では, 最小十分統計量と完備十分統計量
を定義し, それらに関わる重要な定理を述べる. いくつかの主張の証明で
Lebeague 積分の積分の収束定理を用いた. この点について慣れていない
読者は証明を読み飛ばしても全体の流れを理解するのには困難が伴わな
いようにした.

6.1 正則母数モデルと Fisher 情報量
定義 6.1. d, n ∈ N とし, Xn

(⊂ Rn
)
を標本空間とする. X 上の母数モ

デルP = {P„; θ ∈ Θ ⊂ Rd} が与えられているとする. 分布 P„ の p.d.f.(

または p.m.f.) p(x|θ) と表記する. このとき母数モデルは正則であると
は次の条件をみたすときをいう.

(1) Θ ⊂ Rd は開集合.

(2) P に属する分布の p.d.f.(または p.m.f.) は同じ台をもつ. すなわ
ち, 集合 {x ∈ R; p(x|θ) > 0} は θ ∈ Θ に依存しない.

(3) ∀θ ∈ Θ とする. p(x|θ) の θ の 1 次と 2 次の偏導関数は x(∈ X)

に関して連続である.

(4) p(x|θ) の θ に関する 1 次と 2 次の偏導関数は x(∈ X) の関数とし
て可積分である.

(5) p(x|θ) の 1 次と 2 次の偏導関数は θ の微分記号と x の積分記号
と交換が可能である.

X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn を観測したときΘ 上の実数値関数 `n

を

`n(θ|x) = log
n∏

j=1

p(xj|θ) (x = (x1, x2, . . . , xn))
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で定義1する.

X ∼ P⊗n
„ のときこの分布に関する期待値, 分散および共分散を

E„[ · ], Var„[ · ], Cov„[ ·, · ]

と表記する. すなわち, 可積分な関数 h : Xn → R に対して

E„[h(X)] :=

{ ∑
x∈Xn h(x)

∏n
j=1 p(xj|θ) (離散型の場合)∫

Xn h(x)
∏n

j=1 p(xj|θ) dx (連続型の場合)

と定める. ただし dx = dx1dx2 × · · · × dxn である. さらに, X を確率空
間 (Ω, A, Pr) 上の確率ベクトルとしたとき, 任意の B ∈ B(Xn) に対し
て, 測度空間 (Ω, A) 上の確率測度 Pr„ を

Pr„
(
X−1(B)

)
:= Pr„(X ∈ B) := E„

[
1lB(X)

]

で定める. ただし, X−1(B) := {ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B} ∈ A である.

さらに, i, j = 1, 2, . . . , p に対して

•
`n, i :=

•
`n, i (θ|x) =

∂`n(θ|x)

∂θi

,
••
` n, ij:=

••
` n, ij (x|θ) =

∂2`n(θ|x)

∂θj∂θk

,

•
` = (

•
`n, 1,

•
`n, 2, . . . ,

•
`n, d)

>,
••
`=

(••
` n, jk

)
, θ = (θ1, θ2, . . . , θd)

>

と定義する. X ∼ P⊗n
„ のとき Fisher 情報量 FX(θ) は d × d 行列で

FX(θ) の (i, j) 成分 {FX(θ)}jk は

{FX(θ)}ij = E„
[•
`n, i (X|θ)

•
`n, j (X|θ)

]
(1 ≤ i, j ≤ d)

で定義される.

定理 6.2. 標本空間 X 上の母数モデル P = {P„; θ ∈ Θ ⊂ Rd} は正則で
あるとする. X ∼ P⊗n

„ としたとき以下が成立する.

(1) ∀θ ∈ Θ と j = 1, 2, . . . , d に対して E„
[•
`n (X|θ)

]
= 0d となる.

(2) FX(θ) = Cov„
[
S(X|θ)

]
= E„

[•
`n (X|θ)

•
`
>
n (X|θ)

]
が成り立つ.

(3) FX(θ) = −E„
[••
`n (X|θ)

]
が成り立つ.

Proof. 証明は連続型分布の場合を示す. 離散型の場合は積分を和の記
号に置き替えればよい. P„ の p.d.f. を p(x|θ) と表記する. さらに,

1対数
ゆうど

尤度関数 と呼ぶ.
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X̃ = {x ∈ X; p(x| θ) > 0} とおく. 母数モデルの正則性から微分記号と積
分記号の交換が保証されているので, i = 1, 2, . . . , d に対して

E„
[•
`n, i (θ|X)

]
=

n∑

k=1

∫

X

(
∂

∂θi

log p(xk|θ)

)
p(xk|θ) dxk

=
n∑

k=1

{∫
eX

(
∂

∂θi

log p(xk|θ)

)
p(xk|θ) dxk

+

∫

X\eX

(
∂

∂θi

log p(xk|θ)

)
p(xk|θ)︸ ︷︷ ︸

=0

dxk

}

=
n∑

k=1

∫
eX

1

p(xk|θ)

(
∂

∂θi

p(xk|θ)

)
p(xk|θ) dxk

=
n∑

k=1

∫
eX

∂

∂θi

p(xk|θ) dxk

=
n∑

k=1

∂

∂θi

∫
eX
p(xk|θ) dxk

=
n∑

k=1

∂

∂θi

{∫
eX
p(xk|θ) dxk +

∫

X\eX
p(xk|θ)︸ ︷︷ ︸

=0

dxk

}

=
n∑

k=1

∂

∂θi

∫

X
p(xk|θ) dxk

︸ ︷︷ ︸
=1

= 0

となる. よって (1) は示された.

(2) は明らか.

(3) を示すために次に注意する. i, j = 1, 2, . . . , d と x ∈ X̃ に対して

∂2 log p(x|θ)

∂θi∂θj

=
1

p(x|θ)

∂2p(x|θ)

∂θi∂θj

−
(

∂

∂θi

log p(x|θ)

)(
∂

∂θj

log p(x|θ)

)

となる. このとき
∫
eX

1

p(x|θ)

(
∂2p(x|θ)

∂θi∂θj

)
p(x|θ) dx =

∂2

∂θi∂θj

{∫
eX
p(x|θ) dx +

∫

X\eX
p(x|θ) dx

}

=
∂2

∂θi∂θj

∫

X
p(x|θ) dx

︸ ︷︷ ︸
=1

= 0
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と
∫
eX

(
∂

∂θi

log p(x|θ)

)(
∂

∂θj

log p(x|θ)

)
p(x|θ) dx

= E„

[(
∂

∂θi

log p(X1|θ)

)(
∂

∂θj

log p(X1|θ)

)]

となる. このことより

E„

[
∂2 log p(X1|θ)

∂θi∂θj

]
=

∫
eX

∂2 log p(x|θ)

∂θi∂θj

p(x|θ) dx

+

∫

X\eX

∂2 log p(x|θ)

∂θi∂θj

p(x|θ) dx

=

∫
eX

∂2 log p(x|θ)

∂θi∂θj

p(x|θ) dx

=

∫
eX

1

p(x|θ)

(
∂2 log p(x|θ)

∂θi∂θj

)
p(x|θ) dx

︸ ︷︷ ︸
=0

− E„

[(
∂

∂θi

log p(X1|θ)

)(
∂

∂θj

log p(X1|θ)

)]

= −E„

[(
∂

∂θi

log p(X1|θ)

)(
∂

∂θj

log p(X1|θ)

)]
(6.1)

がわかる. よって

{FX(θ)}ij = E

[( n∑

k1=1

∂ log p(Xk1|θ)

∂θi

)( n∑

k1=2

∂ log p(Xk2|θ)

∂θj

)]

=
n∑

k=1

E

[
∂ log p(Xk|θ)

∂θi

∂ log p(Xk|θ)

∂θj

]

+
∑

k1 6=k2

E

[
∂ log p(Xk1|θ)

∂θi

∂ log p(Xk2|θ)

∂θj

]

=
n∑

k=1

E

[
∂ log p(Xk|θ)

∂θi

∂ log p(Xk|θ)

∂θj

]

+
∑

k1 6=k2

E

[
∂ log p(Xk1|θ)

∂θi

]

︸ ︷︷ ︸
=0

E

[
∂ log p(Xk2|θ)

∂θj

]

= −
n∑

k=1

E„

[
∂2 log p(Xk|θ)

∂θi∂θj

] (
∵ (6.1)

)

= −E

[
∂2`n(X|θ)

∂θi∂θj

]
= −E

[••
` n, ij (X|θ)

]

がわかる. 2
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例 6.3. X = (X1, X2, . . . , Xn)で　X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2)とす

る. このとき, 統計的モデルは P = {N(µ, σ2); µ ∈ R, σ > 0} で与えら
れる. したがって

Θ = {θ = (µ, σ) ∈ R2; µ ∈ R, σ > 0} = R× (0, ∞)

となる. このとき

`n(θ|x) = −
n∑

j=1

(xj − µ)2

2σ2
−n log σ−n log(

√
2π); x = (x1, x2, . . . , xn)

となる. よって

•
`n, 1 (θ|x) =

∂`n(θ|x)

∂µ
=

n∑
j=1

xj − µ

σ2
,

•
`n, 2 (θ|x) =

∂`n(θ|x)

∂σ
=

n∑
j=1

(xj − µ)2

σ3
− n

σ

となる. これらの期待値を取ると

E„
[{•`n, 1 (θ|X)}2

]
=

n

σ2
,

E„
[{•`n, 2 (θ|X)}2

]
=

3n

σ2
− 2n

σ2
+

n

σ2
=

2n

σ2
,

E„
[•
`n, 1 (θ|X)

•
`n, 2 (θ|X)

]
=0

となるので

FX(θ) =
n

σ2

[
1 0

0 2

]

を得る.

一方

••
` n, 11 =

∂2`(θ|x)

∂µ2
=

∂

∂µ

( n∑
j=1

xj − µ

σ2

)
= − n

σ2
,

••
` n, 22 =

∂2`(θ|x)

∂σ2
=

∂

∂σ

( n∑
j=1

(xj − µ)2

σ2
− n

σ

)
= −3

n∑
j=1

(xj − µ)2

σ2
+

n

σ2
,

••
` n, 12 =

∂2`(θ|x)

∂µ∂σ
=

∂

∂σ

[ n∑
j=1

xj − µ

σ2

]
= −2

n∑
j=1

xj − µ

σ3

となる. よって

E„
[••
` n, 11 (θ|X)

]
= − n

σ2
, E„

[••
` n, 22 (θ|X)

]
= −2n

σ2
, E„

[••
` n, 12 (θ|X)

]
= 0
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なので
[

E„
[••
` n, 11 (θ|X)

]
E„

[••
` n, 12 (θ|X)

]

E„
[••
` n, 12 (θ|X)

]
E„

[••
` n, 22 (θ|X)

]
]

= −FX(θ)

となる. 2

6.2 指数型分布族
この節では, 統計的モデルでもっとも重要なものを導入し, そのモデル
の性質を説明する.

6.2.1 1 変数の場合

定義 6.4. d ∈ Nとし, X ⊂ Rd を空でない部分集合とする. さらに Θ ⊂ R
も空でない部分集合とする. X 上の統計的モデル {Pθ; θ ∈ Θ} は 1 母数
指数型分布族であるとは, Θ 上の実数値関数 A(θ) と κ(θ), X 上の実数値
関数 T と h が存在して2, Pθ の p.d.f. または p.m.f. p(x| θ) が

p(x| θ) =

{
h(x) exp

{
A(θ)T (x)− κ(θ)

}
(x ∈ X ⊂ Rd)

0 (x 6∈ X)
(6.2)

の形で書けるときをいう.

注意 6.5. 関数 A, h, T の表現は一意ではない. 2

例 6.6. (Poisson 分布族) X ∼ Po(θ) (θ > 0) とする. その p.m.f. は

p(x| θ) =
θxe−θ

x!
=

1

x!
exp

{
x log θ − θ

}
(x = 0, 1, . . .)

である. したがって {Po(θ); θ ∈ (0, ∞)} は

d = 1, A(θ) = log θ, κ(θ) = θ, T (x) = x, h(x) =
1

x!

によって生成される 1 母数指数型分布族である. 2

2A と B は Greek letters 大文字の α と β である.
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例 6.7. (2 項分布族) X ∼ Bino(n, θ) とする. ただし n ∈ N, 0 < θ < 1

である. このときX の p.m.f. は

p(x| θ) =

(
n

x

)
θx(1− θ)n−x

=

(
n

x

)
exp

{
x log

(
θ

1− θ

)
+ n log(1− θ)

}
(x = 0, 1, . . . , n)

と書ける. ただし
(

n

x

)
=

n!

x!× (n− x)!
, 0! = 1

である. したがって {Bino(n, θ); θ ∈ (0, 1)} は

d = 1, A(θ) = log

(
θ

1− θ

)
, κ(θ) = −n log(1− θ), T (x) = x,

h(x) =

(
n

x

)

によって生成される 1 母数指数型分布族である. 2

例 6.8. X = (Z, Y )>, Z, W
i.i.d.∼ N(0, 1) とし, Y = Z + θW (θ > 0) と

する. このとき X の同時 p.d.f. は次で与えられる. x = (y, z) とした
とき

pX(x| θ) = pX(y, z| θ) = pZ(z)pY |Z(y| z) = ϕ(z)θ−1ϕ

(
y − z

θ

)

=
1

2πθ
exp

{
−1

2

(
z2 +

(y − z)2

θ2

)}

=
1

2π
exp

{
−z2

2

}
exp

{
−(y − z)2

2θ2
− log θ

}

と書ける. ただし pZ は Z の p.d.f. とし, pY |Z は Z = z を与えたときの
Y の条件付き p.d.f., ϕ は N(0, 1) の p.d.f. で

ϕ(z) =
1√
2π

e−z2/2 (z ∈ R)

である. したがって X の分布は

d = 2, A(θ) = − 1

2θ2
, κ(θ) = log θ, T (x) = (y − z)2,

h(x) =
1

2π
exp

{
−z2

2

}

で生成される 1 母数指数型分布族に属する. 2
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1 母数指数型分布族に属する分布からのランダム標本の分布も 1 母数
指数型分布族に属する. 特に, n ∈ N とし, X1, X2, . . . , Xn

i.i.d.∼ Pθ とす
る. ただし, {Pθ; θ ∈ Θ} は (6.2) で与えられる指数型分布族とする. す
ると {P⊗n

θ ; θ ∈ Θ} はX(n) = (X1, X2, . . . , Xm) に対する指数型分布族
となる. ただし, Rdn 上の確率測度を

P⊗n
θ = Pθ × Pθ × · · · × Pθ︸ ︷︷ ︸

n個

と定めてた. このとき, P⊗n
θ の同時 p.d.f.

∏n
j=1 p( · | θ) は次で与えられ

る. すると
n∏

j=1

p(xj| θ) =
n∏

j=1

h(xj) exp

{
A(θ)T (xj)− κ(θ)

}

=

[ n∏
j=1

h(xj)

]
exp

{
A(θ)

n∑
j=1

T (xj)− nκ(θ)

}

となる. したがって {Pθ; θ ∈ Θ} は

A(θ),
n∑

j=1

T (xj), nκ(θ),
n∏

j=1

h(xj)

で生成される Rdn 上の 1 母数指数型分布族となる.

統計量
∑n

j=1 T (Xj) は θ の自然十分統計量となる.

指数型分布族の正準表示: (6.2) で表現された指数型分布族を θ でなく
η
(
= A(θ)

)
で添え字付けることを考える. 記号の乱用3すると 1 母数指数

型分布族は

p(x| η) =

{
h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
(x ∈ X ⊂ Rd)

0 (x 6∈ X)
(6.3)

と書くことができる. ただし

κ∨(η) =





log

(∑
x∈X h(x) exp

{
ηT (x)

})
(離散型の場合)

log

(∫

X
h(x) exp

{
ηT (x)

}
dx

)
(連続型の場合)

である. κ∨ の定義より, 直ちに κ∨(η) = κ∨(A(θ)) = κ(θ) がわかる. さ
らに

E := {η ∈ R; κ∨(η) < ∞}
3ここでは, 記号の乱用をしている. 本来であれば, 領域を制限すると A の逆関数は

存在するので, p(x| η) は p(x|A−1(η)) と書くべきであろう.
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とおく. E は R の区間となる. すると確率分布族
{

p(x| η) = h(x) exp
{
ηT (x)− κ∨(η)

}
; η ∈ E

}

は確率分布族
{

p(x| θ) = h(x) exp
{
A(θ)T (x)− κ(θ)

}
; θ ∈ Θ

}

を含む. 確率分布族 {p(x| η); η ∈ E} は T, h によって生成された
せいじゅん

正準
指数型分布族または自然指数型分布族といい, E を自然母数空間といい,

T を自然十分統計量という.

例 6.9. (例 6.6 の続き) Poisson 分布族は

p(x| η) =
1

x!
exp

{
ηx− eη

}
(x = 0, 1, 2, . . .),

η = log θ, h(x) =
1

x!
, T (x) = x,

exp
(
κ∨(η)

)
=

∞∑
x=0

h(x) exp
(
ηT (x)

)
=

∞∑
x=0

exp(ηx)

x!
=

∞∑
x=0

(
eη

)x

x!
= exp

(
eη

)
,

E = R

となる. 2

補題 6.10. 4

E :=

{
η ∈ R; κ∨(η) := E[exp{ηT (X)}] < ∞

}

とする. このとき, 関数 κ∨(η) は E◦ 上の無限回微分可能である. ただし
E◦ は E の内部である. さらに積分記号と微分記号の交換は可能である.

Proof. η ∈ E◦ なので, ある ε > 0 が存在して [η − 2ε, η + 2ε] ⊂ E◦ とで

4証明には, 優収束的理を用いている.
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きる.

d

dη
exp

{
κ∨

(
η)

}
= lim

n→∞

exp

{
κ∨

(
η +

ε

n

)}
− exp

{
κ∨(η)

}

ε/n

= lim
n→∞

∫ exp

{(
η +

ε

n

)
T (x)

}
− exp

{
κ∨(η)

}

ε/n
h(x) dx

= lim
n→∞

∫ exp
{
ηT (x)

}[
exp

{
ε T (x)

n

}
− 1

]

ε/n
h(x) dx

=: lim
n→∞

∫
exp

{
ηT (x)

}
fn(x) dx

と書ける. ただし

fn(x) =
exp

{
ε T (x)/n

}− 1

ε/n
h(x)

である. すると

lim
n→∞

fn(x) =: f(x) = T (x)h(x)

となる. ここで

|et − 1| ≤ |t|e|t|; |t| ≤ e|t| (t ∈ R)

に注意する. これらの不等式を用いると
∣∣∣∣
exp

{
ε T (x)/n

}− 1

ε/n

∣∣∣∣ ≤
{∣∣∣∣

ε T (x)

n

/
ε

n

∣∣∣∣
}

exp

{∣∣∣∣
ε T (x)

n

∣∣∣∣
}

≤ 1

ε

∣∣ε T (x)
∣∣ exp

{∣∣∣∣
ε T (x)

n

∣∣∣∣
}

≤ 1

ε
exp

{∣∣ε T (x)
∣∣} exp

{∣∣ε T (x)
∣∣}

=
1

ε
exp

{∣∣2ε T (x)
∣∣}

≤ 1

ε

{
exp

(
2εT (x)

)
+ exp

(−2εT (x)
)}

を得る. よって

|fn(x)| ≤ 1

ε

{
exp

(
2εT (x)

)
+ exp

(−2εT (x)
)}

h(x)

144



数理統計学序説 6.2. 指数型分布族

となるので
∣∣∣∣ exp

{
ηT (x)

}
fn(x)

∣∣∣∣ ≤
1

ε

{
exp

(
(η + 2ε)T (x)

)
+ exp

(
(η − 2ε)T (x)

)}
h(x)

=: g(x)

を得る. [η − 2ε, η + 2ε] ⊂ E◦ から
∫

g(x) dx < ∞

となる. よって優収束定理から

d

dη
exp

{
κ∨(η)

}
= lim

n→∞

∫
exp

{
ηT (x)

}
fn(x) dx

=

∫
exp

{
ηT (x)

}
T (x)h(x) dx

がわかる. この操作を繰り返して行けば, κ∨(η) は無限回微分可能なこと
がわかる. 2

定理 6.11. X は (6.3)で与えられた自然指数型分布族に属する分布p(x| η)

に従うとする. η は E の内点としたとき, T (X) の積率母関数は原点の
近傍で存在し

MT (s) = exp
[
κ∨(s + η)− κ∨(η)

]

で与えられる. ただし, s s は 0 のある近傍に含まれるとする. さらに

E[T (X)] =
•
κ
∨

(η); Var[T (X)] =
••
κ
∨

(η) (6.4)

である. ただし

•
κ
∨

(η) =
dκ∨

dη
(η),

••
κ
∨

(η) =
d2κ∨

dη2
(η)

である.

Proof. 連続型分布の場合について証明する. 離散型の場合には積分を和
に変更するばよい. κ∨ の定義に注意すると

M(s) = E
[
exp(sT (X))

]

=

∫

X
h(x) exp

[
(s + η)T (x)− κ∨(η)

]
dx

= exp
[
κ∨(s + η)− κ∨(η)

] ∫

X
h(x) exp

[
(s + η)T (x)− κ∨(s + η)

]
dx

= exp
[
κ∨(s + η)− κ∨(η)

]

145



数理統計学序説 第 6. 母数モデル

から 1 番目の主張はわかる. 最後の等号は s + η ∈ E◦ となるように s を
とると ∫

X
h(x) exp

[
(s + η)T (x)− κ∨(s + η)

]
dx = 1

となることよりわかる. 次に, κ∨( · ) の定義と補題 6.10 から

dκ∨

dη
(η) =

d

dη
log

(∫

X
exp

{
ηT (x)

}
h(x) dx

)

=

d

dη

∫

X
exp

{
ηT (x)

}
h(x) dx

∫

X
exp

{
ηT (x)

}
h(x) dx

=

∫

X

d

dη
exp

{
ηT (x)

}
h(x) dx

exp
{
κ∨(η)

}

=

∫

X
T (x) exp

{
ηT (x)

}
h(x) dx

exp
{
κ∨(η)

}

=

∫

X
T (x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
h(x) dx

= E
[
T (X)

]

から (6.4) の 1 番目の等号が示せた. 同様に

d2κ∨

dη2
(η) =

d

dη

∫

X
T (x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
h(x) dx

=

∫

X
T (x)h(x)

d

dη
exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dx

=

∫

X
T (x)h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

} d

dη

(
ηT (x)− κ∨(η)

)
dx

=

∫

X
T 2(x)h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dx

− d

dη
κ∨(η)

︸ ︷︷ ︸
=E

[
T (X

]

∫

X
T (x)h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dx

= E
[
T 2(X

]− {
E
[
T (X

]}2

= Var
[
T (X

]

から (6.4) の 2 番目の等号が示せた. 2
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6.3 十分統計量
X ⊂ R を空でない部分集合とする. n ∈ N とし, X1, X2, . . . , Xn は確
率空間 (Ω, A, Pr) 上のX 値確率変数列で, 互いに独立で各々同一の確率
分布を持つとする. X = (X1, X2, . . . , Xn) とおきB ∈ B(Xn) に対し

PX(B) = Pr
{
X−1(B)

}

= Pr

({
ω ∈ Ω; X(ω) = (X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ B

})

とおく. さらに B ∈ B(X) に対し

PXj(B) = Pr

({
ω ∈ Ω; Xj(ω) ∈ B

})
(j = 1, 2, . . . , n)

と書いたとき
PX = PX1 × PX2 × · · · × PXn

と書ける. X により誘導された確率空間を (Xn, B(Xn), PX) とかく.

(Xn, B(Xn)) 上の統計的モデルを P = {Pθ; θ ∈ Θ} と書く. ただし θ

は母数で Θ は母数空間である. さらにある θ∗ ∈ Θ が存在して

PX1 = Pθ∗

とする.

次に統計量 T (X) を

T : (Xn, B(Xn)) → (Rk, B(Rk))

なる可測関数で θ に依存しないものとする. ただし k ∈ N である.

定義 6.12. X ∼ P⊗n
θ (θ ∈ Θ) とする. ∀B ∈ B(Xn) に対し統計量 T (X)

を与えたときの条件付き確率

P⊗n
θ (B|T )

が θ ∈ Θ に無関係であるとき, T は P = {Pθ; θ ∈ Θ} に対する十分統計
量 (sufficient statistic)であるという.

定理 6.13. (因子分解定理) 統計的モデルを P = {Pθ; θ ∈ Θ} とする. た
だし θ は母数で Θ は母数空間とする. X は確率空間

(
Xn, B(Xn), P⊗n

θ

)

上の大きさが n の標本とし, 同時 p.d.f.(または p.m.f.) pX(x| θ) 5を持つ
とする. このとき統計量 T : Rn −→ Rk が統計的モデルP に対する十分

5離散型のときは同時 p.m.f. pX(x| θ) をもつ.
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統計量であるための必要十分条件は, X の同時 p.d.f.(または同時 p.m.f.)

pX(x| θ) が

pX(x| θ) = gθ{T (x)}h(x) (x ∈ Xn) (6.5)

の形で表されるときである. ここで gθ{T (x)} と h(x) は非負値関数で
h(x) は θ に無関係な関数で, gθ は T を通してのみ x に依存する.

Proof. X が離散型のときのみの証明を与える. T は十分統計量とする.

T の p.m.f. を pT (t| θ) (t ∈ Rk) と書く. T = t が与えられたときのX

の条件付き p.m.f. を pX|T (x|T = t) とする. 仮定から T は十分統計量
なので pX|T (x|T = t) は θ に依存しない. 条件付き p.m.f. の定義から

pX(x| θ) = pT (t| θ)pX|T (x|T = t) (6.6)

となる. (6.6) において

h(x) = pX|T (x|T = t), gθ{T (x)} = pT (t| θ)

とおけば, (6.5) の形になる.

次に (6.5) と書けたときに T は十分統計量であることを示す. まず

pT (t| θ) =
∑

y∈Xn;T (y)=t

pX(y| θ)

=
∑

y∈Xn;T (y)=t

gθ

{
T (y)

}
h(y)

= gθ(t)
∑

y∈Xn;T (y)=t

h(y)

に注意する. (6.5) から T = t を与えたときのX の条件付き p.m.f. は

pX(x| θ)
pT (t| θ) =

gθ(t)h(x)

gθ(t)
∑
y∈Xn;T (y)=t h(y)

=
h(x)∑

y∈Xn;T (y)=t h(y)

となり, pX|T は θ に依存しない. よって T は P = {Pθ; θ ∈ Θ} に対す
る十分統計量である.

2

注意 6.14. Fisher-Neymanの因子分解定理の測度論的な証明には Radon-

Nikodym の微分に関わる知識が必要になる. これについては定理 C.70

を参照のこと.
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例 6.15. n ∈ N とし, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Ber(θ) (0 ≤ θ ≤ 1) とする.

X = (X1, X2, . . . , Xn) の同時 p.m.f. は

pX(x| θ) = θ
Pn

j=1 xj(1− θ)n−Pn
j=1 xj1l{0, 1}n(x),

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ {0, 1}n,

1l{0, 1}n(x) =

{
1 (x ∈ {0, 1}n)

0 (その他の場合)

となる. したがって

T (x) =
n∑

j=1

xj, gθ{T (x)} = θT (x)(1− θ)n−T (x), h(x) = 1l{0, 1}n(x)

とおけば,定理 6.13からT (X) = X1+X2+· · ·+Xn はP = {p(x| θ); 0 ≤
θ ≤ 1} の十分統計量であることがわかる. 2

例 6.16. θ ∈ R とし, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(θ, 1) とする. X =

(X1, X2, . . . , Xn) の同時 p.d.f. は

pX(x| θ) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n∑
j=1

(xj − θ)2

}
x = (x1, x2, . . . , xn)

である. T (x) = n−1
∑n

j=1 xj とすると

pX(x| θ) = exp

{
nT (x)θ − nθ2

2

}
×

(
1

2π

)n/2

× exp

{
−1

2

n∑
j=1

x2
j

}

となる. よって (6.5) で

gθ

{
T (x)

}
= exp

{
nT (x)θ − nθ2

2

}
, h(x) =

(
1

2π

)n/2

exp

{
−1

2

n∑
j=1

x2
j

}

とおけば, 定理 6.13 から T (X) = (X1 + X2 + · · · + Xn)/n は P =

{N⊗n(θ, 1); θ ∈ R} の十分統計量であることがわかる. ただし, N⊗n(θ, 1)

はN(µ, 1) の n 個の直積分布である. 2

例 6.17. ν ∈ R, 0 < σ < ∞ とする. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2) とす

る. X = (X1, X2, . . . , Xn) の同時 p.d.f. は

pX(x| θ) =

(
1

2πσ2

)n/2

exp

{
− 1

2σ2

n∑
j=1

(xj − µ)2

}
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となる. ただし θ = (µ, σ2) である. ここで

xn =
1

n

n∑
j=1

xj, s2
n =

1

n

n∑
j=1

(xj − x)2

とおけば

pX(x| θ) =

(
1

2πσ2

)n/2

exp

{
− n

2σ2

(
s2

n + (xn − µ)2
)}

と書き直せる. (6.5) において

T (x) = (xn, s2
n), gθ

{
T (x)

}
=

(
1

2πσ2

)n/2

exp

{
− n

2σ2

(
s2

n + (xn − µ)2
)}

,

h(x) = 1

とすれば, 定理 6.13 から

T (X) =

(
1

n

n∑
j=1

Xj(=: X),
1

n

n∑
j=1

(Xj −X)2

)

は P = {N⊗n(µ, σ2); θ = (µ, σ2) ∈ R× (0, ∞)} の十分統計量である. た
だし, N⊗n(µ, σ2) はN(µ, σ) の n 個の直積分布である. 2

6.4 統計量の最小十分性と完備性
与えられた統計的モデル P に対して, たくさんの十分統計量が存在す
る. S と T が P ∈ P に対する十分統計量で, S の値域上で定義された可
測関数 ψ が存在して

T = ψ(S)

と表現できたとする. すると

σ(T ) ⊂ σ(S)

となる. このことからT は統計的モデル P の情報を失くことなく, デー
タの情報を S より縮約していることがわかる. したがって T は S より
も有用な統計量となる. この観点を定式化してみよう.

定義 6.18. すべての P ∈ P に対して, P(A) = 0 となる事象 A を除いて,

ある命題 M が成立しているとき

M a.s.P

と記すことにする.
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定義 6.19. (最小十分性) P を統計的モデルとし, 統計量 T を P ∈ P に
対する十分統計量とする. 十分統計量 T は P ∈ P に関して最小である
とは, 任意の他の十分統計量 S に対して可測関数 ψ が存在して

T = ψ(S), a.s.P

と表現できるときをいう. もちろん ψ は S ごとに定まればよい.

例 6.20. P =
{
P は開区間 (θ, θ + 1) 上の一様分布; θ ∈ R}

とする. n ≥
2 (∈ N) とし

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P ∈ P

とする. Lebesgue測度に関するX := (X1, X2, . . . , Xn)の同時 p.d.f. は

pX(x| θ) = Πn
j=11l(θ, θ+1)(xj) = 1l(x(n)−1, x(1))(θ),

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

となる. ただし x(1), x(n) は x1, x2, . . . , xn の最小値と最大値である.

X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}, X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}

とおくとFisher-Neyman の因子分解定理からT = (X(1), X(n)) は P ∈ P
に対する十分統計量である.

θ < xj < θ + 1 (∀j ∈ {1, 2, . . . , n})
⇔ θ < x(1) < x(n) < θ + 1 (6.7)

となることに注意する. X = x を観測したとき

x(1) = sup{θ ∈ R; p(x| θ) > 0}, x(n) = 1 + inf{θ ∈ R; p(x| θ) > 0}

となる. ここで統計量 S は P ∈ P に対して十分であると仮定する.

Fisher-Neyman の因子分解定理から可測関数 gθ と h が存在して

pX(x| θ) = gθ

(
S(x)

)
h(x)

と書ける. {x ∈ Rn; h(x) > 0} 上で (6.7) が成立するので, ある可測関数
ψ が存在して A 上で

T := (x(1), x(n)) = ψ
(
S(x)

)

と表現できる. さらに Pr(X ∈ A) = 1 なので T は最小十分統計量とな
る. 2

151



数理統計学序説 第 6. 母数モデル

定義 6.21. k ∈ R とし, T ⊂ Rk とする. P を統計的モデルとし,

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P ∈ P とする. T (X)

(∈ T
)
を P ∈ P に対す

る十分統計量とする. ただし, X = (X1, X2, . . . , Xn)> と書いた. 統計
量 T は P ∈ P に対して完備であるとは, 任意の可測関数 f : T → R に
対して

E
[
f(T )

]
= 0 (∀P ∈ P) ⇒ f(T ) = 0, a.s.P

が成り立つときをいう.

次の命題は, 指数型分布族の十分統計量は完備であることを主張して
いる. 本講義録では証明していない Fubini の定理と Laplace 変換の一意
性を用いてこの命題を証明することができる.

命題 6.22. k, n ∈ N かつ n > k とする. η ∈ Rk, X ⊂ R を空でない部
分集合とし

p(x|η) = exp
{
η>T

(
x
)}

h(x), x ∈ X

とする. ただし

E :=

{
η ∈ Rk;

∫

X
exp{η>T (x)}h(x) dx < ∞

}

は Rn の開集合を含み

T : Xn → Rk, h : Xk → R, K : E → R

は可測関数とする. X ∼ P⊗n (P ∈ P := {p(x|η); η ∈ E}) としたとき,

T (X) は P ∈ P に対する完備かつ十分統計量である.

Proof. Fisher-Neyman の因子分解定理から T は P ∈ P に対する十分統
計量であることは明らか. つぎに f : Rk → R を可測関数とし

E
[
f(T )

]
= 0 (∀η ∈ E)

とする. E
[|f(T )|] < ∞ なので Fubini の定理から

0 =

∫

X
f
(
T (x)

)
exp

{
η>T (x)−K(η)

}
h(x) dx

=

∫

x:T (x)=t

h(x)

{∫

T
f(t) exp

{
η>t−K(η)

}
dt

}
dmn−k

と書ける. ただし T = {T (x) ∈ Rk; x ∈ X} で, mn−k は Rn−k 上の
Lebeague 測度である. よって

∫

T
f(t) exp

{
η>t−K(η)

}
dt = 0 a.s. mk
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となる. η0 ∈ E の内点とし, ε > 0 を十分小さく取ると
∫

f+(t) exp
{
η>t

}
dt =

∫
f−(t) exp

{
η>t

}
dt

(∀η ∈ N(η0) := {η ∈ Rk; |η − η0|2, k < ε
)

となる. ここで

f+(t) := max{f(t), 0}, f−(t) := max{−f(t), 0},

で, | · |2, k は Rk 上の Euclid の距離である. 特に
∫

f+(t) exp
{
η>0 t

}
dt =

∫
f−(t) exp

{
η>0 t

}
dt =: c

となる. c = 0 のとき, f(t) = 0 (a.s.) となる. c > 0 のとき, Laplace 変換
の一意性6から

f+(t) = f−(t), a.s.

となる. よって f(t) = f+(t)− f−(t) = 0 がわかる. 2

注意 6.23. 完備十分統計量は最小十分統計量であることが知られている.

しかし最小十分統計量で完備でないものの存在が知られている. 2

6.5 章末注釈と参考文献
第 6.1 節は [1, pp.69− 71] を借用した. 補題 6.10 は [15, pp.28− 30] を
借用した.

6.6 演習問題

演習問題 6.1.

演習問題 6.2.

6Laplace 変換の一意性の証明は [43, pp.348-349] を参照のこと.
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第7章 推定

この章では, 点推定法における推定量の導出原理と推定量の精度評価
についての考え方の説明を行う. 第 7.1 節では, モーメント法について説
明する. 第 7.2 節では, 最尤法について説明する. 最尤推定量の漸近分布
は, 統計的モデルが指数型分布族の場合について示している. 第 7.3 で
は, 推定量のひとつの性質である不偏推定の概念を説明し, それに関係す
る情報不等式を与える.

7.1 モーメント法
この方法で得られた推定量は最適性を持たないことがある. しかし求
めるのが容易であるので, 陽には式が与えられない別の推定量の値を繰
り返し計算で求めるときの初期値として用いることができる.

X ⊂ R を空でない部分集合とする. d, n ∈ N とし, 統計的実験を(
Xn,

{
P„ = P„; θ ∈ Θ ⊂ Rd

})
を考え

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P„∗ (θ∗ ∈ Θ)

とする. ただし, P⊗n
„ と P„は,それぞれ測度空間

(
Xn, B(Xn)

)
と

(
X, B(X)

)

上の分布である.

n ≥ d とする. 1 ≤ j ≤ d に対して

αj := αj(θ) := E
[
Xj

1

]
, α̂j :=

1

n

n∑

`=1

Xj
`

と定める.

定義 7.1. n ≥ d としX1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P„∗

(
θ∗ ∈ Θ

)
とする. このと

き θ∗ のモーメント法推定量 θ̂n とは次をみたす解 (存在すれば)である.

α1(θ̂n) = α̂1, α2(θ̂n) = α̂2, . . . , αd(θ̂n) = α̂d (7.1)

注意 7.2. n ≥ 2 とする. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N

(
µ∗,

(
σ∗

)2) とする. た
だし θ∗ := (µ∗, σ∗) ∈ R × (0, ∞) =: Θ で (µ∗, σ∗) は未知とする. この
とき

α1 = E
[
X1

]
= µ∗, α2 = E

[
X2

1

]
= Var

[
X1

]
+

{
E
[
X1

]}2
= (σ∗)2 + (µ∗)2
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である. したがって θ̂n = (µ̂n, σ̂n) とすれば

µ̂n =
1

n

n∑

`=1

X`, σ̂2
n +

{
µ̂n

}2
=

1

n

n∑

`=1

X2
`

を解くと (µ∗, σ∗) のモーメント法推定量は

µ̂n =
1

n

n∑

`=1

X`, σ̂n =

√√√√ 1

n

n∑

`=1

(X` − µ̂n)

となる. 2

定理 7.3. d, n ∈ N は n ≥ d とする.

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P„∗ (θ∗ ∈ Θ ⊂ Rd), E

[∣∣X1

∣∣2d]
< ∞

とする. (7.1) で定義した αj (j = 1, 2, . . . , d) の逆写像 α−1
j が存在して,

θ∗ の近傍で全微分可能とする. このとき適当な条件のもとで以下が成立
する.

(1) Pr„∗
(

θ̂n は存在
) n→∞−→ 0 である.

(2) ∀ε > 0 に対して

Pr„∗
(∣∣θ̂n − θ∗

∣∣
2, d
≥ ε

) n→∞−→ 0

である. ただし
∣∣ ·

∣∣
2, d
は Rd の Euclid ノルムである.

(3)
√

n
(
θ̂n − θ∗

)
Ã Nd

(
0, Σ

)
である. ただし

Σ = G
(
θ∗

)
E„∗

[
Y Y >]

G>(
θ∗

)
,

G
(
θ
)

=
( •
g1 (θ),

•
g2 (θ), . . . ,

•
gd (θ)

)
,

•
gj (θ) =

(
∂α−1

j

∂θ1

(θ),
∂α−1

j

∂θ2

(θ), . . . ,
∂α−1

j

∂θd

(θ)

)>
(j = 1, 2, . . . , d),

Y =
(
X1, X2

1 , . . . , Xd
1

)>

が成立する.

Proof. 証明は加筆予定である. 2
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7.2 最尤法
X を R の空でない部分集合とし, d, n ∈ N とする. 統計的実験(
Xn,

{
p(x|θ); θ ∈ Θ

})
を考える. ただし p(x|θ) は p.d.f. (または

p.m.f.) で Θ ⊂ Rd である. θ∗ ∈ Θ とし

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p(x|θ∗)

とする.

定義 7.4. X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn を観測したとき θ の
ゆう
尤 度関

数 likn(θ|x) を

likn

(
θ|x)

=
n∏

j=1

p(xj|θ)

で定義し, 対数尤度 `n(θ|x) を

`n(θ|x) = log likn(θ|x)

で定義する. ただし, x = (x1, x2, . . . , xn) である.

注意 7.5. 尤度関数は

likn( · |x) : Θ 3 θ 7→ likn(θ|x) ∈ [0, ∞)

である. 2

関数 g(x) の最大値を取る点を表す集合を

arg max
x∈R

g(x)

と書く. たとえば g(x) = −(x− 1)2 のとき

arg max
0≤x≤4π

g(x) = {1}

となる. g(x) = sin x のとき

arg max
0≤x≤4π

g(x) = {π/2, 5π/2}

となる.

定義 7.6. X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn を観測したとき θ∗ の最尤推
定値 (maximum likelihood estimate) を likn(θ|x) を最大にする値 θ̂n(x)

で定義する. すなわち

θ̂n(x) ∈ arg max
„∈Θ

likn(θ|x)

である. x = (x1, x2, . . . , xn) に X = (X1, X2, . . . , Xn) を代入したもの
θ̂n(X) を θ∗ の最尤推定量 (maximum likelihood estimator=m.l.e.) と
いう.
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注意 7.7. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Ber(θ∗) とする. ただし (0, 1) =: Θ 3 θ∗

は未知とする. すなわち

p(x| θ∗) =

{
(θ∗)x

(
1− θ∗

)1−x
(x = 0, 1)

0 (その他の場合)

である. Xj = xj (j = 1, 2, . . . , n) を観測したとき

likn

(
θ|x)

=
n∏

j=1

p(xj| θ) =
n∏

j=1

θxj(1− θ)1−xj = θtn(1− θ)n−tn

となる. ただし, x = (x1, x2, . . . , xn) と tn =
∑n

j=1 xj である. よって対
数尤度は

`n(θ|x) = tn log θ + (n− tn) log(1− θ) (0 < θ < 1)

となる. このことから, 0 < tn < n のとき

tn
n
∈ arg max

θ∈(0, 1)
`n(θ|x)

がわかる. したがって, 0 < tn < nのときθ∗の最尤推定値は θ̂n =

∑n
j=1 xj

n
となり, tn = 0 または tn = n のとき, 最尤推定値は存在しない. 2

注意 7.8. 定義 7.6は [3]の流儀に従った. 一方,母数空間 Θの閉包 cl(Θ)

を考え, cl(Θ) に尤度関数 likn の定義域を拡張して

θ̂n(x) ∈ arg min
„∈cl(Θ)

likn(θ|x)

と最尤数位定値を定義する流儀もある. [23, 35] を参照のこと. 例 7.7 を
踏まえるとこちらの定義のが数学的は扱いやすくなるようにみえる.

注意 7.9. n ≥ 2 (n ∈ N) とする. θ∗ = (µ∗, σ∗) ∈ R× (0, ∞) とし

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N

(
µ∗, (σ∗)2

)

とする. Xj = xj (j = 1, 2, . . . , n) を観測したとき, 尤度関数は

likn(µ, σ|x) =
n∏

j=1

1√
2πσ

exp

{
−(xj − µ)2

σ2

}

=

(
1√
2π

)n
1

σn
exp

{
− 1

2σ2

n∑
j=1

(xj − µ)2

}

=

(
1√
2π

)n
1

σn
exp

{
−ns2

n

2σ2

}
exp

{
−n(xn − µ)2

2σ2

}
(7.2)
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となる. ただし

xn =
1

n

n∑
j=1

xj, s2
n =

1

n

n∑
j=1

(xj − xn)2,

n∑
j=1

(xj − xn)2 6= 0

である. (7.2) の最後の等号は

n∑
j=1

(xj − µ)2 = ns2
n + n(xn − µ)2 (7.3)

からわかる. 対数尤度は

`n(µ, σ|x) = −n log σ − ns2
n

2σ2
− n(xn − µ)2

2σ2
+ (定数項)

となる. よって




∂`n(µ, σ|x)

∂µ
(µ, σ) = −n(xn − µ)

2σ2
= 0

∂`n

∂σ
(µ, σ|x) = −n

σ
+

ns2
n

σ3
+

n(xn − xn)2

σ3
= 0

を解くと

µ = xn, σ =

√√√√ 1

n

n∑
j=1

(
xj − xn

)2

となる. `n(µ, σ) の Hessian を求める.

H :=




∂`2
n

∂µ2

(
xn, sn|x

) ∂`2
n

∂µ∂σ

(
xn, sn|x

)

∂`2
n

∂∂σµ

(
xn, sn|x

) ∂`2
n

∂σ2

(
xn, sn|x

)


 =



− 1

2s2
n

0

0 −2n

s2
n




(7.4)

より, −H は正定値行列となる. したがって, 関数

Θ 3 (µ, σ) 7→ `n(µ, σ)

は (µ, σ) = (xn, sn) で最大となる. 以上の議論から (µ∗, σ∗) の最尤推定
量は

µ̂n =
1

n

n∑
j=1

Xj =: Xn, ŝn =

√√√√ 1

n

n∑
j=1

(
Xj −Xn

)2

となる. 2

問 7.1. (7.3) と (7.4) を確認せよ.
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定理 7.10.

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p(x| η) = h(x) exp{η∗T (x)− κ∨(η∗)} (η∗ ∈ Eo)

とする. ただし Eo は自然母数空間 E ⊂ R の内部である. さらに
••
κ
∨

(η∗) > 0 (η∗ ∈ Eo) を仮定する. このとき η∗ の最尤推定量 η̂n は十分大き
な n に対して確率 1 で一意的に存在1して

η̂n
a.s.−→ η∗,

√
n
(
η̂n − η∗

)
Ã N

(
0,

1
••
κ
∨

(η∗)

)

が成立する.

Proof. X1 = x1, X2, . . . , Xn = xn を観測したときの尤度関数 likn は

likn(η|x) =

{ n∏
j=1

h(xj)

}
exp

[
η

n∑
j=1

T (xj)− nκ∨(η)
]

となる. このことから対数尤度関数は

`n(η|x) = log
(
likn(η|x)

)
= n{ηT − κ∨(η)

}
+ (constant)

となる. ただし T n = n−1
∑n

j=1 T (xj) である. したがって

•
`n (η|x) =

d`n

dη
(η|x) = n

(
T n− •

κ
∨)

= 0 ⇔ T n =
•
κ
∨

(η) = E[T (X1)]

となる. 最後の等号は (6.4) からわかる.

以後, 対数尤度関数の xj (j = 1, 2, . . . , n) のところに Xj を代入して,

確率変数にしたものを考える. T (X1) は有限の期待値をもつので, 大数
の法則 (定理 4.13)から

T n =
1

n

n∑
j=1

T (Xj)
a,s.−→E[T (X1)] =

•
κ
∨

(η∗) (n →∞)

がわかる. したがって T n は関数 Eo 3 η 7→•
κ
∨

(η) の値域に含まれる. さ

らに
••
κ (η) > 0 (η ∈ Eo) なので関数 Eo 3 η 7→•

κ
∨

(η) は狭義単調増加関数
である. このことより

T n =
•
κ
∨

(η)

1これは不明瞭な表現である. 意味するところは, An = {η̂n は存在 } としたとき

lim
n→∞

Pr

( ∞⋂
n=1

∞⋃

k=n

Ak

)
= 1

が成立することである.
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をみたす η ∈ Eo が存在する. したがって, 適当な近傍で
•
κ
∨
の逆写像

{•κ∨}−1 が存在して

η̂n =
(•
κ
∨)−1(

T n

)

と一意的に定まる. さらに

T n
a.s.−→ •

κ
∨

(η∗) かつ
(•
κ
∨)−1

(η) は η∗ の近傍で連続

なので定理 4.11(6) から

η̂n =
(•
κ
∨)−1(

T n

) a.s.−→(•
κ
∨)−1(•

κ
∨

(η∗)
)

= η∗

がわかる. 一方, (6.4) から E[T (X1)] =
•
κ
∨

(η∗), Var[T (X1)] =
••
κ
∨

(η∗) と
なることに注意して, 中心極限定理 (定理 4.18)を用いると

√
n
(
T n− •

κ
∨

(η∗)
)

Ã N
(
0,

••
κ
∨

(η∗)
)

がわかる. 以上のことを踏まえて, η̂n =
(•
κ
∨)−1(

T n

)
に対して, 陰関数の

定理とデルタ法 (定理 4.23)を適用すると

√
n
(
η̂n − η∗

)
Ã N

(
0,

1
••
κ
∨

(η∗)

)

がわかる. 2

7.3 不偏推定と情報不等式
X ⊂ Rを空でない部分集合とする. (Ω, A, Pr)を確率空間とし, X1, X2, . . . , Xn

をこの空間上の独立同一分布に従う X 値確率変数列 (ランダム標本)と
する. また X = (X1, X2, . . . , Xn)> と記し, X の値域 (標本空間)を
Xn ⊂ Rn と表記する. さらに

P = Pr ◦X−1
1 , P⊗n = Pr ◦X−1

とおく. すると P⊗n = P× P× · · · × P︸ ︷︷ ︸
n 個

となっている.

P = {Pθ; θ ∈ Θ ⊂ R} を X 上の正則母数モデルとする. 以下では,

Θ ⊂ R とし, Pθ に関する期待値と分散を Eθ[ · ], Varθ[ · ] と表記する.

定義 7.11. X := (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n
θ (θ ∈ Θ ⊂ R) とする. 統計

量 T (X) が ∀θ ∈ Θ に対して

Eθ

[
T (X)

]
= θ

をみたすとき T (X) は θ の不偏推定量 (unbiased estimator)という.
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例 7.12. n ≥ 2 とし, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, 1) (µ ∈ R) とする. この

ときXn =
1

n

∑n
j=1 Xj は µ の不偏推定量である. 2

定理 7.13 (Rao-Blackwellの定理). X = (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n
θ (θ ∈

Θ ⊂ R) で T = T (X) は θ の十分統計量とする. θ̂n(X) は θ の任意の
不偏推定量で, 有限の分散Varθ

[
θ̂n(X)

]
をもつものとする. 推定量 θ̃n(T )

を
θ̃n(T ) := Eθ

[
θ̂n(X)|T ]

により定めたとき, 次の (1), (2) が成立する.

(1) θ̃n(T ) は θ の不偏推定量である.

(2) Varθ
[
θ̃n(T )

] ≤ Varθ
[
θ̂n(X)

]
(∀θ ∈ Θ) が成立する.

Proof. (1) T は十分統計量なので, Eθ

[
θ̂n|T

]
は θに依存しないので θ̃n(T )

は推定量となる. また定理 2.27(2) より

Eθ

[
θ̃n(T )

]
= Eθ

[
Eθ

[
θ̂n(X)|T ]]

= Eθ

[
θ̂n(X)

]
= θ (θ ∈ Θ)

となり θ̃n(T ) は θ の不偏推定量であることが示せた.

(2) 定理 2.27(4) より

Eθ

[(
θ̂n(X)− θ̃n(T )

)
θ̃n(T )

∣∣T ]
= θ̃n(T )Eθ

[
θ̂n(X)− θ̃n(T )|T ]

= θ̃n(T )

(
Eθ

[
θ̂n(X)|T ]− θ̃n(T )

)

= θ̃n(T )
(
θ̃n(T )− θ̃n(T )

)
= 0

となり

Eθ

[(
θ̂n(X)− θ̃n(T )

)
θ̃n(T )

]
= Eθ

[
Eθ

[(
θ̂n(X)− θ̃n(T )

)
θ̃n(T )

∣∣T ]]
= 0

(7.5)

を得る. 一方

Varθ
[
θ̂n(X)

]
= Eθ

[{
θ̂n(X)− Eθ

[
θ̂n(X)

]}2]

= Eθ

[{
θ̂n(X)− θ

}2]

= Eθ

[{(
θ̂n(X)− θ̃n(T )

)
+

(
θ̃n(T )− θ

)}2]

= Eθ

[{
θ̂n(X)− θ̃n(T )

}2]
+ Eθ

[{
θ̃n(T )− θ

}2]

+ 2Eθ

[(
θ̂n(X)− θ̃n(T )

)(
θ̃n(T )− θ

)]
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である. しかし, (7.5) および θ̂n(X) と θ̃n(T ) は θ の不偏推定量である
ことに注意すると

Eθ

[(
θ̂n(X)− θ̃n(T )

)(
θ̃n(T )− θ

)]

= Eθ

[(
θ̂n(X)− θ̃n(T )

)
θ̃n(T )

]
︸ ︷︷ ︸

=0 *(7.5)

− θ
{
Eθ

[
θ̂n(X)

]− Eθ

[
θ̃n(T )

]
︸ ︷︷ ︸

=0

}

= 0

がわかる. 以上から

Varθ
[
θ̂n(X)

]
= Eθ

[{
θ̂n(X)− θ̃n(T )

}2]
+ Varθ

[
θ̃n(T )

]

≥ Varθ
[
θ̃n(T )

]
(θ ∈ Θ)

を得る. 2

定義 7.14. X = (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n
θ (θ ∈ Θ ⊂ R) とする. θ の任

意の不偏推定量 θ̃n(X) に対して

Varθ
[
θ̂n(X)

] ≤ Varθ
[
θ̃n(X)

]
(θ ∈ Θ)

をみたす θ の不偏推定量 θ̂n(X) が存在するとき, θ̂n(X) を θ の一様
最小分散不偏推定量 (uniformly minimum variance unbiased estimator:

UMVUE) という.

可測関数 g : R → R は連続微分可能とする. X ∼ P⊗n
θ に基づき g(θ)

の推定問題を考える.

定理 7.15. {Pθ; θ ∈ Θ ⊂ R} は正則母数モデルとする. X ∼ P⊗n
θ (θ ∈

Θ ⊂ R) としX は同時 p.d.f.または p.m.f. pX(x| θ) をもつとする.

θ̂n = θ̂n(X) を g(θ) の任意の不偏推定量とし

A(θ̃, θ) : = Varθ

[
pX(X| θ̃)
pX(X| θ)

]
(θ̃, θ ∈ Θ) (7.6)

A(θ̃, θ) > 0 (θ̃ ∈ Θ, θ̃ 6= θ)

とおく. このとき

Varθ
[
θ̂n(X)

] ≥ sup
eθ∈Θ

{g(θ̃)− g(θ)}2

A(θ̃, θ)

が成り立つ.
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Proof. X は連続型確率変数の場合の証明を与える. X の値域を Xn と
書く. さらに, X̃n = {x ∈ Xn; pX(x| θ) > 0} とおく. また, 離散型の場合
は, 積分記号を和の記号に変更すればよい. 推定量 θ̂n は g(θ) に対して
不偏なので

Eθ

[
θ̂n(X)

]
=

∫

Xn

θ̂n(x)pX(x| θ) dx = g(θ) (θ ∈ Θ)

となる. よって

Eθ

[
θ̂n(X)

{
pX(X| θ̃)
pX(X| θ) − 1

}]
=

∫
eXn

θ̂n(x)

{
pX(x| θ̃)
pX(x| θ) − 1

}
pX(x| θ) dx

=

∫

Xn

θ̂n(x)pX(x| θ̃) dx−
∫

Xn

θ̂n(x)pX(x| θ) dx

= g(θ̃)− g(θ) (7.7)

となる. 一方

Eθ

[
pX(X| θ̃)
pX(X| θ)

]
=

∫
eXn

pX(x| θ̃)
pX(x| θ)p

X(x| θ) dx =

∫

Xn

pX(x| θ̃) dx = 1 (7.8)

と (7.7) に注意すると

g(θ̃)− g(θ) = Eθ

[
θ̂n(X)

{
pX(X| θ̃)
pX(X| θ) − 1

}]

= Eθ

[{
θ̂n(X)− Eθ

[
θ̂n(X)

]
+ Eθ

[
θ̂n(X)

]}{
pX(X| θ̃)
pX(X| θ) − 1

}]

= Eθ

[{
θ̂n(X)− Eθ

[
θ̂n(X)

]}{
pX(X| θ̃)
pX(X| θ) − 1

}]

+ Eθ

[
θ̂n(X)

]
Eθ

[
pX(X| θ̃)
pX(X| θ) − 1

]

︸ ︷︷ ︸
=0

= Eθ

[{
θ̂n(X)− Eθ

[
θ̂n(X)

]}{
pX(X| θ̃)
pX(X| θ) − 1

}]

を得る. Cauchy-Schwarz の不等式 (定理 3.10)を上の式の最右辺に適用
すると

∣∣g(θ̃)− g(θ)
∣∣ =

∣∣∣∣Eθ

[
θ̂n(X)

{
pX(X| θ̃)
pX(x| θ) − 1

}]∣∣∣∣

≤
√{

Eθ

[
θ̂n(X)− Eθ

[
θ̂n(X)

]}2]
√

Eθ

[{
pX(X| θ̃)
pX(x| θ) − 1

}2]

=

√
Varθ

[
θ̂n(X)

]
√

Varθ

[
pX(X| θ̃)
pX(x| θ)

]
(7.9)

164



数理統計学序説 7.3. 不偏推定と情報不等式

を得る. 最後の等号は (7.8) を用いた. したがって

Varθ
[
θ̂n(X)

]
Varθ

[
pX(X| θ̃)
pX(x| θ)

]
≥ {g(θ̃)− g(θ)}2 (7.10)

を得る. したがって (7.6) と (7.10) から ∀θ ∈ Θ に対して

Varθ
[
T (X)

] ≥ {g(θ̃)− g(θ)}2

A
(
θ̃, θ

)

となる. 上式の θ̃ は任意だったので, 上式の左辺において θ̃ に関して sup

を取ると定理の主張はわかる. 2

定理 7.16. (Cramér-Rao の不等式) 次の条件を仮定する.

(1) {Pθ; θ ∈ Θ ⊂ R} は正則母数モデルとする.

(2) g : R −→ R は微分可能でその導関数を
•
g (θ) としたとき

lim
eθ→θ

A
(
θ̃, θ

)

(θ̃ − θ)2
= J(θ) > 0

が存在する. ただし, A
(
θ̃, θ

)
は (7.6) で与えたものである.

(3) ∀θ ∈ Θ に対して十分小さな ε > 0 をとると任意の θ̃ :
∣∣θ̃ − θ

∣∣ < ε

に対して, ある関数 G(x| θ) が存在して　
∣∣∣∣
pX(x| θ̃)− pX(x| θ)

(θ̃ − θ)pX(x| θ)

∣∣∣∣ < G(x| θ) かつ Eθ

[
G2(X| θ)] < ∞

をみたす.

このとき g(θ) の任意の不偏推定量 T (X) に対して

Varθ
[
θ̂n(X)

] ≥
•
g (θ)

FX(θ)
(θ ∈ Θ) (7.11)

が成り立つ. ただし

FX(θ) = Eθ

[{
∂

∂θ
log pX(X| θ)

}2]

である.

注意 7.17. (7.11) を Cramér-Rao の不等式といい, その右辺を Cramér-

Rao の下限という. 2
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定理 7.16 の証明: X の値域を Xn と書く. 定理 7.15 と仮定 (2) から

Varθ
[
θ̂n(X)

] ≥ lim
eθ→θ

{
g(θ̃)− g(θ)

θ̃ − θ

}2

A
(
θ̃, θ

)

(θ̃ − θ)2

=
{•g (θ)}2

J(θ)
(7.12)

を得る. 次に仮定 (3) に注意して Lebesgue の優収束定理を用いると

J(θ) = lim
eθ→θ

A
(
θ̃, θ

)
(
θ̃ − θ

)2

= lim
eθ→θ

∫

Xn

{
pX(x| θ̃)
pX(x| θ) − 1

}2
pX(x| θ)(
θ̃ − θ

)2 dx

=

∫

Xn

{
lim
eθ→θ

pX(x| θ̃)− pX(x| θ)(
θ̃ − θ

)
pX(x| θ)

}2

pX(x| θ) dx

=

∫

Xn

{
∂

∂θ
log pX(x| θ)

}2

pX(x| θ) dx = FX(θ)

となる. これと (7.12) を合わせると

Varθ
[
θ̂n(X)

] ≥ {•g (θ)}2

FX(θ)
(7.13)

を得る.

2

注意 7.18. 指数型分布族が定理 7.16 の正則条件 (2) と (3) をみたして
いるかを確認する.

以下, 加筆をすること.

2

定義 7.19. X ∼ P⊗n
θ (θ ∈ Θ ⊂ R) とする. θ の不偏推定量 θ̂n は R 有

効2であるとは
Varθ

[
θ̂n

]
=

[FX(θ)
]−1

(θ ∈ Θ)

をみたすときをいう.

定理 7.20. X = (X1, X2, . . . , Xn) ∼ P⊗n
θ (θ ∈ Θ ⊂ R) とする. θ の

不偏推定量 θ̂n が R 有効であるための必要十分条件は R 上の R 値関数

2Rao 有効の意味であろう.
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T (x), A(θ), κ(θ), g(x) があって

θ̂n(X) =
1

n

n∑
j=1

T (Xj) (7.14)

log p(x| θ) = A(θ)T (x)− κ(θ) + g(x), (7.15)∫

X
T (x)p(x| θ) dx = θ (7.16)

をみたすときである. ただしX1 の p.d.f.(または p.m.f.) と値域をそれぞ
れ p(x| θ) と X(⊂ R) と書いた.

Proof. 連続型分布に対する証明を与える. 離散型分布に対しては, 積分
記号を和の記号に替えればよい. 表現 (7.14)− (7.16) が成立したとする.

`n(θ|x) =
∑n

j=1 log p(xj|θ)
(
x = (x1, x2, . . . , xn)

)
とおく. すると

•
`n (θ|x) =

∂

∂θ
`n(θ|x) =

•
A (θ)

n∑
j=1

T (xj)− n
•
κ (θ),

•
A (θ) =

∂A

∂θ
(θ),

•
κ (θ) =

∂B

∂θ
(θ)

となる. よって

Eθ

[•
`n (θ|X)

]
= 0 ⇔ •

A (θ)Eθ

[
T (X1)] =

•
κ (θ)

と (7.16) とあわせると

θ
•
A (θ) =

•
κ (θ) (7.17)

となる. さらに

0 =

∫

Xn

{T (x)− θ}p(x| θ) dx =

∫

Xn

{T (x)− θ} exp{log p(x| θ)} dx

を (7.15) と 7.17) に注意して, θ に関して微分すると

0 = −
∫

X
p1(x| θ) dx +

∫

X
{T (x)− θ}{ •

A (θ)T (x)− •
κ (θ)︸ ︷︷ ︸
=θ

•
A(θ)

}
p(x| θ) dx

= −
∫

X
p(x| θ) dx +

∫

X
{T (x)− θ}{ •

A (θ)T (x)− θ
•
A (θ)

}
p(x| θ) dx

となることがわかる. よって,
∫
X p(x| θ) dx = 1 に注意して, 上式を整理

すると

1 =
•
A (θ)Eθ

[{T (X1)− θ}2
]
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を得る. さらに Eθ[T (X1)] = θ に注意すれば

Varθ
[
T (X1)

]
=

1
•
A (θ)

(7.18)

となる. したがって

FX(θ) = Varθ
[•
`n (θ|X)

]
(7.19)

= Varθ

[ n∑
j=1

{ •A (θ)T (Xj)− •
κ (θ)}

]

= Varθ

[ n∑
j=1

•
A (θ)

{
T (Xj)

}]
(∵ 分散は平行移動に関して不変)

=
n∑

j=1

{ •A (θ)}2Var
[
T (Xj)

]
(∵ X1, X2, . . . , Xn は独立)

= n{ •A (θ)}2Var
[
T (X1)

]
(7.20)

= n
•
A (θ) (∵ (7.18))

を得る. また, θ̂n(X) =
1

n

∑n
j=1 T (Xj) なので

Eθ

[
θ̂n(X)

]
= θ

となり θ̂n は θ の不偏推定量である. 再度, (7.18) に注意すると

Varθ
[
θ̂n

]
= Varθ

[
1

n

n∑
j=1

T (Xj)

]
=

1

n2

n∑
j=1

Varθ
[
T (Xj)

]
=

1

n
•
A (θ)

=
1

FX(θ)

となり θ̂n は R 有効推定量となる.

次に逆を示す. Pθ の同時 p.d.f.
∏n

j=1 p(xj| θ) に対して, その対数尤度

関数を `n(θ|x) = log

(∏n
j=1 p(xj| θ)

)
と書くことにする. すると

∫

Xn

exp{`n(θ|X)} dx = 1

である. この式を θ に関して微分すると

0 =

∫

Xn

•
`n (θ|x) exp{`n(θ|x)} dx = Eθ

[•
`n (x|X)

]
(7.21)

となる. 同様に Eθ

[
θ̂n(X)

]
= θ より

∫

Xn

θ̂n(x) exp{`n(θ|x)} dx = θ
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となる. この式を θ に関して微分すると

1 =

∫

Xn

θ̂n(x)
•
`n (θ|x) exp{`n(θ|x)} dx = Eθ

[
θ̂n(X)

•
`n (θ|X)

]
(7.22)

を得る. (7.21) と (7.22) を合わせると

Eθ

[
(θ̂n(X)− θ)

•
`n (θ|X)

]
= Eθ

[
θ̂n(X)

•
`n (θ|X)

]
︸ ︷︷ ︸

=1

−θ Eθ

[•
`n (θ|X)

]
︸ ︷︷ ︸

=0

= 1 (7.23)

を得る. いま

Y =

•
`n (θ|X)

FX(θ)

とおく. (7.19) に注意すると

Eθ

[
Y

•
`n (θ|X)

]
= Eθ

[{•
`n (θ|X)

}2

FX(θ)

]
=

1

FX(θ)
Var[

•
`n (θ|X)] = 1

となる. これと (7.23) を合わせると

Eθ

[
(θ̂n(X)− θ − Y )Y

]

=
1

FX(θ)
Eθ

[
(θ̂n(X)− θ)

•
`n (θ|X)

]
︸ ︷︷ ︸

=1

− 1

FX(θ)
Eθ

[
Y

•
`n (θ|X)

]
︸ ︷︷ ︸

=1

= 0

を得る. 上の式を用いると

Eθ

[(
θ̂n(X)− θ

)2]
= Eθ

[(
θ̂n(X)− θ − Y + Y

)2]

= Eθ

[(
θ̂n(X)− θ − Y

)2]
+ Eθ

[
Y 2

]

≥ Eθ

[
Y 2

]

となる. よって等号成立は　

θ̂n(X)− θ − Y = 0 ⇔ θ̂n(X)− θ =

•
` (θ|X)

FX(θ)

⇔ FX(θ)
(
θ̂n(X)− θ

)
=
•
`n (θ|X)

となる. このことより, θ, θ ∈ X とすると

`n(θ|X)− `n(θ|X) =

∫ θ

θ

•
`n (X| θ) dθ =

∫ θ

θ

FX(θ)
(
θ̂n(X)− θ

)
dθ

= Ã(θ, θ)θ̂n(X)− B̃(θ, θ)
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と書ける. ただし

Ã(θ, θ) :=

∫ θ

θ

FX(θ) dθ; B̃(θ, θ) :=

∫ θ

θ

θFX(θ) dθ

である. ここで n = 1, θ = θ, θ = 1, X1 = x とおくと

`1(θ|x) = T (x)A(θ)−B(θ) + g(x)

と書ける. ただし

T (x) = θ̂1(x), g(x) = `1(1|x), A(θ) = Ã(θ, 1), B(θ) = B̃(θ, 1)

と書ける. 2

注意 7.21. 定理 7.20 から, R 有効な推定量が存在する統計的モデルは指
数型分布族となることがわかる. 2

7.4 章末注釈と参考文献
定理 7.10 の証明は [7, pp.241− 242] を借用した. 定理 7.13 の証明は

[36, pp.35− 41] を借用した. 定理 7.20 は [24, pp.39− 40] を借用した.

7.5 演習問題

演習問題 7.1. 離散型確率変数 X は, p.m.f.

p(x| θ) =





(
θ

2

)|x|
(1− θ)1−|x| (x = −1, 0, 1)

0 (その他の場合)

からの標本の大きさが 1のランダム標本とする. ただし, 0 < θ < 1で, X

は確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された確率変数とする. ふたつの統計量

S = S(X) = |X|, T = T (X) =

{
2 (X = 1)

0 (その他の場合)

を考える.

(1) S の確率分布を求めよ3.

(2) T の確率分布を求めよ.

3確率関数または確率分布表を求めること.
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(3) S が与えられたときの X の条件付確率分布を求め4, S は θ の十分統
計量かどうかを調べよ.

(4) S は θ の不偏推定量かどうかを調べよ.

(5) T は θ の不偏推定量かどうかを調べよ.

(6) S と T の平均 2 乗誤差 MSES(θ) = E[(S − θ)2] と MSET (θ) =

E[(T − θ)2] を求めよ. S と T の平均 2 乗誤差 MSES(θ) と MSET (θ) の
大小の比較をせよ. (横軸を θ とし, 縦軸を MSE の値として, S と T の
平均 2 乗誤差 MSES(θ) と MSET (θ) のグラフを描き比較すること.)

演習問題 7.2. θ > 0 とする．連続型確率変数 X は p.d.f.

p(x| θ) =

{
θxθ−1 (0 < x < 1)

0 (その他)

からの大きさ 1のランダム標本とする. ただし, X は確率空間 (Ω, A, Pr)

上で定義された確率変数とする.

(1) 連続型確率変数 X の期待値 E[X] を求めよ.

(2) 連続型確率変数 X の分布関数 F(x) = Pr(X ≤ x) (x ∈ R) を求めよ.

(3) X = x (0 < x < 1) を観測したのときの尤度関数 lik(θ|x) を述べよ
(答えのみでよい).

(4) θ の最尤推定値を求めよ.

演習問題 7.3. m, n ≥ 2 を整数とし

X1, X2, . . . , Xm
i.i.d.∼ N(µ1, σ2)

Y1, Y2, . . . , Yn
i.i.d.∼ N(µ2, σ2)

とする. さらに

Xm =
1

m

m∑
i=1

Xi

Y n =
1

n

n∑
i=1

Yi

σ̂2 =
1

m + n− 2

{
m∑

i=1

(Xm −Xi)
2 +

n∑
i=1

(Y n − Yi)
2

}

とおく. これらの確率変数は同じ確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義されたも
のとする. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1)

Xm − Y n ∼ N

(
µ1 − µ2,

m + n

mn
σ2

)

4条件付き p.m.f. を求めるか, X が与えられた値ごとの確率分布表を求めればよい.
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となることを説明 (証明)せよ.

(2)

E[σ̂2] = σ2

となることを説明（証明）せよ.

演習問題 7.4. n ≥ 2 を整数とし, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Po(λ) とする5.

ただし, λ > 0 で, これらの確率変数は確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義され
ているとする.

(1)
∑n

i=1 Xi の分布は Po(nλ) となることを積率母関数を計算することで
示せ.

(2) λ の任意の不偏推定量の分散についてのその下限（Cramér-Rao の下
限）を求めよ.

(3) λ の最尤推定量を求め, その分散が Cramér-Rao の下限に到達するこ
とを確認せよ.

演習問題 7.5. X1, X2, . . . , Xn を母集団分布 ( 平均は θ，分散は 12 の
正規分布 )

p(x| θ) =
1√
2π

exp

(
−(x− θ)2

2

)

からの大きさ n のランダム標本とする. ただし, 母数 θ (−∞ < θ < ∞)

は未知とする. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn を観測したときの θ の尤度関数
likn(θ|x1, x2, . . . , xn) と対数尤度関数 likn(θ|x1, x2, . . . , xn) を書け.

(2) θ の最尤推定値 θ̂n(x1, x2, . . . , xn) を求めよ.

(3) θ の最尤推定量 θ̂n(X1, X2, . . . , Xn)の平均 E[θ̂n(X1, X2, . . . , Xn)]を
求めよ.

(4) θ の最尤推定量 θ̂n(X1, X2, . . . , Xn) の分散 Var[θ̂n(X1, X2, . . . , Xn)]

を求めよ.

(5) 任意の正数 ε に対して,

lim
n→∞

Pr
(|θ̂n(X1, X2, . . . , Xn)− θ| ≥ ε

)
= 0

を示せ.

5

Pr(X1 = x) =
λx

x!
e−λ (x = 0, 1, . . .)

である. ただし, これらの確率変数は確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義されたものとする.
その積率母関数は

MX1(t) = E[etX1 ] = e(et−1)λ

である.
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演習問題 7.6.

演習問題 7.7.
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第8章 検定と信頼区間

第 8.1では仮説検定問題の枠組みと考え方を説明する. 第 8.2では,帰無
仮説も対立仮説も単純であるとき,検定統計量の最適定理である Neyman-

Pearson の補題を説明する. 第 8.3 では, 検定統計量の導出原理を説明す
る. 第 8.5 では様々な検定方法をまとめる. 第 8.6 では, 区間推定量の考
え方を説明する. 第 8.7 では, 区間推定量の構成法の代表的なものを説明
する.

8.1 仮説検定の考え方
母集団分布を特徴付ける母数について想定したある仮説の真偽を標本
に基づいて調べることを仮説検定 hypothsis testという.

いま

X = (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n
„∗ (θ∗ ∈ Θ ⊂ Rd)

とする. ただし d, n ∈ N で, Θ は母数空間である. また, Xn (⊂ Rn) を
X の値域としたとき, P⊗n

„∗ は
(
Xn, B(Xn)

)
上の確率測度 (X の分布)で

ある. Θ0 ⊂ Θ は空でない Θ の真部分集合とし, θ∗ が Θ0 に入るか否か
を調べたいとき, 仮説

H0 : θ∗ ∈ Θ0 vs. H1 : θ∗ ∈ Θ1 := Θ \Θ0 (8.1)

を考える. H0 または H1 のいずれかが正しいかを判断することを「H0

を H1 に対して検定 (test)する」という. H0 を帰無仮説 (null hypothsis)

といい, H1 を対立仮説 (alternative hypothsis)という. Θ0 が Θの 1つの
元から成るときH0 を単純仮説 (simple hypothsis)という. そうでないと
き H0 を複合仮説 (composite hypothsis)という. 言葉を乱用して, 「Θ0

は単純仮説である」等ということもある.

仮説 (8.1) に対して, 以下のように検定方式を定めることができる. X

の取り得るすべての値の集合を Xn(⊂ Rn) と表す. Xn を 2 つの排反で
空でない部分集合W と W c に分割する. すなわち W 6= ∅, W c 6= ∅ で
W ∪W c = Xn かつ W ∩W c = ∅ である. X の実現値を x と書いたと
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き, 検定方式は

x ∈ W ⇒ 帰無仮説 H0 を棄却し, 対立仮説 H1 を採択,

x ∈ W c ⇒ 帰無仮説 H0 を受容

と表現できる. このときW を棄却域 (critical region)といい, W c を受容
域 (acceptance region)という.

上のように定めた検定方式には 2 つのタイプの誤りが起こる可能性が
ある. (1) 帰無仮説 H0 が正しいにもかかわらず標本の実現値 x に基づ
いて検定した結果, H0 を棄却してしまうこと. 逆に, (2) 対立仮説 H1 が
正しいにもかかわらず標本の実現値 x に基づいて検定した結果, H0 を
受容してしまうことである. (1) の誤判断を第 1 種の誤りといい, (2) の
誤判断を第 2 種の誤りとそれぞれ呼ぶ. 一般に一方の誤りが起こる確率
を小さくする検定方式は, 他方の誤りを起こす確率を大きくする. すなわ
ち, 両者の誤りが起こる確率を同時に小さくする検定方式はないことが
知られている.

以下では「よい」検定方式を一般的な形で定式化することを考える. 関
数 φ : Xn → [0, 1] は可測関数とする. この関数 φ を用いて次のように検
定方式を定める. X = x を観測したとき, 確率 φ(x) で帰無仮説 H0 を棄
却する検定方式を考える. この φ を検定関数 (test function) という. 関
数 φ が X の空でない部分集合の定義関数のとき, この検定関数 φ で定
まる検定方式を非確率化検定 (nonrandomized test) という. すなわち

φ(x) =

{
1 (x ∈ W )

0 (x ∈ W c)

とすると棄却域 W をもつ非確率化検定が定まる. そうでない検定方式
を確率化検定 (randomized test)という.

以後 φ(X) を検定統計量 (test statistic)ということにする. さらに検
定統計量 φ によって定まる検定方式を単に検定ということにする. 検定
統計量 φ(X) の第 1 種の誤りの確率は

E„
[
φ(X)

]
(θ ∈ Θ0)

となり, 第 2 種の誤りの確率は

1− E„
[
φ(X)

]
(θ ∈ Θ1)

となる. ただし

E„[φ(X)] =

∫

Xn

φ(x)p(x|θ) dx
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と定めた. 「よい」検定として, まず第 1 種の誤りの確率のΘ0 上の上限
を α (0 < α < 1) 以下にするような検定を考える. すなわち

sup
„∈Θ0

E„
[
φ(X)

] ≤ α (8.2)

である. (8.1) をみたす検定または φ を有意水準 α の検定 (level α test)

という. つぎに有意水準 α のある検定 φ で, 有意水準 α の検定の中で第
2 種の誤りの確率

1− E„
[
φ(X)

]
(θ ∈ Θ1) (8.3)

を Θ1 上で最小にするするものを見つけることを目指す. すなわち

E„
[
φ(X)

]
(θ ∈ Θ1)

を最大にするものである. この確率を θ ∈ Θ1 の関数とみて

β
(
θ
)

:= E„
[
φ(X)

]
(θ ∈ Θ1)

と表記する. これを検出力関数 (power function)または検出力という. し
たがって「よい」検定は次のように定義される.

定義 8.1. 有意水準 α (0 < α < 1) の検定 φ で検出力を任意の θ ∈ Θ1 に
対して最大にするものを有意水準 α の一様最強力検定 (uniformly most

powerful test= u.m.p. 検定)という. 特に帰無仮説と対立仮説が単純仮
説であるとき, u.m.p. 検定を単に有意水準 α の最強力検定 (m.p. 検定)

という.

8.2 Neyman-Pearson の定理
まず m.p. 検定を求める最も基本的定理を述べる. 以下では, 簡単のた

めに X は同時 p.d.f. pX(x|θ) をもつとして議論を進めていく. 離散型
確率変数のときは同時 p.m.f. を考え, 積分を和の記号に替えればよい.

定理 8.2. (Neyman-Pearson の定理) 母数空間は Rd の異なる 2 点から
成るとする. Θ = {θ0, θ1} である. X = (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n

„ (θ ∈
Θ ⊂ Rd) とし, pX(x|θ) (θ ∈ Θ, x ∈ Rn) を X の同時 p.d.f.または
p.m.f. とする. 検定問題

H0 : θ = θ0 vs. H1 : θ = θ1
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に対する有意水準 α (0 < α < 1) の m.p.検定 φ0 は以下で与えられる.

φ0(x) =





1 (pX(x|θ1) > cpX(x|θ0)

γ (pX(x|θ1) = cpX(x|θ0)

0 (pX(x|θ1) < cpX(x|θ0)

(8.4)

である. ただし γ, c (0 ≤ γ ≤ 1, c > 0) は

E„0
[
φ0(X)

]
= α (8.5)

から定まる定数である.

Proof. まず

B1 = {x ∈ Xn; pX(x|θ1) > cpX(x|θ0)},
B2 = {x ∈ Xn; pX(x|θ1) = cpX(x|θ0)},
B3 = {x ∈ Xn; pX(x|θ1) < cpX(x|θ0)}

とする. φ は有意水準 α の任意の検定とする. すなわち

E„0

[
φ(X)

] ≤ α (8.6)
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をみたす. 一方 (8.4) より

E„1
[
φ0(X)

]− E„1
[
φ(X)

]

=

∫

Xn

φ0(x)pX(x| θ1) dx−
∫

Xn

φ(x)pX(x| θ1) dx

=

∫

B1

φ0(x)︸ ︷︷ ︸
=1

pX(x| θ1) dx +

∫

B2

φ0(x)︸ ︷︷ ︸
=γ

pX(x| θ1) dx +

∫

B3

φ0(x)︸ ︷︷ ︸
=0

pX(x| θ1) dx

−
∫

B1

φ(x)pX(x| θ1) dx−
∫

B2

φ(x)pX(x| θ1) dx−
∫

B3

φ(x)pX(x| θ1) dx

=

∫

B1

{1− φ(x)} pX(x|θ1) dx︸ ︷︷ ︸
>cpX(x|„0) (x∈B1)

+

∫

B2

{γ − φ(x)} pX(x|θ1) dx︸ ︷︷ ︸
=cpX(x| „0) (x∈B2)

+

∫

B3

{−φ(x)} pX(x|θ1)︸ ︷︷ ︸
<cpX(x|„0) (x∈B3)

dx

≥
∫

B1

{1− φ(x)}cpX(x|θ0) dx +

∫

B2

{γ − φ(x)}cpX(x|θ0) dx

+

∫

B3

{−φ(x)}cpX(x|θ0) dx

= c

∫

B1

{1− φ(x)}pX(x|θ0) dx + c

∫

B2

{γ − φ(x)}pX(x|θ0) dx

+ c

∫

B3

{−φ(x)}pX(x|θ0) dx

= c

∫

Xn

{φ0(x)− φ(x)}pX(x|θ0) dx

= c

{
Eθ0 [φ0(X)]− Eθ0 [φ(X)]

}
(∵ (8.4))

= c

{
α− E„0

[
φ(X)

]} ≥ 0 (∵ (8.6)より)

を得る. したがって

E„1
[
φ0(X)

] ≥ E„1
[
φ(X)

]

となるので, φ0 は有意水準 α の m.p. 検定となる. 2

例 8.3. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(θ, σ2) で σ2 (σ > 0) は既知とする. この

とき検定問題

H0 : θ = θ0 vs. H1 : θ = θ1 (θ1 > θ0)

に対する m.p.検定を求める. まず X = (X1, X2, . . . , Xn)> の同時 p.d.f.

179



数理統計学序説 第 8. 検定と信頼区間

は

pX(x| θ) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
− 1

2σ2

n∑
j=1

(xj−θ)2

]
, x = (x1, x2, . . . , xn)>

で与えられることに注意をする. 簡単な計算から

log

[
pX(x| θ1)

pX(x| θ0)

]
= − 1

2σ2

[ n∑
j=1

(xj − θ1)
2 −

n∑
j=1

(xj − θ0)
2

]

=
(θ1 − θ0)

2

σ2

(
xn − θ0 + θ1

2

)
(8.7)

となる. ただし

xn =
1

n

n∑
j=1

xj

である. ここで

pX(x| θ0) > cpX(x| θ1) ⇔ log

[
pX(x| θ1)

pX(x| θ0)

]
> log c

⇔ xn > c′ (∵ (8.7) より)

である. X は連続型確率変数なので, Xn = n−1
∑n

j=1 Xj = c′ である確
率は 0 となるので, m.p.検定の形は

φ0(x) =

{
1 (xn > c′)
0 (xn ≤ c′)

となる. 定数 c′ は

α = Prθ0

{
Xn > c′

}
(8.8)

から定まる. ただし, B ∈ B(Rn) に対して

Prθ(X ∈ B) = Eθ[1lB(X)] =

∫

B

pX(x| θ) dx (θ ∈ Θ)

と定めた. (8.8) は

α = Prθ0

{√
n(Xn − θ0)

σ
>

√
n(c′ − θ0)

σ

}
(8.9)

と書き直せ, θ = θ0 のもとで
√

n(Xn − θ0)/σ ∼ N(0, 1) であるので

Φ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π

e−x2/2 dx
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とすると (8.9) は

α = 1− Φ

[√
n(c′ − θ0)

σ

]

となる. 標準正規分布の上側 100× α% を zα とすると√
n(c′ − θ0)

σ
= zα ⇔ c′ = θ0 +

zασ√
n

を得る. よって有意水準 α の m.p.検定は

φ0(x) =





1

(
xn > θ0 + zασ√

n

)

0

(
xn ≤ θ0 + zασ√

n

)

となる. 次に φ0 の検出力は次のようになる.

βφ0(θ1) = Eθ1

[
φ0(X)

]
= Prθ1

{
Xn > θ0 +

zασ√
n

}

= Prθ1

{√
n
(
Xn − θ1

)

σ
> zα −

√
n
(
θ1 − θ0

)

σ

}
(8.10)

となる. θ = θ1 のとき
√

n
(
Xn − θ1

)
/σ ∼ N(0, 1) なので, (8.10) より仮

説間の平均の差 θ0 − θ1(> 0) が大きいほど検出力は大きくなる. また標
本 n が大きくなっても検出力が大きくなることがわかる. 2

例 8.4. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Ber(θ) (0 < θ < 1) とする. このとき検定

問題

H0 : θ = θ0, H1 : θ = θ1 (θ1 > θ0) (8.11)

に対する m.p. 検定を求める. まず X = (X1, X2, . . . , Xn)> の同時確率
関数 p.m.f. は

pX(x| θ) =
n∏

j=1

θxj(1− θ)1−xj
(
x = (x1, x2, . . . , xn)>

)
(8.12)

で与えられるので

log
pX(x| θ1)

pX(x| θ0)
=

{ n∑
j=1

xj

}
log

{
θ1(1− θ0)

(1− θ1)θ0

}
+ n log

{
1− θ1

1− θ0

}

となる. θ1 > θ0 としたので,
θ1(1− θ0)

(1− θ1)θ0

> 1 であることに注意すると

pX(x| θ1) > cpX(x| θ0) ⇔ log

[
pX(x| θ1)

pX(x| θ0)

]
> c′

⇔
n∑

j=1

xj > c′′
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と書きかえることができる. よって有意水準 α の m.p.検定は

φ0(x) =





1
(∑n

j=1 xj > c′′
)

γ
(∑n

j=1 xj = c′′
)

0
(∑n

j=1 xj < c′′
) (8.13)

の形になる. ここで γ と c′′ を

α = Eθ0

[
φ0(X)

]

= Prθ0

{ n∑
j=1

Xj > c′′
}

+ γPrθ0

{ n∑
j=1

Xj = c′′
}

(8.14)

から定まる.
∑n

j=1 Xj は θ = θ0 のとき二項分布 Bino(n, θ0) に従うので,

(8.14) は

α =
n∑

j=c′′+1

(
n

j

)
θj
0(1− θ0)

n−j + γ

(
n

c′′

)
θc′′
0 (1− θ)n−c′′

となる. まずは c′′ を
n∑

j=c′′+1

(
n

j

)
θj
0(1− θ0)

n−j ≤ α <

n∑

j=c′′

(
n

j

)
θj
0(1− θ0)

n−j

をみたす整数を定める. これから c0 と書くことにする. すると γ は

γ =

[
α−

n∑
j=c0+1

(
n

j

)
θj
0(1− θ0)

n−j

]/ (
n

c0

)
θc0
0 (1− θ0)

n−c0

で定められる. 2

8.3 検定統計量の導出方法
Xn を標本空間とし, X = (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n

„ (θ ∈ Θ ⊂ Rd) と
する. 検定関数 φ : Xn → [0, 1] によって定まる検定方式は, 以下のよう
に定まることがある. ある統計量 S : Xn −→ R と定数 c が存在して

S(x) ≤ c ⇒ φ(x) = 1

S(x) > c ⇒ φ(x) = 0

となる. この場合, S(X) のことも検定統計量と呼ぶことにする.

X = (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n
„ (θ ∈ Θ ⊂ Rd) とする. ただし,

P⊗n
„ は Rn 上の確率測度である. P⊗n

„ は同時 p.d.f. pX(x|θ) をもつと
する. また, 母数空間 Θ は Θ0 と Θ0 に分割されたとする. すなわち
Θ0 ∪Θ1 = Θ, Θ0 ∩Θ1 = ∅, Θ0 6= ∅, Θ1 6= ∅ である.
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定義 8.5. 検定問題

H0 : θ ∈ Θ0 vs. H1 : θ ∈ Θ1

を検定するための尤度比検定統計量 (likelihood ratio statistic=l.r. 統計
量) は

λ(X) =
sup„∈Θ0

pX(X|θ)

sup„∈Θ pX(X|θ)

で与えらる. このとき正の定数 C が存在して H0 の棄却域が

W = {x ∈ Xn; λ(x) ≤ C}
で与えられる検定を尤度比検定 (likelihood ratio test=l.r.t.) という. す
なわち

φ(x) = 1lW (x) =

{
1 (x ∈ W )

0 (x 6∈ W )

となる.

注意 8.6. θ̂(X) を母数空間 Θ での θ の最尤推定量とし, θ̂0(X) を母数
空間を Θ0 に制限したときの θ の最尤推定量とする. このとき

λ(X) =
pX

(
X| θ̂0(X)

)

pX
(
X| θ̂(X)

)

と表現できる.

定理 8.7. X ∼ P⊗n
„∗ (θ∗ ∈ Θ ⊂ Rd) とする. Θ の次元を d, Θ0 の次元を

r (r < d) とする. 検定問題

H0 : θ∗ ∈ Θ0 vs. θ∗ ∈ H1 : Θ1 := Θ \Θ0

に対する尤度比検定統計量を λ(X) とする. このとき H0 のもとで次が
成り立つ.

−2 log λ(X) Ã χ2
d−r

が成立する.

Proof. d = 1 の場合について, 証明の概略を与える. 2

注意 8.8. 定理 8.7 の結果を用いると尤度比検定の棄却域は

W =
{
x ∈ Xn; −2 log λ(x) > χ2

d−r, α

}

で与えらる. ただし χ2
d−r, α は自由度 d − r の χ2 分布の上側 100 × α%

点である. したがって, 検定手続きは

x ∈ W ⇒ H0 は棄却

となる. 2
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8.3.1 単調尤度比

8.3.2 t 検定の最適性

8.4 様々な検定

8.5 様々な検定

8.5.1 スコア検定と Wald 検定

8.5.2 多重比較と FDR

8.6 区間推定の考え方
X = (X1, X2, . . . , Xn)> ∼ P⊗n

θ (θ ∈ Θ ⊂ R) とする. 0 < α < 1 を
固定する. 母数 θ に依存しない区間

[
L(X), U(X)

] ⊂ Θ が ∀θ ∈ Θ に対
して

Prθ

{
L(X) ≤ θ ≤ U(X)

}
≥ 1− α (8.15)

をみたすとき区間
[
L(X), U(X)

]
を信頼係数 (1 − α) の θ の信頼区間

(confidence interval) という. L(X), U(X) を信頼限界 (confident limit)

という. 通常 α として 0.05, 0.01, 0.1 等が用いられる. (8.15) の関係式
は, たとえば 100 組の実現値を発生させると 100α 回程度は信頼区間に
真の母数 θ は含まれないと考える.

例 8.9. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(θ, σ2)とする. ただし θ ∈ Rで σ2 (σ > 0)

の値は既知である. このとき標本平均Xn = n−1
∑n

j=1 Xj は

Xn ∼ N

(
θ,

σ2

n

)

となる. このことより

Sθ(X) =

√
n
(
Xn − θ

)

σ
∼ N(0, 1)
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となる. ここで zα/2 を標準正規分布 N(0, 1) の上側 100(α/2)% 点とと
ると

1− α = Prθ

{
−zα/2 ≤ Sθ(X) ≤ zα/2

}

= Prθ

{
Xn − σ√

n
zα/2 ≤ θ ≤ Xn +

σ√
n

zα/2

}

なることがわかる. したがって

[
L(X), U(X)

]
=

[
Xn − σ√

n
zα/2, Xn +

σ√
n

zα/2

]

は信頼係数 (1− α) の θ の信頼区間となる. 2

8.7 信頼区間の構成法

8.7.1 検定方式の反転

Θ ⊂ R とし, θ0 ∈ Θ を取る1. 検定問題

H0 : θ = θ0, H1 : θ 6= θ0

を考える. 有意水準 α (0 < α < 1) の検定の受容域をA(θ0) とおく. すな
わち

Prθ0

{
X ∈ A(θ0)

} ≥ 1− α

が成り立っている. そこでX ∈ A(θ0) を θ0 に関して解くことによって

C(X) = {θ ∈ Θ; x ∈ A(θ)}

が得られる. 一般に C(X) は連結区間になるという保証はない. C(X)

が連結区間となれば

Prθ
{
θ ∈ A(θ)

} ≥ 1− α

となるので, C(X) は信頼係数 (1− α) の信頼区間となる.

例 8.10. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Ber(θ) (0 < θ < 1) とする. θ0 ∈ (0, 1) と

固定し, 検定問題
H0 : θ = θ0, H1 : θ 6= θ0

1θ0 を θ∗ と書くべきであろうが, 後の表記上の都合でこの記号を採用した.
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を考える. この検定問題に対する尤度比検定統計量は

λ(X) =

∏n
j=1 θ

Xj

0 (1− θ0)
1−Xj

∏n
j=1 X

Xj

n (1−Xn)1−Xj

=
n∏

j=1

(
θ0

Xn

)Xj
(

1− θ0

1−Xn

)1−Xj

となる. これより受容域 A(θ0) は

A(θ0) =

{
x ∈ {0, 1}n;

− 2 log λ(x) = 2nxn log

(
xn

θ0

)
+ 2n(1− xn) log

(
1− xn

1− θ0

)
≤ χ2

1, α

}

となる. ただし xn = n−1
∑n

j=1 xj, x = (x1, x2, . . . , xn) である. よって

C(X) :=

{
θ; Xn log

(
Xn

θ

)
+ (1−Xn) log

(
1−Xn

1− θ

)
≤ χ2

1, α

2n

}

となる. ただし信頼限界 L(X), U(X) を陽に求めることはできない. 2

8.7.2 枢軸量 (pivotal quantity)

一般に Q(X, θ)の分布が θ に依存しないとき, Q(X, θ)を枢軸量 (piv-

otal quantity)という. このとき

Prθ

(
a ≤ Q(X, θ) ≤ b

)
= 1− α

をみたす a, b を定めて, a ≤ Q(X, θ) ≤ b を θ に関して解くことにより,

信頼係数 (1− α) の θ の信頼区間

C(X) =
{
θ ∈ Θ; a ≤ Q(X, θ) ≤ b

}

が得られる. もちろん C(X) が連結区間になる保証は一般的にはないが,

うまく連結区間になれば, 信頼区間として使用できる.

例 8.11. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Exp(θ) (θ > 0)とする. すなわち, p.d.f. は

p(x| θ) =

{
θe−θx (x > 0)

0 (その他の場合)

で与えられる. すると 2θ
∑n

j=1 Xj は自由度 2n の χ2 分布に従うので

Q(X, θ) = 2θ
n∑

j=1

Xj
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とおく. よって χ2
2n, α を自由度 2n の χ2 分布の上側 100α% 点とすると

Prθ

(
χ2

2n, 1−α/2 ≤ Q(X, θ) ≤ χ2
2n, α/2

)
= 1− α

となるので,

[
L(X), U(X)

]
=

[
χ2

2n, 1−α/2

2
∑n

j=1 Xj

,
χ2

2n, α/2

2
∑n

j=1 Xj

]

は信頼係数 (1− α) の θ の信頼区間となる. 2

問 8.1. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Exp(θ) (θ > 0) のとき, 2θ

∑n
j=1 Xj ∼ χ2

2n

となることを示せ.

8.8 章末注釈と参考文献
節 8.5 は [36, pp.62− 67] を借用した.

8.9 演習問題

演習問題 8.1. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義された確率変数X1, X2, X3

は独立同一に母数 θ (0 < θ < 1) の Benoulli 分布 Ber(θ) に従っていると
する. 検定問題

H0 : θ =
1

2
vs H1 : θ 6= 1

2
の検定問題に対して, 検定方式

W1 = {(x1, x2, x3) ∈ S;
3∑

i=1

xi ∈ {0, 3}}

W2 = {(x1, x2, x3) ∈ S;
3∑

i=1

xi ∈ {2, 3}}

を考える. ただし, S = {(x1, x2, x3); xi ∈ {0, 1} (i = 1, 2, 3)} である.

検定方式 W1, W2 のサイズを求めよ. すなわち

Prθ=1/2((X1, X2, X3) ∈ R1) および Prθ=1/2((X1, X2, X3) ∈ R2)

の確率である.

記号 p(x| θ) を Ber(θ) の p.m.f. とする. Borel 集合 A ⊂ R3 に対して

Prθ=1/2

(
(X1, X2, X3) ∈ A

)
=

∑

(x1, x2, x3)∈A∩S

p
(
x1| 1

2

)
p
(
x2| 1

2

)
p
(
x3| 1

2

)

と定めている.
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演習問題 8.2. θ ∈ R とし, 連続型確率変数 X は p.d.f.

p(x| θ) =
1

π{1 + (x− θ)2} (−∞ < x < ∞)

を持つとする. 仮説検定問題

帰無仮説 H0 : θ = 0 vs. 対立仮説 H0 : θ = 1

を X に基づく検定する. この検定問題に対して, 棄却域

W := {x ∈ R : 1 < x < 3}

を考える. 以下の問いに答えよ. ただし, arctan 2 = 1.107, arctan 3 =

1.249, π = 3.1416 として計算せよ.

(1) 積分
∫ ∞

−∞
p(x| θ) dx

を計算せよ.

(2) W で定まる検定のサイズ (第 1 種の誤りの確率) α の値を小数第 3

位まで求めよ.

(3) W で定まる検定の検出力 1− β (第 1 種の誤りの確率)を小数第 3 位
まで求めよ.

(4) 尤度比

Λ(x) =
p(x| 1)

p(x| 0)

の x = 0 と x = 1 における値を求めよ.

(5) 不等式 Λ(x) > 2 をみたす領域を求めることにより, W で与えらるは
(1) で与えられた α を有意水準とする検定の中で最強力検定となること
を Neyman-Peason の補題を用いて証明せよ.

演習問題 8.3. 連続型確率変数列 X1, X2, . . . , X16 は正規分布 N(µ, 32)

からのランダム標本とする. ただし, −∞ < µ < ∞ で, これらの確率変
数は確率空間 (Ω, A, Pr) 上で定義されたものとする.

(1) 標本平均 X16 = (1/16)(X1 + · · · + X16) の期待値と分散を計算する
ことにより, X16 の分布を述べよ.

(2) a > 0, b を定数とし, Z = aX16 + b としたとき, Z の分布が標準正規
分布になるように定数 a, b を定めよ.

(3) 信頼係数 90% の µ の信頼区間を構成せよ.
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演習問題 8.4. 連続型確率変数列 X1, X2, X3 は正規母集団N(µ, 3) から
の標本の大きさ 3 のランダム標本とする. 次の仮説検定問題を考える:

H0 : µ = 0 vs. H1 : µ = 2

このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) H0 と H1 は単純仮説か複合仮説かを答えよ.

(2) X3 = (1/3)(X1 + X2 + X3) とする. X̄3 は帰無仮説 H0 : µ = 0 のも
とでどのようなものになるかを答えよ. 理由も述べること.

(3) H0 の棄却域を

C(t) = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x1 + x2 + x3 > t}

としたとき, C(t) が有意水準 0.1 の検定の棄却域になるように t をひと
つ定めよ. t を求めるときには小数第 3 位を四捨五入せよ.

(4) 棄却域 C(t) の検出力を対立仮説 H1 : µ = 2 のもとで求めよ. ただ
し, 解答は関数Φ(x) =

∫ x

−∞(1/
√

2π)e−t2/2 dt および t を用いて表現せよ.

すなわち, 具体的な値を計算しなくともよい.
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第9章 Bayes的推測

9.1 Bayes 的推測の考え方
前節までの統計的手法は頻度論的手法 (frequentist methods)と呼ばれ
るものである. 頻度論的アプローチの考え方は以下のようにまとめられる.

【F1】確率は大量に観測されたデータの度数の極限と考える.

【F2】真の母数は未知だか, 固定した値であると考える. したがって真の
母数は変動しないし, 真の母数に対する意味のある確率的な主張は
ない.

【F3】推測手法は大量にデータが観測されれば, うまく機能する保証があ
るように設計されている. たとえば信頼係数 0.95 の信頼区間は, 大
量に観測されたデータの極限的な頻度において, 0.95 の信頼度が保
証されている.

この考え方とは異なるアプローチの 1 つが Bayes的推測である. Bayes

的アプローチは以下のような考え方に基づいている.

【B1】確率は極限的な頻度ではなく, 信頼の程度を表現するものであると
考える. データはある確率変数の実現値と考えるだけでなく, それ
以外の色々なものも確率変数の実現値と考える.

【B2】真の母数は固定された定数にも関わらず, 真の母数の確率的な主張
をする.

【B3】真の母数に対して確率分布を想定し, 未知の母数の推測を行う. 点
推定値や区間推定値もこの分布からの実現値と考える.

確率に主観的な見方を導入する Bayes 的アプローチには, 頻度論的立場
の主流派 (古典的な)統計学者からの大きな批判がある. しかし, 統計学
の隣接分野である機械学習やデータマイニングの分野では Bayes 的なア
プローチが広く採用されている.

哲学的な議論は脇において, Bayes的推測がどのような形式で行われる
かをこの節ではみていく.
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9.2 Bayes 的推測手法
Bayes的推測は以下のステップに従い行われる. 母数モデルを {Pθ; θ ∈

Θ} とする.

1. 事前分布 (prior distribution)と呼ばれる母数 θについての分布π(θ)

を想定する.

2. 母数 θ に与えられたときにデータの分布を表現する条件付きの分
布 (頻度論的な立場では真の分布) pX(x| θ) を想定する.

3. 観測されたデータ X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn に基づき, θ

の信頼度をアップデートする. すなわち, 事後分布 (posterior dis-

tribution)　 πθ|X(θ|x) を求める. ただし x = (x1, x2, . . . , xn) と
した.

そして, 事後分布に基づき, 母数の推測を行う. 3 番目のステップがどの
ように行われるかを θ の事前分布とデータ X の分布が共に離散型の場
合で説明する.

真の母数 θ は確率変数 Θ の実現値と考える. いまは離散型確率変数
の設定なので

Pr
(
Θ = θ|X = x

)
=

Pr
(
Θ = θ, X = x

)

Pr(X = x)

=
Pr

(
Θ = θ, X = x

)
∑

θ Pr
(
X = x

∣∣Θ = θ
)
Pr

(
Θ = θ

)

となる. 最後の等号は全確率の法則 (補題 1.11)を用いた. これを連続型
分布の場合に形式的に書き直すと

πΘ|X(θ|x) =
pX(x| θ)π(θ)∫
pX(x| θ)π(θ) dθ

と書ける. ただし πΘ|X( · |x) はX = x が与えられたときの Θ の条件
付き p.d.f. であり, θ の事後分布である. p(x| θ) は真の母数が θ のとき
のデータの分布の p.d.f. で, π(θ) は Θ の分布の p.d.f. である.

n個のランダム標本X = (X1, X2, . . . , Xn)に対して,真の母数が θ の
ときのX の同時 p.d.f. pX( · | θ) とし, X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn

を観測したときの尤度関数 likn(θ) を

likn(θ) = pX(x| θ)

と書くことにする. よって

πΘ|X(θ|x) =
pX(x| θ)π(θ)∫
pX(x| θ)π(θ) dθ

=:
likn(θ)π(θ)

cn

∝ likn(θ)π(θ)
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と表すことができる. ただし

cn :=

∫
likn(θ)π(θ) dθ

は正規化定数と呼ばれる値である. cn は θ に依存せず, データの実現値
に依存した値である. よって事後分布の条件付き p.d.f. は事前分布と尤
度関数の積の定数倍である.

πΘ|X(θ|x) ∝ likn(θ)π(θ).

cn を無視してもよいのだろうか? 必要なときは求めることができるので
問題ない. 事後分布の平均やモード (最頻値)を推測に用いることが多い.

たとえば, ∫
{y − θ}2πΘ|X(θ|x) dθ

を最小にする y の値を θ と書くと

θ =

∫
θπΘ|X(θ| θ) dθ∫
θ2 πΘ|X(θ| θ) dθ

=

∫
θ likn(θ)π(θ) dθ∫
θ2 likn(θ)π(θ) dθ

と表現できる. また信頼区間であれば, 0 < α < 1/2 に対して
∫ a

−∞
πΘ|X(θ|x) dθ =

∫ ∞

b

πΘ|X(θ|x) dθ

をみたす a, b を求めると開区間 C = (a, b) は

Pr
(
θ ∈ C

)
= 1− α

をみたす事後信頼区間となる.

例 9.1. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Ber(θ) (0 < θ < 1) とし, 事前分布は (0, 1)

上の一様分布とする. すなわち

π(θ) =

{
1 (0 < θ < 1)

0 (その他の場合)

である. すると

πΘ|X(θ|x) ∝π(θ)likn(θ) =
n∏

j=1

θxj(1− θ)1−xj1l{0, 1}(xj)

= θs(1− θ)n−s1l{0, 1, ..., n}(s)

となる. ただし s =
∑n

j=1 xj である.
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一方 α > 0, β > 0 とし

π(θ|α, β) =

{
Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

θα−1(1− θ)β−1 (x > 0)

0 (その他の場合)

とする. ただし Γ(α) =
∫∞

0
xα−1e−x dx である. すなわち θ の事前分布は

B(α, β) である. このとき

πΘ|X(θ|x) =
Γ(n + 2)

Γ(s + 1)Γ(n− s + 1)
θ(s+1)−1(1− θ)(n−s+1)−1 (9.1)

となる. したがって

Θ|X = x ∼ B(s + 1, n− s + 1)

がわかる. このとき

θ =

∫
θπΘ|X(θ|x) dθ

とおくと

θ =
s + 1

n + 2

を得る. θ̂ =
s

n
, θ̃ =

1

2
とおくと

θ = λnθ̂ + (1− λ)θ̃, λn =
n

n + 2

と書ける.

信頼係数 0.95 の θ の事後信頼区間 C = (a, b) は

∫ b

a

πΘ|X(θ|x) dθ = 0.95

をみたす a, b を数値計算で求めればよい. 2

問 9.1. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ Ber(θ) (0 < θ < 1) とし,

π(θ|α, β) =

{
Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

θα−1(1− θ)β−1 (x > 0)

0 (その他の場合)

とする. このとき, X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn が与えられたときの
Θ の条件付き p.d.f. が (9.1) で与えられることを示せ.

問 9.2. X ∼ B(α, β) のとき, E[X] =
α

α + β
となることを示せ.
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例 9.2. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2) とする. ただし µ ∈ R で σ2 は既

知とする. 事前分布として

Θ ∼ N(a, b2)

を仮定する. ただし a ∈ R, 0 < b < ∞ である. すると

Θ|X = x ∼ N(θ, τ 2), (9.2)

θ = wx + (1− w)a, x =
1

n

n∑
j=1

xj,

w =
1

se2

1
se2

+ 1
b2

,
1

τ 2
=

1

se2
+

1

b2
, se =

σ√
n

となる. 問 9.3 を参照のこと. ただし, X = (X1, X2, . . . , Xn), x =

(x1, x2, . . . , xn) とした.

このように事前分布と事後分布が同じ母数モデルに属するとき, 事前
分布はこのモデルに随伴する (conjugate) という. または, このような事
前分布を随伴事前分布という.

n →∞ のときw → 1 かつ
τ

se
→ 1 となる. 標本数が大きいとき

Θ|X = x ≈ N
(
θ̂, se2

)

となる. また n を固定する. b →∞ としたとき

Θ|X = x ≈ N
(
θ̂, se2

)

となる. これは一様な事前分布に対応するものである.

区間 C = (c, d) は

Pr
(
θ ∈ C

∣∣ X = x
)

= 0.95

をみたすものとする. したがって

Pr
(
θ < c

∣∣ X = x
)

= 0.025, Pr
(
θ > d

∣∣ X = x
)

= 0.025

となるように c, d を選べばよい. このことから c を以下をみたすように
選べばよい.

Pr
(
θ < c

∣∣X = x
)

= Pr

(
θ − θ

τ
<

c− θ

τ

∣∣∣∣X = x

)
= Pr

(
Z <

c− θ

τ

)
.

ただし Z ∼ N(0, 1) である. さらに

Pr(Z < −1.96) = 0.025
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なので
c− θ

τ
= −1.96

とすればよい. よって
c = θ − 1.96τ

とする. 同様に
d = θ + 1.96τ

を得る. これらのことから信頼係数 0.95 の Bayes 的信頼区間は (θ −
1.96τ, θ + 1.96τ) となる. さらに θ̂ ≈ θ̃ かつ τ ≈ se なので信頼係数 0.95

のBayes 的信頼区間は近似的に (θ̂− 1.96se, θ̂ + 1.96se) となり, 頻度論的
信頼区間と同じになる.

問 9.3. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2) とする. ただし µ ∈ R で σ2 は既

知とする. さらに, 事前分布として

Θ ∼ N(a, b2)

を仮定する. ただし a ∈ R, 0 < b < ∞ である. このとき, X = x が与え
られたときのΘ の条件付き分布が (9.2) で与えられることを確かめよ.

9.3 事前分布の選択について

9.4 章末注釈と参考文献
この章は [26, pp.175− 192] を借用した.

9.5 演習問題

演習問題 9.1.

演習問題 9.2.
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第10章 大標本理論

この章では, 正則母数モデルにおける最尤推定量の一致性と漸近正規
性について説明する. 節 10.1 では, 準備として, ランダム関数の確率収束
について説明する. 尤度関数ないし対数尤度関数を未知母数の関数とみ
なして議論をするためのものである. 節 10.2 では, 前節の結果を利用し
て, 最尤推定量の一致性を証明する. 節 10.3 では, 最尤推定量の漸近正規
性を証明する. 節 10.4 では, 帰無仮説のもとで尤度比検定統計量の対数
の −2 倍が χ2 分布に分布収束することを主張するWilks の定理を証明
する. 節 10.5 では, 指数型分布族の仮定のもとで不完全データに基づく
最尤推定値を求めるアルゴリズムである EM アルゴリズムを説明する.

10.1 ランダム関数の確率収束
K ⊂ Rd をコンパクト集合として, {Xn}∞n=1 を i.i.d. 確率変数列とす
る. さらに, h : K × R → R を各 x ∈ R に対して

h( · , x) : K 3 t 7→ h(t, x) ∈ R
が連続となるような関数とする. つぎに, n = 1, 2, . . . に対して

Wn(t) := h(t, Xn) (t ∈ K)

と定めると {Wn}∞n=1 は K 上の i.i.d. ランダム連続関数列となる. した
がって, Wn (n ∈ N) はC(K) 値ランダム要素とみなすことができる. た
だし, C(K) は K 上の連続関数全体が成す集合である.

集合 C(K) に値を取るランダム要素はベクトルと同じように和,差と
スカラー倍が定義される. このような性質を持つ空間を線型空間 (ベク
トル空間)という. さらに, 線型空間 C(K) に収束の概念も導入できる.

w ∈ C(K) に対して, w のノルム ‖w‖∞ を
‖w‖∞ := sup

t∈K
|w(t)|

で定める. これを w の sup ノルム と呼ぶ. 関数列 w, wn ∈ C(K) (n =

1, 2, . . .) に対して, {wn}∞n=1 は w に収束するとは

‖wn − w‖∞ n→∞−→ 0
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で定める. 線型空間 C(K) はノルム ‖ · ‖∞ に関して完備1 となることが
知られている. 完備な線型ノルム空間を Banach 空間と呼ぶ. Banach 空
間 C(K) の最後のよい性質は可分性である. すなわち, 線型ノルム空間
C(K) は稠密2な可算部分集合を持つ.

補題 10.1. K ⊂ Rd をコンパクトな部分集合とし, W を C(K) 値ランダ
ム要素とし

µ(t) = E[W (t)] (t ∈ K)

と定める. このとき, 以下のことが成立する.

(1) E[‖W‖∞] < ∞ のとき, µ は K 上の連続関数となる.

(2) ε > 0 を任意とし, E[‖W‖∞] < ∞ とする. このとき

sup
t∈K

E

[
sup

s∈K; |s−t|2, d<ε

|W (s)−W (t)|
]

ε→0−→ 0

となる. ただし, | · |2, d は Rd の Euclid ノルムである.

Proof. (1) の証明: tn, t ∈ K (n = 1, 2, . . .) とし

lim
n→∞

tn = t

とする. ランダム関数 W は連続だから

W (tn)
a.s.−→ W (t)

となる. さらに, |W (tn)| ≤ ‖W‖∞ かつ E[‖W‖∞] < ∞ であることに注
意して, 優収束定理を用いると

lim
n→∞

µ(tn) = lim
n→∞

E[W (tn)] = E
[

lim
n→∞

W (tn)
]

= E[W (t)] = µ(t)

となる. 点列 {tn}∞n=1 は任意だったので, µ は t で連続であることがわか
る. さらに, t ∈ K も任意だったので, µ は K 上で連続であることがわ
かる.

(2) の証明: 任意の ε > 0 に対して

Mε(t) := sup
s∈K; |s−t|2, d<ε

|W (s)−W (t)|,

λε(t) := E
[
Mε(t)

]
(t ∈ K)

1C(K) の任意の Cauchy 列は C(K) のある元に必ず収束することである.
2C(K) の可算部分集合 {wi; i ∈ N} で, 任意の ε > 0 と w ∈ C(K) に対して, ある

i0 ∈ N が存在して
‖w − wi0‖∞ < ε

となることをいう.
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と定める. W は t(∈ K) で連続関数だったので, Mε も t(∈ K) で連続と
なる. また, |Mε(t)| ≤ ‖Mε‖∞ かつ

E
[‖Mε‖∞

]
= E

[
sup
t∈K

|Mε(t)|
]

= E

[
sup
t∈K

{
sup

s∈K; |s−t|2, d<ε

|W (s)−W (t)|
}]

≤ E

[
sup
t∈K

{
sup

s∈K; |s−t|2, d<ε

{|W (s)|+ |W (t)|}
}]

≤ 2E
[‖W‖∞

]
< ∞

となることに注意する. 再度, t ∈ K に収束する任意の点列 {tn}∞n=1 を取
り, 優収束定理を用いると

lim
n→∞

λ(tn) = lim
n→∞

E
[
Mε(tn)

]
= E

[
lim

n→∞
Mε(tn)

]
(∵ 優収束定理)

= E
[
Mε

(
lim

n→∞
tn

)]
(∵ Mε の連続性)

= E
[
Mε(t)

]

となるので, λε は t(∈ K) で連続である. Mε の定義から ε → 0 のとき,

λε ↓ 0 となる. したがって, Dini の定理 (定理 A.25)から

sup
t∈K

λε(t) ↓ 0 (ε → 0)

がわかる. 2

以下の定理は, i.i.d. ランダム関数の標本平均がその期待値に一様に収
束に関する議論をする. 各点の収束は大数の弱法則から直ちにわかる. さ
らに, 次の定理は, コンパクト集合 K 上でランダム標本の平均がその期
待値に一様に確率収束すること主張している.

定理 10.2. K ⊂ Rd をコンパクト部分集合とする. W, W1, W2, . . . を
C(K) 値 i.i.d. ランダム要素とする. さらに

µ(t) = E
[
W (t)

]
(t ∈ K)

とおき

E
[‖W‖∞

]
< ∞

を仮定する. ただし, ‖W‖∞ = sup
t∈K

|W (t)| である. n ∈ N に対して

W n :=
1

n

{
W1 + W2 + · · ·+ Wn

}
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とおいたとき
∥∥W n − µ

∥∥
∞

P→ 0 (10.1)

が成り立つ.

Proof. ε > 0 を固定する. δ > 0 と j = 1, 2, . . . , n に対して

Mδ, j(t) := sup
s∈K: |s−t|2, d<δ

∣∣Wj(s)−Wj(t)
∣∣; λδ(t) := E

[
Mδ, i(t)

]

と定める. 補題 10.1 から δ を十分小さくすると

λδ(t) = E

[
sup

s∈K: |s−t|2, d<δ

∣∣Wi(s)−Wi(t)
∣∣
]
≤ ε (t ∈ K)

とできる. ここで

B(t; δ) =
{
s ∈ K; |s− t|2, d < δ

}

とおく. すると K はコンパクトなので, K の開被覆
{
B(t; δ)

}
t∈K
から有

限被覆を取ることができる. すなわち, ある m ∈ Nと {t1, t2, . . . , tm} ⊂
K が存在して

K ⊂
⋃

j∈{1, 2, ..., m}
B(tj; δ)

となる. Oj = B(tj; δ) (j = 1, 2, . . . , m) とおく. このとき

∥∥W n − µ
∥∥
∞ = max

j∈{1, 2, ..., m}

{
sup
t∈Oj

∣∣W n(t)− µ(t)
∣∣
}

≤ max
j∈{1, 2, ..., m}

{
sup
t∈Oj

∣∣W n(t)−W n(tj)
∣∣ +

∣∣W n(tj)− µ(tj)
∣∣

+
∣∣µ(tj)− µ(t)

∣∣
}

≤ max
j∈{1, 2, ..., m}

{
sup
t∈Oj

∣∣W n(t)−W n(tj)
∣∣
}

+ max
j∈{1, 2, ..., m}

∣∣W n(ti)− µ(tj)
∣∣ + ε (µ の連続性)

となる. さらに

sup
t∈Oj

∣∣W n(t)−W n(tj)
∣∣ =

1

n
sup
t∈Oj

∣∣∣∣
n∑

k=1

(
Wk(t)−Wk(tj)

)∣∣∣∣

≤ 1

n

n∑

k=1

sup
t∈Oj

∣∣Wk(t)−Wk(tj)
∣∣

=
1

n

n∑

k=1

Mδ, k(tj) =: M δ, j
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となる. 大数の弱法則から

M δ, j
P−→ λδ(tj) < ε (j = 1, 2, . . . , m)

が成立する. よって

Pr

(
M δ, j < ε

)
n→∞−→ 1 (10.2)

がわかる. さらに, 大数の弱法則から

Pr

(
max

i∈{1, 2, ..., m}

∣∣W n(ti)− µ(ti)
∣∣ < ε

)
n→∞−→ 1 (10.3)

したがって, {M δ, i < ε} と supi∈{1, 2, ..., m}
∣∣W n(ti) − µ(ti)

∣∣ < ε が起こっ
たとき

∥∥W n − µ
∥∥
∞ ≤ max

i∈{1, 2, ..., m}

{
sup
t∈Oi

∣∣W n(t)−W n(ti)
∣∣

︸ ︷︷ ︸
≤Mδ, i(ti)

}

+ max
j∈{1, 2, ..., m}

∣∣W n(tj)− µ(tj)
∣∣ + ε

≤ 3ε

が成り立つ. したがって, (10.2) と (10.3) と合わせると

Pr

(∥∥W n − µ
∥∥
∞ ≤ 3ε

)

≥ Pr

(
{M δ, i < ε}

⋂{
sup

j∈{1, 2, ..., m}

∣∣W n(tj)− µ(tj)
∣∣ < ε

})

n→∞−→ 1

となる. よって

Pr

(∥∥W n − µ
∥∥
∞ > 3ε

)
n→∞−→ 0

がわかる. 2

注意 10.3. 大数の強法則から

∥∥W n − µ
∥∥
∞

a.s.→ 0

も同様に証明できる. 2
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定理 10.4. K ⊂ Rd をコンパクト部分集合とし, {Gn}∞n=1 をC(K) 値ラ
ンダム要素とする. ある非ランダムな関数 g (∈ C(K)) が存在して

∥∥Gn − g
∥∥
∞

P→ 0

が成立すると仮定する. このとき, 以下が成立する.

(1) 確率ベクトル列 {tn}∞n=1 ⊂ K はある非ランダムベクトル t∗ (∈ K) に
確率収束するとする. このとき

Gn(tn)
P→ g(t∗)

が成立する.

(2) 非ランダムな関数 g は t∗ (∈ K) で唯一の最大値を取るとする. さら
に, 各 n に対して, 確率ベクトル tn (n = 1, 2, . . .) で Gn は最大を取る
とする. すなわち

Gn(tn) = sup
t∈K

Gn(t)

である. このとき

tn
P→ t

が成立する.

(3) K ⊂ R とし, t∗ ∈ K は方程式 g(t) = 0 の唯一の解とし, 各 n に対し
て, 確率変数 tn は方程式Gn(tn) = 0 の解とする. このとき

tn
P→ t∗

が成立する.

Proof. (1) の証明: まず
∣∣Gn(tn)− g(t∗)

∣∣ ≤
∣∣Gn(tn)− g(tn)

∣∣ +
∣∣g(tn)− g(t∗)

∣∣
≤

∥∥Gn − g
∥∥
∞ +

∣∣g(tn)− g(t∗)
∣∣ (10.4)

となることに注意する. tn
P→ t∗ と g の連続性から

g(tn)
P→ g(t∗)

となる. したがって, (10.4) から ∀ε > 0 に対して

Pr
(∣∣Gn(tn)− g(t∗)

∣∣ ≥ ε
) ≤ Pr

(∥∥Gn − g
∥∥
∞ +

∣∣g(tn)− g(t∗)
∣∣ ≥ ε

)

≤ Pr

(∥∥Gn − g
∥∥
∞ ≥ ε

2

)
+ Pr

(∣∣g(tn)− g(t∗)
∣∣ ≥ ε

2

)

n→∞−→ 0
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がわかる. よって, (1) が示された.

(2) の証明: ε > 0 を固定して

Kε := K \B(t∗; ε) = K
⋂{

B(t∗; ε)
}c

(10.5)

とおく. ただし, B(t∗; ε) =
{
t ∈ Rd;

∣∣t − t∗
∣∣
2, d

< ε
}
である. K は有界

なので, Kε も有界である. また, Kε は 2 つの閉集合の共通部分なので,

閉集合である. これらのことから Kε はコンパクトであることがわかる.

ここで

M := g(t∗) = sup
t∈K

g(t); Mε := sup
t∈Kε

g(t)

とおく. Kε のコンパクト性と g の連続性から, ある t∗ε ∈ Kε が存在して

Mε = g(t∗ε)

とできる. g は K 上で唯一の点 t∗ で最大値を取るので, t∗ε 6= t∗ である.

よって

Mε < M

となる. ここで

δ := M −Mε > 0

とおく.
∥∥Gn − g

∥∥
∞ <

ε

2
上では

sup
t∈Kε

Gn(t) = sup
t∈Kε

{
Gn(t)− g(t)

}

≤ sup
t∈Kε

g(t) + sup
t∈Kε

∣∣g(t) + Gn(t)− g(t)
∣∣

≤ sup
t∈Kε

g(t) +
∥∥Gn − g

∥∥
∞

≤ Mε +
δ

2
= M − δ

2
(10.6)

となる. 一方,
∥∥Gn − g

∥∥
∞ <

ε

2
上では

sup
t∈K

Gn(t) ≥ Gn(t∗) = g(t∗) + Gn(t∗)− g(t∗)

≥ g(t∗)− sup
t∈K

∣∣Gn(t)− g(t)
∣∣

≥ g(t∗)−
∥∥Gn − g

∥∥
∞ > g(t∗)− δ

2
(10.7)
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となる. したがって, (10.6) と (10.7) から

∥∥Gn − g
∥∥
∞ <

ε

2
⇒ sup

t∈K
Gn(t) > sup

t∈Kε

Gn(t)

となる. このことと Kε の定義 (10.5) から

∥∥Gn − g
∥∥
∞ <

ε

2
⇒ tn ∈ B(t∗; ε)

がわかる. よって

Pr

(∥∥Gn − g
∥∥
∞ <

ε

2

)
≤ Pr

(∣∣tn − t∗
∣∣
2, d

< ε
)

がわかる. 上の不等式の両辺の事象の補事象を取り,
∥∥Gn − g

∥∥
∞

P→ 0 に
注意すると

Pr
(∣∣tn − t∗

∣∣
2, d
≥ ε

) ≤ Pr

(∥∥Gn − g
∥∥
∞ ≥ ε

2

)
n→∞−→ 0

がわかる. よって, tn
P→ t∗ が示せた.

(3) の証明: 一般性を失わず, Gn は tn の近傍で非減少とし, g は t∗ の近
傍で非減少と仮定できる. g の近傍での非減少性から, ε > 0 と δ > 0 を
うまく取り

g(t∗ − ε) < −2δ かつ g(t∗ + ε) > 2δ

となるようにできる. さらに, Gn の近傍での非減少性から

Gn(t∗ − ε) < −δ かつ tn ≤ t∗ − ε ⇒ Gn(tn) < −δ

となる. 同様に

Gn(t∗ + ε) > δ かつ tn ≥ t∗ + ε ⇒ Gn(tn) > δ

である. また

Pr
(
Gn(t∗ − ε) > δ, Gn(t∗ + ε) > δ

)

≤ Pr

(
t∗ − ε < tn < t∗ + ε

)
+ Pr

({
Gn(t∗ − ε) < −δ

} ⋂{
tn ≤ t∗ − ε

})

+ Pr

({
Gn(t∗ − ε) > δ

}⋂{
tn ≥ t∗ + ε

})

≤ Pr

(
t∗ − ε < tn < t∗ + ε

)
+ Pr

(
Gn(tn) < −δ

)
+ Pr

(
Gn(tn) > δ

)

(10.8)
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となる. しかし,
∥∥Gn − g

∥∥
∞ < δ 上では

Gn(t∗ − ε) ≤ g(t∗ − ε) +
∣∣Gn(t∗ − ε)− g(t∗ − ε)

∣∣
≤ −2δ +

∥∥Gn − g
∥∥
∞ = −δ

となる. よって
∥∥Gn − g

∥∥
∞ < δ ⇒ Gn(t∗ + ε) > δ

なので

Pr
(∥∥Gn − g

∥∥
∞ < δ

) ≤ Pr
(
Gn(t∗ − ε) < −δ

)

がわかる. また,
∥∥Gn − g

∥∥
∞ < δ 上では

Gn(t∗ + ε) ≥ g(t∗ + ε)−
∣∣Gn(t∗ + ε)− g(t∗ + ε)

∣∣
≥ 2δ −

∥∥Gn − g
∥∥
∞ = −δ

となる. よって
∥∥Gn − g

∥∥
∞ < δ ⇒ Gn(t∗ + ε) > δ

なので

Pr
(∥∥Gn − g

∥∥
∞ < δ

) ≤ Pr
(
Gn(t∗ − ε) > δ

)

となる. Pr
(∥∥Gn − g

∥∥
∞ < δ

) n→∞−→ 1 に注意すると

Pr
(
Gn(t∗ − ε) < −δ

) n→∞−→ 1 かつ Pr
(
Gn(t∗ − ε) > δ

) n→∞−→ 1

がわかる. 一方

Pr
(
Gn(tn) < −δ

) n→∞−→ 0 かつ Pr
(
Gn(tn) > δ

) n→∞−→ 0

であることに注意すると (10.8) から

Pr
(
t∗ − ε < tn < t∗ + ε

) n→∞−→ 1

がわかる. 2

10.2 最尤推定量の一致性
Θ ⊂ Rdをコンパクト部分集合とし,正則統計的モデルP = {p( · |θ); θ ∈

Θ}を考える. ただし, p( · |θ)はR上の p.d.f.または p.m.f. である. θ∈Θ
を固定して

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p( · |θ∗)
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とする. X = (X1, X2, . . . , Xn) = x = (x1, x2, . . . , xn) を観測したとき
の対数尤度 `n(θ) を

`n(θ) = log

( n∏
i=1

p(xi|θ)

)
=

n∑
i=1

log p(xi|θ)

で定める. このとき, 関数Θ 3 θ 7→ `n(θ) を最大にする θ の値を θ̂(x)

を最尤推定値という. 変数ベクトルに X を形式的に代入したものを
θ̂ := θ̂(X) を最尤推定量という. 統計的モデルの正則性から, ほとんど
至るところの x ∈ R に対して, 写像

Θ 3 θ 7→ p(x|θ) ∈ [0, ∞)

は連続である.

定義 10.5. P = {p( · |θ); θ ∈ Θ} を統計的モデルとする. θ∗ ∈ Θ を真の
母数とする. θ ∈ Θ に対する Kullback-Leiblier 情報量KL(θ∗, θ) を

KL(θ∗, θ) := E„∗

[
log

{
p(X|θ∗)
p(X|θ)

}]

で定める.

補題 10.6. ∀θ ∈ Θ に対して, P„∗ 6= P„ ならば, KL(θ∗, θ) > 0 である.

Proof. Jensen の不等式 (定理 3.12)から

−KL(θ∗, θ) = E„∗

[
log

{
p(X|θ)

p(X|θ∗)
}]

≤ log

{
E„∗

[
p(X|θ)

p(X|θ∗)
]}

= log

{∫

{x∈R; p(x| „∗)>0}

p(x|θ)

p(x|θ∗) p(x|θ∗) dx

}

= log

{∫

{x∈R; p(x| „∗)>0}
p(x|θ) dx

}

≤ log

{∫ ∞

−∞
p(x|θ) dx

}
= log(1) = 0

となる. 上の不等式の等号成立条件は
p(x|θ)

p(x|θ∗) p(x|θ∗) がほとんど至る所
の x ∈ R において定数のときである. この場合, P„ = Pr„∗ となるので

KL(θ∗, θ) > 0

がわかる. 2

記号: θ ∈ Θ とX ∼ p( · |θ∗) に対して

W (θ) := log

[
p(X|θ)

p(X|θ∗)
]

と定める.
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定理 10.7. 以下を仮定する.

(a) Θ(⊂ Rd) はコンパクト部分集合.

(b) E„∗
[‖W‖∞

]
< ∞ である. ただし, ‖W‖∞ = sup

„∈Θ

∣∣W (θ)
∣∣ である.

(c) ほとんど至ところの x ∈ R で写像　

Θ 3 θ 7→ p(x|θ) ∈ [0, ∞)

は連続である.

(d) ∀θ ∈ Θ に対して

θ 6= θ∗ ⇒ P„ 6= P„∗

である.

このとき, θ∗ の最尤推定量 θ̂n に対して

θ̂n
P→ θ∗

が成り立つ.

Proof. n ∈ Nとし, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p( · |θ∗)とする. j = 1, 2, . . . , n

に対して

Wj(θ) := log

[
p(Xj|θ)

p(Xj|θ∗)
]

(θ ∈ Θ)

とおく. このとき, {Wj(θ)}n
j=1 はC(Θ) 値 i.i.d. 確率要素である. さらに

µ(θ) := E
[
Wj(θ)

]
= −KL(θ∗, θ) (θ ∈ Θ)

と書く. 仮定 (d) と補題 10.6 から

θ 6= θ∗ ⇒ µ(θ) < 0

であり, µ(θ∗) = 0 となる. よって, µ は θ = θ∗ で唯一の最大値を取る.

また

W n(θ) :=
1

n

n∑
j=1

Wj(θ) =
`n(θ)− `n(θ∗)

n

なので, W n は最尤推定量 θ̂n で最大となる. よって, 定理 10.2 から
∥∥Wn − µ

∥∥
∞

P→ 0

となる. よって, 定理 ??(2) から

θ̂n
P→ θ∗
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がわかる. 2

定理 10.7 では母数空間をコンパクトとした. いくつかの仮定を加える
ことにより, コンパクトでない母数空間をもつ統計的モデルにおいても
最尤推定量の一致性は保証されることがわかる.

定理 10.8. 統計的モデルP = {p( · |θ); θ ∈ Θ}を考える. ただし, Θ = Rd

もしくは有界でなくともよい. また, p( · |θ)はR上の p.d.f. または p.m.f.

である. さらに, p( · |θ) に対応する (R, B(R) と (Ω, A) それぞれの上の
測度を P„ と Pr„ と書く. θ∗ ∈ Θ とし

X, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p( · |θ),

Wj(θ) = log

[
p(Xj|θ
p(X|θ∗)

]
(j = 1, 2, . . . , n),

W (θ) = log

[
p(X|θ

p(X|θ∗)
]

とする. 以下を仮定する.

(a) ほとんど至ところの x ∈ R で写像　

Θ 3 θ 7→ p(x|θ) ∈ [0, ∞)

は連続である.

(b) ∀θ ∈ Θ に対して

θ 6= θ∗ ⇒ P„ 6= P„∗

である.

(c)ほとんど至るところの x ∈ Rに対して,
∣∣θ

∣∣
2, d

→ 0のとき, p(x|θ) →
0 となる. ただし, | · |2, d は Rd の Euclid ノルムである.

(d) Θ の任意のコンパクト部分集合 K に対して

E„∗
[‖1lKW‖∞

]
< ∞

である. ただし, g ∈ C(Θ) に対して, ‖g‖∞ = sup
„∈Θ

∣∣g(θ)
∣∣ である.

(e) ある M > 0 が存在して

E„∗

[
sup

|„|2, d>M

W (θ)

]
< ∞

である.

このとき, θ∗ の最尤推定量 θ̂n に対して

θ̂n
P→ θ∗

が成り立つ.
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Proof. |θ|2, d → 0 のとき, p(x|θ) → 0 なので, p(X|θ∗) > 0 のとき

lim
M→∞

sup
|„|2, d>M

W (θ) = −∞

となる. 上式と仮定 (e) に注意して優収束定理を用いると

lim
M→∞

E„∗

[
sup

|„|2, d>M

W (θ)

]
= −∞

がわかる. よって, 十分大きな M0 > 0 に対して

E„∗

[
sup

|„|2, d>M0

W (θ)

]
< 0

とできる. W (θ∗) = 0 なので

|θ∗|2, d < M0

である. さらに, 大数の強法則から

sup
|„|2, d>M0

W n(θ) ≤ 1

n

n∑
j=1

sup
|„|2, d>M0

Wj(θ)
P→ E„∗

[
sup

|„|2, d>M0

W (θ)

]
< 0

となるので

Pr

(
sup

|„|2, d>M0

W n(θ) ≥ 0

)
n→∞−→ 0

となることがわかる. いま, K を θ∗ を中心とした半径M0 の閉球とし,

θ̃n をK 上で W n(θ) を最大にする確率ベクトルとする. 定理 10.7 から

θ̃n
P→ θ∗

となる. さらに

sup
|„|2, d>M0

W n(θ) < W n(θ̂n) = 0

なので, θ̂n ∈ K となる. よって

Pr
(
θ̂n = θ̃n

) n→∞−→ 1

となる. よって

θ̂n
P→ θ∗

がわかる. 2
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10.3 最尤推定量の漸近正規性
定理 10.9. 統計的モデル P = {p( · | θ); θ ∈ Θ}を考える. ただし, Θ ⊂ R
で p( · | θ) は R 上の p.d.f. または p.m.f. である. 以下を仮定する.

(a) X, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p( · | θ∗)とする. ただし, θ∗ ∈ Θ ⊂ Rである.

(b) A := {x ∈ R; p(x| θ) > 0} は　 θ(∈ Θ) に依存しない.

(c) すべての x ∈ A において, p(x| θ) は θ に関する 2 回連続微分可能な
関数である.

(d) X ∼ p( · | θ∗) に対して

W (θ) = log p(X| θ) (θ ∈ Θ)

と定める. 1 つの標本に基づく Fisher 情報量FX(θ∗) は有界で

FX(θ∗) = E

[
•

W (θ∗)
]
, FX(θ∗) = Eθ∗

[
••
W (θ∗)

]

と表現できるとする. ただし,
•

W (θ) =
dW

dθ
(θ) と

••
W (θ) =

d2W

dθ2
(θ) と定

めた.

(e) Θ のすべての内点 θ∗ に対して, ある ε > 0 が存在して

Eθ∗

[∥∥1l[θ∗−ε, θ+ε]

••
W

∥∥
∞

]
< ∞

とする. ただし, Θ 上の実数値関数 g に対して, ‖g‖∞ = supθ∈Θ |g(θ)| と
定めた.

(f) θ∗ の最尤推定量 θ̂n は一意性をもつ.

このとき, Θ の任意の内点 θ∗ に対して

√
n
(
θ̂n − θ∗

)
Ã N

(
0,

1

FX(θ∗)

)

が成り立つ.

この定理を証明するために次の補題を利用する.

補題 10.10. Y, {Yn}∞n=1 を確率変数列とし, Yn Ã Y とする. {Bn}∞n=1

を事象の列とし, Pr(Bn)
n→∞−→ 1 とする. このとき, 任意の確率変数列

{Zn}∞n=1 に対して

Yn1lBn + Zn1l(Zn) Ã Y

が成り立つ. ただし, 1lBn =

{
1 (Bn が起こったとき)

0 (その場の場合)
である.
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Proof. ∀ε > 0 に対して

Pr
(|Zn1lBc

n
| > ε

) ≤ Pr(Bc
n) = 1− Pr(Bn)

n→∞−→ 0

となる. したがって

Zn1lBc
n

P→ 0 (10.9)

がわかる. さらに

Pr
(|1lBn − 1| > ε

) ≤ Pr(Bc
n) = 1− Pr(Bn)

n→∞−→ 0

となるので

1lBn

P→ 1 (10.10)

がわかる. (10.9) と (10.10) に注意して Slusky の定理 (定理 4.11(3)(4))

を用いると

Yn1lBn + Zn1lBc
n

Ã Y

がわかる. 2

定理 10.9 の証明: 仮定 (e) から ε > 0 をうまく取って

[θ∗ − ε, θ∗ + ε] ⊂ Θ かつ Eθ∗

[∥∥1l[θ∗−ε, θ∗+ε]

••
W

∥∥
∞

]
< ∞

となるようにできる. 事象 Bn を

Bn :=
{
θ̂n ∈ [θ∗ − ε, θ∗ + ε]

}

と定める. θ̂n の一致性から

Prθ∗(Bn)
n→∞−→ 1 (10.11)

となる. さらに, Bn 上では, θ̂n は nW n(θ) = `n(θ) (θ ∈ Θ) を最大にする
ので

•
W n (θ̂n) =

dW

dθ
(θ)

∣∣∣∣
θ=bθn

= 0

となる. ここで, θ∗ のまわりで
•

W n (θ∗) を Taylor 展開すると

•
W n (θ∗) =

•
W n (θ̂n)+

••
W n (θ̃n)(θ∗ − θ̂n) (10.12)
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を得る. ただし, θ̃n は θ∗ と θ̂n を結ぶ直線上の確率変数である.
•

W n (θ̂) =

0 なので

√
n
(
θ̂n − θ∗

)
=

√
n

•
W n (θ∗)

−
••
W n (θ̃n)

となる. 仮定 (d) から
•

W n (θ∗) は平均 0, 分散 FX(θ∗) の正規分布に従
う i.i.d. 確率変数の標本平均であることに注意して, 中心極限定理 (定
理 4.18)を用いると

√
n

•
W n (θ∗) Ã Z ∼ N

(
0, FX(θ∗)

)
(10.13)

となる. Bn 上では

|θ̃n − θ∗| ≤ |θ̂n − θ∗|

であることと θ̂n の一致性から

Pr
(|θ̃n − θ∗| < ε

) ≥ Pr
(|θ̂n − θ∗| < ε

) n→∞−→ 1

となることがわかる. よって

θ̃n
P→ θ∗ (10.14)

となる. 定理 10.2 から

∥∥1l[θ∗−ε, θ∗+ε]

( ••
W n −µ

)∥∥
∞

P→ 0 (10.15)

となる. ただし, µ(θ) = Eθ∗
[ ••
W n (θ)

]
(θ ∈ Θ) である. さらに, (10.14) と

(10.15) に注意して, 定理 10.4(1) を用いると

••
W n (θ̃n)

P→ µ(θ∗) = −FX(θ∗) (10.16)

となる. Bc
n 上では θ̂n の振る舞いは関係ない. 最後に, (10.11), (10.13) お

よび (10.16 に注意して補題 ?? を用いると
√

n
(
θ̂n − θ∗

)
=
√

n
(
θ̂n − θ∗

)
1lBn +

√
n
(
θ̂n − θ∗

)
1lBc

n

=

√
n

•
WN (θ∗)

−
••
W n (θ̃n)

1lBn +
√

n
(
θ̂n − θ∗

)
1lBc

n

Ã Z

FX(θ∗)
∼ N

(
0,

1

FX(θ∗)

)

がわかる. 2
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定理 10.11 (Camér の定理). X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p( · |θ∗) とする. ただ

し, θ∗ ∈ Θ ⊂ Rd とする. さらに, 以下の条件 (a) − (f) を仮定する.

(a) Θ は Rd の開部分集合である.

(b) A := {x ∈ R; p(x|θ) は θ(∈ Θ) に依存しない.

(c) ほとんど至るところの x ∈ A について, 関数 Θ 3 θ 7→ p(x|θ) は 2

回連続微分可能である. さらに, その 2 回の微分演算と積分記号の交換
ができると仮定する.

(d) R 上の関数 K が存在して, E„∗
[|K(X)|] < ∞ であり

•
W (θ) :=

(
∂2

∂θj∂θk

log p(X|θ)

)

j, k=1, 2,..., d

; θ = (θ1, θ2, . . . , θd)
>

のどの成分の絶対値も θ∗ の近傍において, 一様に K で上からおさえら
れる.

(e) FX(θ∗) = −E„∗
[ ••
W (θ∗)

]
は正定値である.

(f) p( · |θ) = p( · |θ∗) ⇔ θ = θ∗.
このとき, θ∗ の最尤推定量 θ̂n は

√
n
(
θ̂n − θ∗

)
Ã N

(
0d,

{FX(θ∗)
}−1

)

Proof. 証明は Fergusson (2017, pp.135-136) を参照のこと. 2

10.4 尤度比検定統計量の漸近分布
統計的モデル P = {p( · |θ); θ ∈ Θ ⊂ Rd} を考える. ただし, p( · |θ)

はRd 上の p.d.f. または p.m.f. である. いま

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p( · |θ∗) (θ∗ ∈ Θ)

を仮定する. 標本 X := (X1, X2, . . . , Xn)> に基づき, 仮説

H0 : θ∗ ∈ Θ0 v.s. H1 : θ∗ ∈ Θ \Θ0

を検定する. ここで Θ0 は Θ の空でない真部分集合である. 汎用的検定
統計量である尤度比検定統計量

λn(X) :=

sup
„∈Θ0

n∏
j=1

p(Xj|θ)

sup
„∈Θ

n∏
j=1

p(Xj|θ)

=
likn

(
θ̂n, 0

)

likn

(
θ̂n

) (10.17)

213



数理統計学序説 第 10. 大標本理論

を考える. ここで, θ̂n と θ̂n, 0 はそれぞれ Θ と Θ0 における最尤推定量
である. λn(X) の実現値が小さい値のとき, H0 は棄却されるという検定
方式である.

帰無仮説 H0 のもとでの尤度比検定統計量の漸近分布を求めるために,

Θ0 を含む最小の affine 平面の次元 dim Θ0 が d− r (1 ≤ r < d) であると
仮定する. さらに, θ = (θ1, θ2, . . . , θd)

> と書いたとき, 帰無仮説 H0 が

H0 : θ1 = θ2 = · · · = θr = 0

と書けたと仮定する.

定理 10.12 (Wilks の定理). 定理 10.11 の仮定のもとで真の母数 θ∗ が帰
無仮説 H0 を満足しているとき, 次が成立する.

−2 log λn(X) Ã χ2
r.

ただし, χ2
r は自由度 r の χ2 分布を表す.

Proof. (10.17) から

−2 log λn(X) = 2
{
`n

(
θ̂n

)− `n

(
θ̂n, 0

)}

と書き直せることに注意する. ただし, `n(θ) = log likn(θ)である. `n

(
θ̂n, 0

)

を θ̂n のまわりで 2 次の項までTaylor 展開すると

`n

(
θ̂n, 0

)
= `n

(
θ̂n

)
+

•
`n

(
θ̂n

)(
θ̂n, 0 − θ̂n

)− n
(
θ̂n, 0 − θ̂n

)>F̃X

(
θ̃n, 0

)(
θ̂n, 0 − θ̂n

)

と書ける. ただし

F̃X

(
θ̃n, 0

)
= − 1

n

∫ 1

0

∫ 1

0

v
••
` n

{
θ̂n + uv

(
θ̂n, 0 − θ̂n

)}
du dv

とした. さらに

F̃X

(
θ̃n, 0

) a.s.→ 1

2
FX(θ∗) (10.18)

となることがわかる. ここでFX( · )は定理 10.11(e)で与えられた Fisher

情報量である. `n

(
θ̂n

)
= 0 賀成り立つので, 十分大きな n に対して

−2 log λn(X) = 2n
(
θ̂n, 0 − θ̂n

)>F̃X

(
θ̃n, 0

)(
θ̂n, 0 − θ̂n

)

= n
(
θ̂n, 0 − θ̂n

)>FX

(
θ∗

)(
θ̂n, 0 − θ̂n

)
+ oP (1) (10.19)

が成り立つ. ただし, 確率変数列 An, Bn (n ∈ N) に対して, An = Bn +

oP (1) はAn −Bn
P→ 0 を意味する.
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帰無仮説 H0 が単純のとき, θ̂n, 0 = θ∗ なので

√
n
(
θ̂n − θ∗

)
Ã Nd

(
0d,

{FX(θ∗)
}−1

)

となるので, 証明は終わりである.

帰無仮説 H0 が複合のとき,
√

n
(
θ̂n− θ̂n, 0

)
の漸近分布を求めるために,

•
`n

(
θ̂n, 0

)
を θ̂n のまわりでTaylor 展開する.

1√
n

•
`n

(
θ̂n, 0

)

=
1√
n

•
`n

(
θ̂n, 0

)
+

1

n

(∫ 1

0

••
` n

{
θ̂n + v

(
θ̂n, 0 − θ̂n

}
dv

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ̂n

)

= −FX

(
θ∗

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ̂n

)
+ oP (1)

となる. ただし, θ = (θ1, θ2, . . . , θd)
> と書いたとき

•
`n (θ) =

(
∂`n

∂θ1

(
θ
)
,

∂`n

∂θ2

(
θ
)
, . . . ,

∂`n

∂θd

(
θ
))>

;
••
` n=

(
∂2`n

∂θj∂θk

(
θ
))

j, k=1, 2,..., n

と定めた. したがって
√

n
(
θ̂n, 0 − θ̂n

)
Ã −{FX(θ∗)

}−1 •
`n

(
θ̂n, 0

)
+ oP (1)

を得る. このことから

−2 log λn =
1√
n

•
`n

(
θ̂n, 0

)>{FX(θ∗)
}−1 •

`n

(
θ̂n, 0

)
+ oP (1)

と表現できる.
•
`n

(
θ̂n, 0

)
の漸近分布を求めるために θ∗ の周りでこれを

Taylor 展開する.

1√
n

•
`n

(
θ̂n, 0

)

=
1√
n

•
`n

(
θ∗

)
+

1

n

(∫ 1

0

••
` n

{
θ∗ + v

(
θ̂n, 0 − θ∗

)}
dv

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ∗

)

(10.20)

を得る. ここで, d× d 行列FX(θ∗) を 4 つのブロック行列に分解する.

FX(θ∗) =

(
G1 G2

G>
2 G3

)
.

ただし, G1 は r × r 行列である. さらに

H =

(
0r×r 0r×(d−r)

0>r×r G−1
3

)
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とする.
•
`n

(
θ̂n, 0

)
の後半の (d− r) 個の要素は 0 なので

H
•
`n

(
θ̂n, 0

)
= 0d (10.21)

となる. よって, (10.20) と (10.21) から

H
1√
n

•
`n

(
θ∗

)
= H

{
1√
n

•
`n

(
θ̂n, 0

)− 1

n

(∫ 1

0

••
` n

{
θ∗ + v

(
θ̂n, 0 − θ∗

)}
dv

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ∗

)}

= −H
1

n

(∫ 1

0

••
` n

{
θ∗ + v

(
θ̂n, 0 − θ∗

)}
dv

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ∗

)

= −HFX

(
θ∗

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ∗

)
+ oP (1)

= −
(

0r×r 0r×(d−r)

0>r×r G−1
3

)(
G1 G2

G>
2 G3

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ∗

)
+ oP (1)

= −
(

0r×r 0r×(d−r)

G−1
3 G>

2 Id−r

)√
n
(
θ̂n, 0 − θ∗

)
+ oP (1)

=
√

n
(
θ̂n, 0 − θ∗

)
+ oP (1) (10.22)

となる. 最後の等号は θ̂n, 0 と θ∗ の最初の r 個の成分は 0 であることか
らわかる. (10.22) を (10.21) に代入すると

1√
n

•
`n

(
θ̂n, 0

)
=

{
Id −FX

(
θ∗

)
H

} 1√
n

•
`n

(
θ∗

)
+ oP (1)

を得る. 中心極限定理 (定理 4.22) から

1√
n

•
`n

(
θ∗

)
Ã Nd

(
0d, FX

(
θ∗

))

が成り立つので

1√
n

•
`n

(
θ̂n, 0

)
Ã

(
Id −FX

(
θ∗

)
H

)
Y ; Y ∼ Nd

(
0d, FX

(
θ∗

))

である. これより

−2 log λn = Y >(
Id −FX

(
θ∗

)
H

)>{FX

(
θ∗

)}−1(
Id −FX

(
θ∗

)
H

)
Y + oP (1)

= Y >
[{FX

(
θ∗

)}−1 −H

]
Y + oP (1)

= Z>{FX

(
θ∗

)}1/2

[{FX

(
θ∗

)}−1 −H

]{FX

(
θ∗

)}1/2Z + oP (1)

となる. ただし, Z ∼ Nd

(
0d, Id

)
である. ここで, 行列

P =
{FX

(
θ∗

)}1/2

[{FX

(
θ∗

)}−1 −H

]{FX

(
θ∗

)}1/2
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は

P2 = P; P> = P; rank(P) = tr (P) = tr
(
Id −FX

(
θ∗

)
H

)
= r

をみたす. P はランク r の正射影となる. しがたって

−2 log λ(X) Ã Z>PZ ∼ χ2
r

を得る. 2

(10.18) の証明 2

10.5 EM アルゴリズム: 不完全データに基づく
最尤推定値の計算

EM アルゴリズムは不完全データから最尤推定値を求めるための再帰
的繰り返し計算法である. この節では, 実際にはすべてを観測されない完
全データ X は指数型分布族に含まれる分布から生成されたものと仮定
して, 議論を進めていく. X は未観測であるが, その代わり X の関数で
ある Y を観測したと仮定する. すなわち, 単射ではない関数 g があって,

Y = g(X) と表現できると仮定する. 以下では, X は測度 µ に関する
p.d.f.

p(x) = h(x) exp
{
ηT (x)− κ∨(η)

}

を持つとする. ここで, X と E をそれぞれ X の標本空間と母数空間と
し, T : X → R, κ∨ : E → R とする.

EM アルゴリズムは, 観測データが不完全なとき, 有効である. たとえ
ば, X1, X2, . . . , Xn は i.i.d. ランダム標本とし, Yj (j = 1, 2, . . . , n) は
Xj を小数第 1 位を四捨五入したもの等である. また, EM アルゴリズム
は, 欠損データに対してもうまく機能することが知られている. たとえ
ば, ある調査で設問が 2 つあり, おのおの設問では, いくつかの選択肢か
ら回答を選ぶものとする. X は 2 つの設問に対する回答としたとき, Y

は 1 つ目の質問をスキップして, 2 つ目だけ回答をしたデータ等である.

いま, X, Y をそれぞれX と Y の標本空間とする. ∀y ∈ Y に対して,

切断面 X(y) を

X(y) =
{
x ∈ X; g(x) = y

}

で定める. このとき

Y = y ⇔ X ∈ X(y)

である.
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命題 10.13. µ を標本空間 X 上の測度とし, ν を誘導された標本空間 Y
上の計数測度とする. X は測度 µ に関する p.d.f.

p(x) = h(x) exp
{
ηT (x)− κ∨(η)

}

をもち, Y = g(X)は離散確率変数とする. ただし, T : X → R, h : X →
R, κ : E → Rである. このとき, µ⊗ν に関する (X, Y )の同時 p.d.f. は

p(X, Y )(x, y) = 1lX(y)(x)h(x) exp
{
ηT (x)− κ∨(η)

}

で与えられる.

Proof. f : X× Y → [0, ∞) を任意の非負値関数とする. このとき

f(X, Y ) =
∑

y∈Y
f(X, y)1l{Y = y}

と書き直す. 期待値作用素の線型性と 1l{g(x) = y} = 1lX(y)(x) であるこ
とから

E
[
f(X, Y )

]
=

∑

y∈Y
E
[
f(X, y)1l{g(X) = y}]

=
∑

y∈Y

∫

X
f(x, y)1l{g(x) = y}h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x)

=
∑

y∈Y

∫

X
f(x, y)1lX(y)(x)h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x)

となる. このことから命題の主張は示せた. 2

アルゴリズムを導入するために,完全データに基づく最尤推定量は ψ(T )

であることに注意する. ただし, ψ は
•
κ
∨
=

dκ∨

dη
の逆関数である. さらに

e(y, η) := Eη

[
T (T )|Y = y

]

とおく. これは Y = y を与えたときの X の条件付き p.d.f. pX|Y ( · | y)

に関する積分で計算できる. 命題 10.13 から

pX|Y (x| y) =
p(X, Y )(x, y)

pY (y| η)

=
1lX(y)(x)h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}

pY (y| η)

である. ただし

pY (y| η) = Pr(Y = y) = Pr
(
X ∈ X(y)

)

=

∫

X(y)

h(x) exp
{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x) (10.23)
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である.

アルゴリズムは, 最尤推定値 η̂ に対する初期値 η̂0 から始める. この初
期値とデータ Y を用いて, T1(X) の値を

T1 = e(Y, η̂0)

と定める. これを E-Step と呼ぶ. 更新された値を η̂1 = ψ(T1) で定める.

これを M-Step という. E-Step と M-Step を交互に繰り返し行き, 更新
される値が収束するまでこれらの 2 つの Steps を交互に繰り返す.

指数型分布族が正準形ではなく

h(x) exp
{
η(θ)T (x)− κ(θ)

}
(θ ∈ Θ =

•
κ
∨

(E))

で表現されるとする. すると E-Step は正準形のときと同じで,

Tk+1 = Ebθk

[
T (X)|Y = y

]

となり, M-Step は関数

Θ 3 θ 7→ η(θ)Tk+1 − κ(θ)

を最大にする値 θ̂k+1 (k = 1, 2, . . .) である.

EM アルゴリズムの収束を調べる. そのために, EM アルゴリズムが η̃

に収束したとき, η̃ は関係式

η̃ = ψ
(
e(Y, η̃)

)
(10.24)

をみたす. なぜならば, (10.23) から, pY (y| η) > 0 なる y に対して,

∂

∂η
log pY (y| η) =

∂

∂η

∫

X(y)

h(x) exp
{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x)

pY (y| η)

=

∫

X(y)

∂

∂η
h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x)

pY (y| η)

=

∫

X(y)

{
T (x)− •

κ
∨

(η)
}
h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x)

pY (y| η)

=

∫

X(y)

T (x)
h(x) exp

{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x)

pY (y| η)︸ ︷︷ ︸
= pX|Y (x| y)

− •
κ
∨

(η)

∫

X(y)

h(x) exp
{
ηT (x)− κ∨(η)

}
dµ(x)

pY (y| η)

= Eη

[
T (X)|Y = y]− •

κ
∨

(η)

= e(y, η)− •
κ
∨

(η)
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となることからわかる.

さらに, ψ は
•
κ
∨
の逆写像であることに注意すると (10.24) は

•
κ
∨ (

η̃
)

= e
(
Y, η̃

)
(10.25)

と同値になる.

例 10.14. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ p( · | η) とする. ただし

p(x| η) =

{
ηe−ηx (x > 0)

0 (x ≤ 0)

である. いま

Yj = bXjc (j = 1, 2, . . . , n)

とする. すなわち, Yj はXj を越えない最大の整数である. X = (X1, X2, . . . , Xn)>

の同時 p.d.f. は正準母数 η と十分統計量 T := T (X) = −(X1 + X2 +

· · · + Xn) の指数型分布族を作る. κ∨(η) = −n log η であることに注意
すると, ψ(x) = −n

x
となる. よって, X に基づく η の最尤推定量は

ψ(T ) = −n

T
である. Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)> と y = (y1, y2, . . . , yn)> と

おく. 命題 10.13 から j = 1, 2, . . . , n に対して

Eη

[
Xj|Y = y

]
= Eη

[
Xj| yj ≤ Xj < yj + 1

]

=

∫ yj+1

yj

xηe−ηx dx

∫ yj+1

yj

ηe−ηx dx

=

[
−xe−ηx

]yj+1

yj

+

∫ yj+1

yj

ηe−ηx dx

[
−e−ηx

]yj+1

yj

=

e−ηyj
{
yj − (1 + yj)e

−η − e−ηyj

η

{
e−η − 1

}

e−ηyj
{
1− e−η

}

=

yj

{
1− e−η

}− e−η − e−η − 1

η

{
e−η − 1

}

1− e−η

= yj +
1− e−η − ηe−η

η
{
1− e−η

}

= yj +
eη − 1− η

η
{
eη − 1

}
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となる. さらに, 独立性から

Eη

[
Xj|Y = y

]
= Eη

[
Xj|Yj = yj

]

となるので

e(y, η) = Eη

[
T (X)|Y = y

]

= −
n∑

j=1

Eη

[
Xj|Yj = yj

]

= −
n∑

j=1

{
yj +

eη − 1− η

η
{
eη − 1

}
}

= −n

{
yn +

eη − 1− η

η
{
eη − 1

}
}

となる. ただし, yn =
1

n

∑n
j=1 yj である. よって, k-Step(k = 1, 2, . . .) の

推定値を η̂k と書いたとき, EM アルゴリズムは

η̂k+1 = − n

Tk+1

かつ Tk+1 = −n

{
yn +

ebηk − 1− η̂k

η̂k

{
ebηk − 1

}
}

(10.26)

である. 2

注意 10.15. 例 10.14 では, Yj の p.m.f. を陽に計算できる. 実際, y =

0, 1, 2, . . . に対して

Prη
(
Yj = y

)
= Prη

(
y ≤ Xj < yj + 1

)

=

∫ y+1

y

ηe−ηx dx

=

[
−e−etax

]y+1

y

= −e−η(y+1) + e−ηy

=
(
1− e−η

)(
e−η

)y

となる. したがって, Y1, Y2, . . . , Yn は母数 π := 1− e−η の幾何分布から
のランダム標本とみなせる. よって, π の最尤推定量は

π̂ =
1

1 + Y n

; Y n =
1

n

n∑
j=1

Yj

で与えられる. η = − log(1− π) なので, η の最尤推定量は

η̂ = − log
(
1− π̂

)
= log

(
1 +

1

Y n

)
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である.

EM アルゴリズムの繰り返し {η̂k}∞k=1 の η̂ への収束のスピードを調べ
てみよう. そのために, η̂k = η̂ + ε と書く. すると η̂ は繰り返し計算の固
定点なので

−n

η̂
= −n

{
yn +

1

η̂
− 1

ebη − 1

}

をみたしていること3に注意する. ここで, 次の Taylor 展開を考える.

1

(η̂ + ε) + 1
=

1

η̂
− ε

η̂2
+ O(ε2),

1

ebη+ε − 1
=

1

ebη − 1
− ebηε(

ebη − 1
)2 + O(ε2).

これらより

Tk+1 = −n

{
yn +

ebηk − 1− η̂k

η̂k

(
ebηk − 1

)
}

= −n

{
yn +

1

η̂k

− 1

ebηk − 1

}

= −n

{
yn +

1

η̂k

− 1

η̂k

(
ebηk − 1

)
}

= −n

{
yn +

1

η̂
− 1

ebη − 1︸ ︷︷ ︸
=

1

η̂

− ε

η̂2
+

εebη(
ebη − 1

)2 + O(ε2)

}

= −n

η̂

{
1−

(
ε

η̂
− εη̂ebη(

ebη − 1
)2

)
+ O(ε2)

}

3 lim
k→∞

Tk = T∞ とおくと η̂ = − n
T∞
となる. したがって, (10.26) から

−n

η̂
= lim

k→∞
Tk = −n

{
yn +

exp
{

lim
k→∞

η̂k

}− 1− lim
k→∞

η̂k

lim
k→∞

η̂k

{
exp

{
lim

k→∞
η̂k

}− 1
}

}
= −n

{
yn +

ebη − 1− η̂

η̂
{
ebη − 1

}
}

= −n

{
yn +

1
η̂
− 1

ebη − 1

}

からわかる.
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を得る. この式から

η̂k+1 = − n

Tk+1

=
η̂

1− ε

(
1

η̂
− η̂ebη(

ebη − 1
)2

)
+ O(ε2)

= η̂

{
1 + ε

(
1

η̂
− η̂ebη(

ebη − 1
)2

)
+ O(ε2)

}

= η̂ + ε

{
1− η̂2ebη(

ebη − 1
)2

}
+ O(ε2)

を得る. 特に, η̂k = η̂ のとき, ε = 0 なので, η̂k+1 = η̂ となる. したがっ
て, η̂ は繰り返しの固定点であることがわかる. 2

注意 10.16. 一般に EM アルゴリズムは安定しており, 信頼される. こ
のアルゴリズムの良い性質は, 繰り返しをするごとに尤度関数を増加さ
せることである. すなわち, EM アルゴリズムの k − Step の推定値を
η̂k (k = 1, 2, . . .) としたとき

n∏
j=1

pY (yj| η̂k+1) ≥
n∏

j=1

pY (yj| η̂k)

となることである. これは, EM アルゴリズムが MM アルゴリズムの特
別な場合であることからわかる. この点については Lange (2014) を参照
のこと. しかし, 収束は一般に保証されない. たとえば, 尤度関数のモー
ドが複数ある場合には, EM アルゴリズムは収束しないことがある. EM

アルゴリズムが収束するための十分条件はWu (1983)を参照のこと. EM

アルゴリズムは安定しているが, 収束のスピードは遅くことが知られて
いる. 2

10.6 章末注釈と参考文献

10.7 演習問題

演習問題 10.1.

演習問題 10.2.
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第A章 集合と位相の復習

A.1 集合の復習
To be written

章 0 で書いた.

A.2 ベクトル空間と線型写像の復習
定義 A.1. (1) n ∈ N とする. 空でない集合 X ⊂ Rn が実ベクトル空間で
あるとは ∀x, y ∈ X と ∀c ∈ R に対して

x + y ∈ X かつ cx ∈ X

をみたすときである.

(2) k ∈ N とする. x1, x2, . . . , xk ∈ X と c1, c2, . . . , ck ∈ R を用いて定
義されるベクトル

c1x1 + c2x2 + · · ·+ ckxk

をx1, x2, . . . , xk の線型結合という. S ⊂ Rn とし, E を S の元の線型結
合のすべてから成る集合としたとき S はE を張るといい, E = span(S)

と書く.

(3)ベクトル x1, x2, . . . , xk ∈ Rnから成る集合が独立であるとは, ∀c1, c2, . . . , ck ∈
R に対して

c1x1 + c2x2 + · · ·+ ckxk = 0n ⇒ c1 = c2 = · · · = ck = 0

をみたすときをいう. そうでないとき {x1, x2, . . . , xk} は従属であると
いう. ただし 0>n = (0, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

k 個

である.

(4) 実ベクトル空間 X が r 個の独立なベクトルからなる集合を部分集合
として持ち, (r + 1) 個の独立なベクトルの集合を部分集合として持たな
いとき X の次元は r であるといい, dimX = r と書く.

(5) 実ベクトル空間 X の独立な部分集合 S が X を張るとき集合 S は X
の基底という.
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注意 A.2. 実ベクトル空間 Rn を考える.

ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i− 1 個

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n− i 個

)> (i = 1, 2, . . . , n)

とおく. S := {e1, e2, . . . , en} は Rn の基底となる. この集合 S を Rn

の標準基底とよぶ. 2

定理 A.3. r ∈ N とし, X を実ベクトル空間とする. ベクトル空間 X が
X の r 個のベクトルで張られるとき dimX ≤ r となる.

Proof. Rudin (1976, p.205) を参照のこと. 2

系 A.4. dimRn = n.

Proof. span({e1, e2, . . . , en}) = Rn なので dimRn ≤ n となる. しかし
{e1, e2, . . . , en} は独立なので dimRn ≥ n となる. よって定理は証明さ
れた. 2

定理 A.5. Xを実ベクトル空間とし, dimX = nとする. 以下が成立する.

(1) E を X の n 個の異なる元から成る集合とする. このとき

spanE = X ⇒ E は独立.

(2) X は基底を持ち, すべての基底は X の n 個の異なる元から成る.

(3) r ∈ N を 1 ≤ r ≤ n とし, {y1, y2, . . . , yr} ⊂ X は独立とする. この
ときX は {y1, y2, . . . , yr} を含む X のベクトルから成る基底を持つ.

Proof. Rudin (1976, p.206) を参照. 2

定義 A.6. X と Y を実ベクトル空間とする. 写像 T : X → Y は線型で
あるとは

T (x1 + x2) = A(x1) + A(x2), T (cx) = cT (x),
(∀x1, x2, x ∈ X, ∀c ∈ R)

をみたすときをいう.

定理 A.7. X を有限次元ベクトル空間とする. 線型写像 T : X → X が
1 対 1 であるための必要十分条件は

X = range(T ) := {T (x); x ∈ X}

が成り立つときである.

Proof. Rudin (1976, p.207) を参照. 2
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定義 A.8. X, Y, W を実ベクトル空間とする.

(1) L(X, Y) をX から Y への線型写像すべてから成る集合とする. 特に
L(X, X) を L(X) と書くことにする. ∀T1, T2 ∈ L(X, Y) と ∀c1, c2 ∈ R
に対して

(
c1T1 + c2T2

)
(x) = c1T1(x) + c2T2(x) (∀x ∈ X)

と定める. すると c1T1 + c2T2 ∈ L(X, Y) となる.

(2) T ∈ L(X, Y) と S ∈ L(Y, W) とする. この時 T と S の積 ST を T

と S の合成写像で定める. すなわち
(
ST

)
(x) := S

(
T (x)

)
(∀x ∈ X)

である. すると ST ∈ L(X, W) となる. X = Y = W のときでも ST と
TS は一般には一致しないことに注意せよ.

(3) m, n ∈ N とする. T ∈ L(Rn, Rm) に対して T のノルム ‖T‖ を
‖T‖ := sup

x∈Rn; |x|2, n≤1

∣∣T (x)
∣∣
2, m

で定める. ただし | · |2, n は Rn 上の Euclid ノルムである.

定理 A.9. (1) T ∈ L(Rn, Rm) のとき ‖T‖ < ∞ で
T : Rn → Rm

は一様連続である.

(2) ∀T, S ∈ L(Rn, Rm) と ∀c ∈ R に対して
‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖, ‖cT‖ = |c| ‖T‖

である. ∀T, S, R ∈ L(Rn, Rm) に対して関数

d : L(Rn, Rm)× L(Rn, Rm) 3 (T, S) −→ d(T, S) = ‖T − S‖
と定めると dは距離関数となる. すなわち, 任意の S, T, R ∈ L(

Rn, Rm
)

に対して

(2a) d(T, S) ≥ 0; d(T, S) = 0 ⇔ T = S,

(2b) d(T, S) = d(S, T ),

(2c) d(T, R) ≤ d(T, S) + d(S, R)

をみたす.

(3) T ∈ L(Rn, Rm) と S ∈ L(Rm, Rk) としたとき

‖ST‖ ≤ ‖S‖ · ‖T‖
がなりたつ.
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Proof. Rudin (1976, p.208-209) を参照. 2

定理 A.10. K を Rn から Rn への可逆な線型写像すべての成す集合とす
る. このとき以下が成立する.

(1) S ∈ K と T ∈ L(
Rn

)
が

‖S − T‖ · ‖S−1‖ < 1 (A.1)

をみたすとき

T ∈ K

である.

(2) K は L(
Rn

)
の開部分集合で写像

K 3 S 7→ S−1 ∈ K

は連続である.

Proof. (i) idn : Rn → Rn を恒等写像とすると, 定理 A.9(iii) から

1 = ‖idn‖ = ‖SS−1‖ ≤ ‖S‖ · ‖S−1‖

となる. よって, から ‖S−1‖ 6= 0 であるので

1

‖S−1‖ ≤ ‖S‖ < ∞

となる. このことを踏まえ

‖S−1‖ =:
1

α
> 0

とおく. さらに ‖S − T‖ =: β ≥ 0 とおく. 仮定 (A.1) から

β = ‖S − T‖ <
1

‖S−1‖ = α

となる. よって

β < α

である. 一方, ∀x ∈ Rn に対して

α|x|2, n = α
∣∣S−1S(x)

∣∣
2, n

≤ α‖S−1‖ · |S(x)|2, n = |S(x)|2, n

≤
∣∣(S − T

)
(x)

∣∣
2, n

+ |T (x)|2, n ≤ β|x|2, n + |T (x)|2, n
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となる. この不等式から

(α− β)|x|2, n ≤
∣∣T (x)

∣∣
2, n

(∀x ∈ Rn
)

(A.2)

を得る. α− β > 0 なので

x 6= 0n ⇒ Tx 6= 0n

を得る. よって T は 1 対 1 となる. 定理 A.7 から

Rn = rangeT

となるので T ∈ Kがわかる. すべての S ∈ Kに対してT は ‖S−T‖ < α

をみたせば T ∈ K となる. このことから K は　L(
Rn

)
の開集合である

ことがわかる.

(ii) S, T ∈ K とする. (A.2) において x = S−1y と置き換えると

(α− β)
∣∣S−1(y)

∣∣
2, n

≤
∣∣SS−1(y)

∣∣
2, n

= |y|2, n (∀y ∈ Rn)

となる. よって |y|2, n 6= 0 のとき
∣∣S−1(y)

∣∣
2, n

|y|2, n

≤ 1

α− β

となるので

‖S−1‖ ≤ 1

α− β

を得る. 等式

S−1 − T−1 = S−1
(
T − S

)
T−1

と定理 A.9(ii) を合わせると

‖S−1 − T−1‖ ≤ ‖S−1‖ · ‖T − S‖ • ‖T−1‖ ≤ β

α(α− β)

を得る. β → 0 とすれば T → S となるので写像 K 3 S 7→ S−1 ∈ K は
連続となる. 2

A.3 多変数関数の微分と逆写像定理
定義 A.11. E ⊂ Rn を開集合とし, x ∈ E とし, T : E → Rm を写像と
する. 線型写像 A : Rn → Rm が存在して

lim
h→0n

∣∣T (x + h)− T (x)− A(h)
∣∣
2, m

|h|2, n

= 0 (A.3)
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が成り立つとき T は点 x で微分可能といい

•
T (x) := A

と書く. T がすべての点 x ∈ E で微分可能なとき T は E 上で微分可能
という.

注意 A.12. (A.3) をみたす A ∈ L(
Rn, Rm

)
は一意である. これを示す

ためにA1, A2 ∈ L
(
Rn, Rm

)
があってA1 と A2 はともに (A.3) をみたす

と仮定する. B := A1 − A2 とおくと ∀h ∈ Rn に対して

∣∣B(h)
∣∣
2, m

=
∣∣T (x + h)− T (x)− A2(h)− {

T (x + h)− T (x)− A1(h)
}∣∣

2, m

≤
∣∣T (x + h)− T (x)− A2(h)

∣∣
2, m

+
∣∣T (x + h)− T (x)− A1(h)

∣∣
2, m

となるので

lim
x→0n

∣∣B(x)
∣∣
2, m

|h|2, n

= 0

となる. h 6= 0n を固定すると

lim
t→0

∣∣B(th)
∣∣
2, m

|th|2, n

= 0 (A.4)

を得る. B の線型性から (A.5)の左辺は tと独立なのでB(h) = 0m (∀h ∈
Rn) となる. よって B = 0m×n がわかる. 2

定理 A.13. E ⊂ Rn を開集合とする. 写像 T : E → Rm は点 x0 ∈ E で
微分可能とし, S : T (E) → Rk は点 T (x0) で微分可能とする. さらに写
像 R : E → Rk を

R(x) := S
(
T (x)

)

で定義する. このとき R は点 x0 で微分可能で

•
R (x0) =

•
S

(
T (x0)

) •
T (x0)

となる.

Proof. y0 = T (x0), A =
•
T (x0), B =

•
S (y0) とおき

U(h) := T (x0 + h)− T (x0)− A(h) (h ∈ Rn),

V (k) := S(y0 + k)− S(y0)−B(k) (k ∈ Rm)
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と定める. ただし x0 + h ∈ E, y0 + k ∈ T (E) なるように h, k を定め
た. このとき

∣∣U(h)
∣∣
2, n

= ε(h)|h|2, n,
∣∣V (k)

∣∣
2, m

= η(k)|k|2, m (A.5)

ε(h) → 0 (h → 0n), η(k) → 0 (k → 0m) (A.6)

と書く. 与えられた h ∈ Rn に対して

k := T (x0 + h)− T (x0)

とすると

|k|2, m =
∣∣A(h) + U(h)

∣∣
2, m

≤ [‖A‖+ ε(h)
]× |h|2, n (A.7)

と

R(x0 + h)−R(x0)−BA(h) = S
(
T (x0 + h)

)− S
(
T (x0)

)−BA(h)

= S

(
T (x0) +

(
T (x0 + h)− T (x0)

))

− S(y0)−BA(h)

= S(y0 + k)− S(y0)−BA(h)

= V (k) + B(k)−BA(h)

= V (k) + B

(
T (x0 + h)− T (x0)− A(h)

)

= V (k) + B
(
U(h)

)
(A.8)

となる. (A.5) と (A.7) から h 6= 0n のとき
∣∣R(x0 + h)−R(x0)−BA(h)

∣∣
2, k

|h|2, n

=

∣∣BU(h) + V (k)
∣∣
2, k

|h|2, n

(
∵ (A.8)

)

≤ ‖B‖ε(h)|h|2, n + η(k)|k|2, m

|h|2, n

≤ ‖B‖ε(h) +
η(k)

[‖A‖+ ε(h)
]|h|2, n

|h|2, n(
∵ (A.7)

)

≤ ‖B‖ε(h) + η(k)
[‖A‖+ ε(h)

]

となる. h → 0n のとき ε(h) → 0 かつ k → 0m なので η(k) → 0 となる.

よって

•
R (x0) = BA
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がわかる. 2

E ⊂ Rn を開集合とし, T : E → Rm を写像とする. {e1, e2, . . . , en}
と {u1, u2, . . . , um} を Rn と Rm の標準基底とする. 写像 T の成分は
実数値関数 Ti : E → R (i = 1, 2, . . . , m) を用いて

T (x) =
m∑

i=1

Ti(x)ui (x ∈ E)

と表現できる. x ∈ E と i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n に対して

(
DjTi

)
(x) := lim

t→0

Ti(x + tej)− Ti(x)

t

と定める. これを

DjTi =
∂Ti

∂xj

x = (x1, x2, . . . , xn)>

と書くことにする.

定理 A.14. E ⊂ Rn を開集合とし, 写像 T : E → Rm は点 x ∈ E

で微分可能とする. このとき偏導関数
(
DjTi

)
(x) (i = 1, 2, . . . , m; j =

1, 2, . . . , n) は存在し　

•
T (x)(ej) =

m∑
i=1

(
DjTi

)
(x)ui (j = 1, 2, . . . , n)

と書ける. ただし {e1, e2, . . . , en} と {u1, u2, . . . , um} をRn と Rm の
標準基底である.

Proof. j (1 ≤ j ≤ n; j ∈ N) を固定する. 写像 T は点 x ∈ E で微分可能
なので

T (x + tej)− T (x) =
•
T (x)(tej) + r(tej),

lim
t→0

∣∣r(tej)
∣∣
2, m

t
= 0 (x + tej ∈ E)

と書ける.
•
T (x) の線型性から

lim
t→0

T (x + tej)− T (x)

t
= lim

t→0

•
T (x)(tej) + r(tej)

t

= lim
t→0

t
•
T (x)(ej) + r(tej)

t

=
•
T (x)(ej) + lim

t→0

r(tej)

t

=
•
T (x)(ej)
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となる. これを T の成分で表現すると

lim
t→0

m∑
i=1

Ti(x + tej)− Ti(x)

t
ui =

•
T (x)ej

となる. よって
(
DjTi

)
(x) は存在する. さらに

m∑
i=1

(
DjTi

)
(x)ui =

•
T (x)ej

から

•
T (x)ej = lim

t→0

T (x + tej)− T (x)

t
= lim

t→0

m∑
i=1

Ti(x + tej)− Ti(x)

t
ui

=
m∑

i=1

(
DjTi

)
(x)ui

を得る. 2

このことより

•
T (x) =




(
D1T1

)
(x) · · · (

DnT1

)
(x)

...
. . .

...(
D1Tm

)
(x) · · · (

DnTm

)
(x)




と書ける. h =
∑n

j=1 hjej ∈ Rn (hj ∈ R; j = 1, 2, . . . , n) に対して

•
T (h) =

m∑
i=1

{ n∑
j=1

(
DjTi

)
(x)hj

}
ui

となる.

定理 A.15. E ⊂ Rn を凸開集合とする. 写像 T : E → Rm はE 上で微
分可能とし, ある定数 M > 0 が存在して

∥∥ •
T (x)

∥∥ ≤ M (∀x ∈ E)

とする. このとき

∣∣T (a)− T (b)
∣∣
2, n

≤ M
∣∣a− a

∣∣
2, n

(∀a, b ∈ E)

が成立する.
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Proof. a, b ∈ Rn を固定し

r(t) := (1− t)a + tb (t ∈ R)

と定める. E は凸集合なので

r(t) ∈ E (0 ≤ t ≤ 1)

となる. いま

S(t) = T
(
h(t)

)

とおく. このとき定理 A.13 を用いると

•
S (t) =

•
T

(
r(t)

) •
r (t) =

•
T

(
r(t)

)
(b− a) ∈ Rm

を得る. よって

∣∣ •
S (t)

∣∣
2, m

≤
∥∥ •

T
(
r(t)

)∥∥ · |b− a|2, n ≤ M |b− a|2, n (∀t ∈ [0, 1])

となる. しかし S(1) = T (a) と S(0) = T (b) なので

∣∣T (a)− T (b)
∣∣
2, m

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

•
S (t) dt

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣ •
S (t)

∣∣ dt

=≤ M |b− a|2, n

∫ 1

0

dt = M |b− a|2, n

がわかる. 2

定義 A.16. E ⊂ Rn を開集合とする. 写像 T : E → Rm が E 上で連続
微分可能 (C1 級)であるとは

•
T : E → L(

Rn, Rm
)

が連続写像となることである. すなわち ∀x ∈ E と ∀ε > 0 に対してある
δ > 0 があって, ∀y ∈ E に対して

|x− y|2, n ⇒ ‖ •
T (x)− •

T (y)‖ < ε

をみたすことである.

定理 A.17. E ⊂ Rn を開集合とし, T : E → Rm を写像とする. こ
のとき T が E 上で C1 級であるための必要十分条件は, すべての i =

1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n に対して偏導関数 DjTi が存在し, E 上で連
続であることである.
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Proof. 写像 T は C1 級とする. すると

•
T (x)ej =

m∑
i=1

(
DjTi

)
(x)ui

から

( •
T (x)ej

∣∣ ui

)
m

=
(
DjTi

)
(x) (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n)

となる. ただし ( · | · )m は Rm 上の標準内積である. しがたって

(
DjTi

)
(x)− (

DjTi

)
(y) =

({ •T (x)− •
T (y)}ej

∣∣ui

)
m

となる. |ui|m = |ej|n = 1 から
∣∣∣∣
({ •T (x)− •

T (y)}ej

∣∣ ui

)
m

∣∣∣∣ ≤
∣∣{ •T (x)− •

T (y)}ej

∣∣
2, n

· |ui|2, m

≤ ‖ •
T (x)− •

T (y)‖

となり, DjTi は連続であることがわかる.

逆を示す. m = 1 の場合を考えれば十分なことに注意する. x ∈ E と
ε > 0 を取る. E は開集合なのでx を中心とした半径 r > 0 の開球 B を

B ⊂ E

とすることができる. DjTi の連続性から r を必要ならばさらに小さく
取り

∣∣(DjTi

)
(y)− (

DjTi

)
(x)

∣∣ ≤ ε

n
(y ∈ B, 1 ≤ j ≤ n)

とできる. ここで, k = 1, 2, . . . , n に対して

h :=
n∑

j=1

hjej, |h|2, n ≤ r, v0 = 02, n, ej = vj

とおく. このとき

T (x + h)− T (x) =
m∑

j=1

[
T (x + vj)− T (x + vj−1)

]

となる. |vk|2, n < r (k = 1, 2, . . . , n) でB は凸開集合なので

x + vj−1, x + vj ∈ B
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となる. vj = vj−1 + hjej (j = 1, 2, . . . , n) なので中間値の定理から

T (x + vj)− T (x + vj−1) = T (x + vj−1 + hjej)− T (x + vj−1)

= hj

(
DjT

)
(x + vj−1 + θjhjej)

(0 < θj < 1; j = 1, 2, . . . , n)

となる. ただしDjT = (D1T1, DjT2, . . . , DjTm)> である. 以上のこと
から

∣∣∣∣T (x + h)− T (x)−
n∑

j=1

hj

(
DjT

)
(x)

∣∣∣∣
2, m

=

∣∣∣∣
n∑

j=1

hj

{(
DjT

)
(x + vj−1 + θjhjej)−

(
DjT

)
(x)

}∣∣∣∣
2, m

≤ 1

n

n∑
j=1

|hj|ε = |h|2, nε (∀|h|2, n < ε)

となる. よって写像 T は点 xで微分可能で
•
T (x)は線型でh =

∑n
j=1 hjej

に対して

•
T (x)(h) =

n∑
j=1

hj

(
DjT

)
(x)

となる. さらに

•
T (x) =




{(
D1T

)
(x)

}>
{(

D2T
)
(x)

}>
...{(

DnT
)
(x)

}>




となり, D1T, D2T, . . . , DnT は連続なので
•
T も連続であることがわか

る. 2

定義 A.18. 写像 T : Rn → Rn は次の条件をみたすとする. ある c < 1

があって
∣∣T (x)− T (y)

∣∣
2, n

≤ c|x− y|2, n (∀x, y ∈ Rn)

となる. このとき T をRn から Rn への縮小写像という.

定理 A.19. C ⊂ Rn を閉集合とし, T : C → C を縮小写像とする. この
ときある x0 ∈ C が唯一存在して

T (x0) = x0

をみたす.
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Proof. x0 ∈ C を任意に取り点列 {xk}∞k=1 ⊂ C を

kk+1 = T (xk) (k = 1, 2, . . .)

と定める. k ≥ 1 に対して

|xk+1 − xk|2, n = |T (xk)− T (xk−1)|2, n ≤ c|xk − xk−1|2, n

となる. したがって

|xk+1 − xk|2, n ≤ c |x1 − x0|2, n (k = 1, 2, . . .)

を得る. k < ` に対して

|xk − x`|2, n ≤
∑̀

i=k+1

|xi − xi−1|2, n ≤
{
ck + ck−1 + · · ·+ c`−1

}|x1 − x0|2, n

≤
[ |x1 − x0|n

1− c

]
ck

となる. よって　 {xk}∞k=1 は Cauchy 列であることがわかる. よって C

は閉集合であるのである x ∈ C があって

lim
k→∞

xk = x

となる. さらに T は縮小写像なので連続である. よって

T (x) = T

(
lim
k→∞

xk

)
= lim

k→∞
T (xk) = lim

k→∞
xk+1 = x

がわかる. よって定理は証明された. 2

定理 A.20. E ⊂ Rn を開集合とし, T : E → Rn をC1 級とする. すなわ
ち

•
T は連続で

T (x + h)− T (x) =
•
T (x)(h) + r(h) (∀x ∈ E, x + h ∈ E),

lim
h→0n

|r(h)|2, n

|h|2, n

= 0

をみたすことである. さらにある a ∈ E に対して
•
T (a) は可逆とし,

b = T (a) とおく. このとき以下が成立する.

(1) Rn のある開集合 U と V で a ∈ U と b ∈ V なるものがあって

T : U → V

は 1 対 1 で T (U) = V となる.
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(2) V 上で定義さらた T の逆写像を S とする. すなわち

S
(
T (x)

)
= x (∀x ∈ U)

である. このとき S は C1 級である.

Proof. (1)
•
T (a) = A とおき, λ > 0 を

2λ‖A‖ = 1 (A.9)

となるように取る. a を中心とした開球 U が存在して

U ⊂ E

とできる.
•
T は点 a で連続なので必要ならば U 半径をさらに小さくと

ると

‖ •
T (x)− A‖ < λ (x ∈ U) (A.10)

とできる.

各 k ∈ Rm に対応して関数 ϕ を

ϕ(x) := x + A−1
(
y − T (x)

)
(x ∈ E) (A.11)

と定める. このとき

T (x) = y ⇔ x は関数 ϕ の不動点

に注意する. 簡単な計算から

•
ϕ (x) = In − A−1

•
T (x) = A−1

(
A− •

T (x)
)

なので (A.10) と (A.11) から

‖ •
ϕ (x)‖ ≤ ‖A‖ · ‖A− •

T (x)‖ <
1

2λ
· λ =

1

2
(x ∈ U)

を得る. いま x1, x2 ∈ U を取る. 中間値の定理から x1 と x2 を結ぶ直
線上の端点以外の点 x̃ ∈ U が存在して

ϕ(x1)− ϕ(x2) =
•
ϕ (x̃)(x1 − x2)

と書ける. したがって

|ϕ(x1)− ϕ(x2)|2, n ≤ ‖ •
ϕ (x̃)‖ · |x1 − x2|2, n <

1

2
|x1 − x2|2, n (A.12)
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となる. よって定理 A.19 から x ∈ U が唯一存在して

ϕ(x) = x ⇔ y = T (x)

となる. よって T は U 上で 1 対 1 である.

次に V = T (U) とおき y0 ∈ V を取る. このときある点 x0 ∈ U が唯
一存在して

y0 = T (x0)

となる. B を x0 を中心とした半径 r > 0 の開球とする. r を十分小さく
すると

B := {z ∈ Rn; |z − x0|2, n < r} ⊂ U

とできる. このとき

y ∈ V ⇒ |y − y0|2, n < λr

を示すことができると V は開集合であることがわかる. そのために y を
固定する. すると

|ϕ(x0)− ϕ(x)|2, n =
∣∣{x0 + A−1

(
y − T (x0)

)}− x0

∣∣
2, n

=
∣∣A−1

(
y − T (x0)

)∣∣
2, n

≤ ‖A−1‖ · |y − T (x0)|2, n = ‖A−1‖ · |y − y0|2, n

<
1

2λ
· λr =

r

2
(A.13)

を得る. x ∈ B のとき

|ϕ(x)− x0|2, n = |ϕ(x)− ϕ(x0)|n + |ϕ(x0)− x0|2, n

≤ 1

2
|x− x0|2, n +

r

2

(
∵ (A.12) と (A.13)

)

≤ r

2
+

r

2
= r

がわかる. これより ϕ(x) ∈ B となる. さらに x1, x2 ∈ B ⊂ U のとき

|ϕ(x1)− ϕ(x2)|2, n ≤ 1

2N
|x1 − x2|2, n

が成立する. よって ϕ : B → B は縮小写像となる. B は Rn の閉集合な
ので点 x ∈ B が唯一存在ｈして ϕ の不動点となる. すると

T (x) = y

をみたすので

y ∈ T
(
B

) ⊂ T (U) = V
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がわかる. よって (1) が示せた.

(2) y ∈ V, y + k ∈ V を取る. すると x ∈ U と x + h ∈ U が存在して

y = T (x), y + k = T (x + h)

となる. すると

ϕ(x + h)− ϕ(x) =
{
x + h− A−1

(
y + k − T (x + h)

)}

− {
x− A−1

(
y + k − T (x)

)}

= h + A−1
{
T (x)− T (x + h)

}

= h− A−1k

となる. よって (A.13) から

|h− A−1k|2, n = |ϕ(x + h)− ϕ(x)|2, n ≤ 1

2
|h|2, n

となる. したがって

|h− A−1k|2, n ≥ |h|2, n × |A−1k|2, m

から

|A−1k|2, n ≥ 1

2
|h|2, n

と

|h|2, n ≤ ‖A−1‖ · |k|2, m
|k|2, m

λ
(A.14)

を得る. よって (A.13) と (A.14) から

‖ •
T (x)− A‖ · ‖A−1‖ < λ

1

2λ
=

1

2

となるので定理 A.10から
•
T は逆写像を持つことがわかる. そこで

•
T (x)

の逆写像を W と書くと

S(y + k)− S(y)−W (k) = S
(
T (x + h)

)− S
(
T (x)

)−W (k)

= x + h− x−W (k)

= h−W (k)

= h−W
{
T (x + h)− T (x)

}

= −W
{
T (x + h)− T (x)− •

T (x)h
}

(A.15)
(
∵ W

•
T (x) = In

)
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となる. (A.14) から
∣∣S(y + k)− S(y)−W (k)

∣∣
2, m

|h|2, n

=

∣∣−W
[
T (x + h)− T (x)− •

T (x)h
]∣∣

2, n

|h|2, n

≤ ‖W‖
λ

∣∣T (x + h)− T (x)− •
T (x)h

∣∣
2, n

|h|2, n

(
∵ (A.15

)

を得る. k → 0m のとき h → 0n となり

lim
k→0m

∣∣S(y + k)− S(y)−W (k)
∣∣
2, m

|h|2, n

≤ lim
h→0n

‖W‖
λ

∣∣T (x + h)− T (x)− •
T (x)(h)

∣∣
2, n

|h|2, n

= 0

となる. よって
•
S (y) = W

がわかる. W は
•
T (x) =

•
T

(
S(y)

)
の逆写像になうように選んだ. した

がって
•
S (y) =

{ •
T

(
S(y)

)}−1
(y ∈ V )

を得る. 2

A.4 連続関数の性質
定理 A.21 (Heine-Borel). K ⊂ Rd を部分集合とする. K がコンパクト
であるために必要十分条件は, K が閉かつ有界集合であることである.

Proof. 2

命題 A.22. K ⊂ Rd をコンパクト集合とし, f ∈ C(K) とする. た
だし, C(K) は K 上の実数値連続関数全体のなす集合である. さらに,

M := supx∈K f(x) とおく. このとき, ある x ∈ K があって, f(x) = M

が成立する.

Proof. 2

定義 A.23. D ⊂ Rd を部分集合とする. 関数 f : D → R が一様連続で
あるとは

sup
x,y∈D; |x−y|2, d<ε

|f(x)− f(y)| ε→0−→ 0

が成り立つときをいう.
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命題 A.24. K ⊂ Rd をコンパクト集合とし, f ∈ C(K) とする. このと
き, f は一様連続である.

Proof. 2

定理 A.25 (Dini). K ⊂ Rd をコンパクト集合とｓる. {fn}∞n=1 ⊂ C(K)

は fn ≥ 0 (n ∈ N) かつ f1 ≥ f2 ≥ · · · で fn(x)
n→∞−→ 0 (∀x ∈ K) をみた

すとする. このとき, supx∈K fn(x)
n→∞−→ 0 となる.

Proof. 固定した ε > 0 に対して

On := f−1
n

(
(−∞, ε)

)
= {x ∈ K; fn(x) < ε} (n ∈ N)

とおく. 関数 f は連続なので, 集合 On (n ∈ N) は開であり, 関数列
f1, f2, . . . は減少列なので, O1 ⊂ O2 ⊂ · · · である. fn(x)

n→∞−→ 0 なの
で, n を十分おおくすると x ∈ On とできる. したがって,

⋃∞
n=1 ⊃ K

となる. K はコンパクト部分集合であるので, ある m ∈ N と nj ∈
N (j = 1, 2, . . . , m が存在して,

⋃m
j=1 Onj

⊃ K となる. ここで, N =

max{n1, n2, . . . , nm} とおくと fN(x) < ε (∀x ∈ K) となる. 関数列
{fn}∞n=1 は減少列なので, ∀n ≥ N と ∀x ∈ K に対して, f(x) < ε とな
る. したがって

lim sup
n→∞

sup
x∈K

fn(x) ≤ ε

となる. ε > 0 は任意だったので, supx∈K fn(x)
n→∞−→ 0 がわかる. 2

A.5 章末注釈と参考文献
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第B章 数列と級数の収束と関数
の性質

B.1 数列と級数
定義 B.1. {an}∞n=1 を数列とし, a を実数とする.

(1) 任意の実数 ε > 0 に対してある自然数 N が存在し, 条件

∀n ≥ N ⇒ |an − a| < ε

をみたすとき数列 {an}∞n=1 は aに収束するといい, aを数列 {an}∞n=1 の極
限または極限値という. 数列 {an}∞n=1 が aに収束するとき limn→∞ an = a

あるいは an
n→∞−→ a と記す.

(2) 任意の ε > 0 に対してある N ∈ N が存在し

∀k, ` ≥ N ⇒ |ak − a`| < ε

をみたすとき {an}∞n=1 はCauchy 列であるという.

命題 B.2. (数列の重要な性質) 以下が成立する.

(1) 収束する数列の極限値はただ一つ.

(2) 収束する数列は有界.

(3) R 内の有界な単調数列は収束する.

(4) 数列 {an}∞n=1 が a ∈ R に収束するための必要十分条件は, すべて
の部分列が a に収束することである.

(5) (Bolzano-Weierstrass)有界な数列は収束する部分列を持つ.

(6) 有界な数列 {an}∞n=1 が収束するための必要十分条件は, その上極限
と下極限が同じ有限値であることである.

(7) 数列が収束するための必要十分条件は, それが Cauchy 列であるこ
とである.

Proof. 証明は後ほど書く. 2
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命題 B.3. {an}∞n=1, aを実数列とする. 数列 {an}の任意の部分列 {an(k)}∞k=1

が a に収束するさらなる部分列 {an(k(`))}∞`=1 を持つならば, an
m→∞−→ a

となる.

Proof. 背理法を用いて証明する. an 6→ aと仮定する. あると開区間 Gが
存在して, a ∈ G であり, an(m) の部分列をうまくとれば an(m) 6∈ G (∀m ∈
N) とできる. 明らかに an(m)

n→∞
6→ a となり矛盾. 2

注意 B.4. 命題 B.2(4), (5)から,数列 {an}∞n=1 が有界のとき, {an}∞n=1 の
収束する任意の部分列 {an(k)}∞k=1の収束先が同じ a ∈ Rのとき, limn→∞ an =

a となる. 2

数列 {an}∞n=1 に対し, その n 項部分列 sn を

sn = a1 + a2 + · · ·+ an

で定義する.
∑∞

n=1 an の収束と発散を部分和の列 {sn}∞n=1 の収束と発散
で定義する.

命題 B.5. (級数の重要な性質) 以下が成立する.

(1) 級数
∑∞

n=1 an が収束すれば limn→∞ an = 0 となる.

(2) 級数
∑∞

n=1 |an| が収束すれば
∑∞

n=1 an も収束する.

(3) 正項級数
∑∞

n=1 an が収束するための必要十分条件は, 部分和の列
{sn}∞n=1 が有界であることである.

(4) (d’Alambert の収束判定法)

• lim supn→∞
an+1

an

< 1 ⇒ ∑∞
n=1 An は収束.

• lim infn→∞
an+1

an

> 1 ⇒ ∑∞
n=1 An は発散.

(5) (Cauchy の収束判定法)

• lim supn→∞ n
√

an < 1 ⇒ ∑∞
n=1 An は収束.

• lim infn→∞ n
√

an > 1 ⇒ ∑∞
n=1 An は発散.

(6) ζ(s) =
∑n

n=1

1

ns
(s > 0) とする.

• s > 1 ⇒ ζ(s) < ∞.

• 0 < s ≤ 1 ⇒ ζ(s) = ∞.

Proof. 証明は後ほど書く. 2
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B.2 Starling の公式
定理 B.6. (Wallis の公式) 次式が成り立つ.

lim
n→∞

22n(n!)2

√
n(2n)!

=
√

π.

Proof. 石谷 (2021, p.189) から借用すること. Stroock (2011, p.32)から
借用か. 2

定理 B.7. (Starling の公式) 次式が成り立つ.

lim
n→∞

n!√
2πn

(
e

n

)n

= 1.

Proof. 石谷 (2021, p.190-191) から借用すること. 2

B.3 下半連続関数
定義 B.8. d ∈ N とし, x ∈ Rd とする. 関数 f : Rd → R ∪ {+∞} は
c < f(x) となる任意の c ∈ R に対して x の近傍 U が存在して, ∀y ∈ U

に対して c < f(y) となるとき, f は下半連続という. 関数 f がすべての
x ∈ Rd で下半連続のとき, f は Rd で下半連続とという.

補題 B.9. 関数 f : Rd → R ∪ {+∞} は x ∈ Rd で下半連続であるため
の必要十分条件は limn→∞ xn = x となる任意の点列 {xn}∞n=1 ⊂ Rd で

lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x) (B.1)

となることである.

Proof. (⇒ の証明): f は x = limn→∞ xn で下半連続で c < f(x) とす
る. このとき x の近傍 U が存在して, ∀y ∈ U に対して

c < f(y)

である. 一方 xn
n→∞−→ x なので, ある N ∈ N が存在して

∀n ≥ N ⇒ xn ∈ U

となる. したがって c < f(x) なる任意の c に対して

∀n ≥ N ⇒ f(xn) > c

となるので
lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x)
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を得る.

(⇐ の証明): limn→∞ xn = x となる任意の点列 {xn}∞n=1 ⊂ Rd で (B.1)

をみたすとする. c < f(x) とする. すべての y ∈ U で c < f(y) となる
ような x の近傍 U が存在しないとすると仮定する. すると ∀n ∈ N で

|x− xn|2, n <
1

n
, f(xn) ≤ c

となる. このとき xn
n→∞−→ x で

lim inf
n→∞

f(xn) ≤ c < f(x)

となり, (B.1) と矛盾する. 2

補題 B.10. Rd のコンパクト部分集合1K 上の下半連続関数 f は最小値
を K 上で持つ.

Proof. µ := infx∈K f(x) とおく. f(xn)
n→∞−→ µ となる点列 {xn}∞n=1 ⊂

K をとると K はコンパクトなので, ある点 x ∈ K に収束する部分列
{xn(k)}∞k=1 が存在する. 補題 (B.9) から

f(x) ≤ lim inf
k→∞

f(xn(k)) = µ

となる. 一方 µ の定義から f(x) ≥ µ なので f(x) = µ となる. よって f

は最小値 µ を x で取る. 2

B.4 章末注釈と参考文献

1この場合は有界閉集合と同値.
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第C章 測度論

C.1 測度の導入
X を空でない集合とし, C を X の部分集合の集まりで ∅ ∈ C とす
る. X の部分集合列 {An}∞n=1 は互いに排反であるとは, i 6= j のとき
Ai ∩ Aj = ∅ となるときをいう.

定義 C.1. (1) 関数 µ : C → R ∪ {±∞} は有限加法的であるとは次の
(1a) と (1b) をみたすときをいう.

(1a) µ(∅) = 0.

(1b) n ∈ N とする. 互いに排反な集合 Aj ∈ C (j = 1, 2, . . . , n) に対
して

A :=
n⋃

j=1

Aj ∈ C かつ µ(A) =
n∑

j=1

µ(Aj).

(2) Aj ∈ C (j = 1, 2, . . .) は互いに排反で

B :=
∞⋃

j=1

Aj ∈ C

とする. このとき

µ(B) =
∞∑

j=1

µ(Aj)

のとき µ は σ 加法的という.

注意 C.2. 上の定義において和が定まっているので, ある i 6= j があって
µ(Ai) = +∞, µ(Aj) = −∞ のようにはならない. 2

定義 C.3. (1) 与えられた空でない集合 X に対して集合族 A ⊂ 2X は環
であるとは次の (1a) と (1b) をみたすときをいう.

(1a) ∅ ∈ A.

(1b) A, B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ AかつB \ A ∈ A.
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ただし 2X は X の冪集合 を表し, X のすべての部分集合からなる集合族
である.

(2) 環 A が代数であるとは
(2a) X ∈ A.

をみたすときをいう.

(3) 代数 A が σ 代数 であるとは

(3a) 任意の列 An ∈ A (n = 1, 2, . . .) に対して

∞⋃
n=1

An ∈ A

をみたすときをいう.

注意 C.4. (1) R を環とする. するとA, B ∈ R のとき

A ∩B = A \ (A \B) ∈ R

となる.

(2) 2X は σ 代数である.

(3) 任意の集合族 C ⊂ 2X に対して C を含む最小の σ 代数が唯一存在す
る. すなわち C を含むすべての σ 代数の共通部分である. これを C に
よって生成される σ 代数といい, σ[C] と表すことにする.

問 C.1. C1 と C2 を σ 代数としたとき C1 ∩ C2 も σ 代数であることを
示せ.

定理 C.5. A を代数とする. 有限加法的関数 µ : A → R が σ 加法的で
あるための必要十分条件は, 任意の集合列 An ∈ A で An ⊃ An+1 (n =

1, 2, . . .) で
⋂∞

n=1 An = ∅ なるものに対して

µ(An)
n→∞−→ 0

をみたすことである.

Proof. (⇒): µ は σ 加法的と仮定し, An ∈ A, An ⊃ An+1 (n = 1, 2, . . .)

かつ
⋂∞

n=1 An = ∅ とする. このとき An \ An+1 は互いに排反で

Am =
∞⋃

n=m

(
An \ An+1

)
(m ∈ N)

なので

µ(Am) = µ

( ∞⋃
n=m

(An \ An+1)

)
=

∞∑
n=m

µ(An \ An+1)
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となる. 級数
∑∞

n=1 µ(An \ An+1) は収束するので
∞∑

n=m

µ(An \ An+1)
m→∞−→ 0

となる. よって µ(Am)
m→∞−→ 0 となる.

(⇐): Bj ∈ A (j = 1, 2, . . .) で B1, B2, . . . , Bn (n ∈ N) は互いに排反
とする. B :=

⋃∞
j=1 Bj ∈ A とし, An := B \ ⋃n−1

j=1 Bj とおく. すると
An ∈ A となり, An ⊃ An+1 かつ

⋂∞
n=1 An = ∅ となる. µ の有限加法性

から各 n ∈ N に対して

µ(B) = µ

(
An ∪

(n−1⋃
j=1

Bj

))
= µ(An) + µ

(n−1⋃
j=1

Bj

)
= µ(An) +

n−1∑
j=1

µ(Bj)

となる. ここで n →∞ とすると仮定より µ(An) → 0 なので

µ(B) =
∞∑

j=1

µ(Bj)

を得る. 2

定義 C.6. X を空でない集合とし, A を X の部分集合の σ 代数とする.

A 上の σ 加法測度が µ : A → [0, ∞)
⋃{+∞} を測度という. さらに

(X, A, µ) を測度空間という.

注意 C.7. 任意の A ⊂ X に対して, A が有限集合のとき, µ(A) を A の
元の個数とし, A が無限集合のとき, µ(A) = +∞ と定める. すると µ は
測度となる. この測度を計数測度 (X 上の計数測度)という. 2

定理 C.8. 任意の空でない集合 X と X の部分集合の環A 上の σ 加法的
な関数 µ : A → [0, ∞)∪{+∞} は A によって生成される σ 加法族 σ[A]

上の測度に拡張できる.

Proof. 任意の E ⊂ X に対して

µ∗(E) := inf

{ ∞∑
n=1

µ(An) : An ∈ A, E ⊂
∞⋃

n=1

An

}

と定める. E ⊂ ⋃∞
n=1 An をみたす {An}∞n=1 が存在しないとき µ∗(E) =

+∞ と約束する. 証明は次の 4 つの補題に分割される.

補題 C.9. 任意の E と En ⊂ X (n = 1, 2, . . .) に対してE ⊂ ⋃∞
n=1 En の

とき

µ∗(E) ≤
∞∑

n=1

µ∗(En)

となる.
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Proof.
∑∞

n=1 µ∗(En) = +∞ のときは自明なので,
∑∞

n=1 µ∗(En) < +∞
と仮定する. ∀ε > 0 をとる. 各 n ∈ N に対してAmn ∈ A (m = 1, 2, . . .)

を

En ⊂
∞⋃

m=1

Amn かつ
∞∑

m=1

µ(Amn) < µ∗(En) +
ε

2n

となるように取る. すると

E ⊂
∞⋃

n=1

( ∞⋃
m=1

Amn

)

なので

µ∗(E) =
∞∑

n=1

{ ∞∑
m=1

µ(Amn)

}
≤

∞∑
n=1

{
µ∗(En) +

ε

2n

}
≤

∞∑
n=1

µ∗(En) + ε

を得る. ε は任意だったので, ε ↓ 0 とすれば, 補題の主張は得られる. 2

補題 C.10. ∀A ∈ A に対して
µ∗(A) = µ(A).

Proof. An ∈ AかつA ⊂ ⋃∞
n=1 An とし

Bn := A
⋂(

An \
n−1⋃
j=1

Aj

)

とおく. B1, B2, . . . は互いに排反でBn ∈ Aかつ
⋃∞

n=1 Bn = A となる.

µ は A 上で σ 加法的なので

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(Bn) ≤
∞∑

n=1

µ(An)

となる. したがって

µ(A) ≤ µ∗(A)

を得る.

逆にA1 = A, An = ∅ (n = 2, 3, . . .) と取る. すると

µ∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

µ(An); A ⊂
∞⋃

n=1

An, An ∈ A
}

なので

µ∗(A) ≤ µ(A)

を得る. よって
µ∗(A) = µ(A)

が示せた. 2
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定義 C.11. F ⊂ X は µ∗ 可測であるとは ∀E ⊂ X に対して

µ∗(E) = µ∗(E ∩ F ) + µ∗(E \ F ) (C.1)

をみたすときをいう. (C.1) をみたす集合全体をM(µ∗) と記すことに
する.

補題 C.12. A ⊂M(µ∗).

Proof. A ∈ A とし, E ⊂ X は µ∗(E) < +∞ をみたすとする. 与えられ
た ε > 0 に対してAn ∈ A (n = 1, 2, . . .) をうまく取ると

E ⊂
∞⋃

n=1

An かつ
∞∑

n=1

µ(An) ≤ µ∗(A) + ε

となる. このとき

E ∩ A =
∞⋃

n=1

(A ∩ An), E \ A ⊂
∞⋃

n=1

(An \ A)

なので

µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A) ≤
n∑

n=1

{
µ(A ∩ An) + µ(An\)

}

=
∞∑

n=1

µ(An)

となる. ε ↓ 0 とすれば

µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A) ≤ µ∗(E)

を得る. よって A ∈M(µ∗) が示せた. 2

補題 C.13. M(µ∗) は σ 加法族で µ∗ はM(µ∗) 上の測度となる.

Proof. M(µ∗) は代数であることの証明: 明らかに

E ∈M(µ∗) ⇔ X \ F ∈M(µ∗)

である. A, B ∈M(µ∗) のとき

A ∪B = X \ [
(X \ A) ∩ (X \B)

]
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である. ∀E ⊂ X に対して

µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A)
(
∵ A ∈M(µ∗)

)

= µ∗(E ∩ A ∩B) + µ∗
(
(E ∩ A)\) + µ∗(E \ A)(

∵ B ∈M(µ∗)
)

= µ∗
(
E ∩ (A ∩B)

)
+ µ∗

(
E \ (A ∩B)

)

となるので
A ∩B ∈M(µ∗)

が示せた. A ∪B = (Ac ∩Bc)c よりA ∪B ∈M(µ∗) となるので, M(µ∗)
は代数であることがわかる.

M(µ∗) は σ 代数であることの証明: いま En ∈ M(µ∗) (n = 1, 2, . . .)

とし

E :=
∞⋃

j=1

Ej, Fn :=
n⋃

j=1

Ej

とおく. ∀n ∈ N に対して

En \
n−1⋃
j=1

Ej ∈M(µ∗)
(
∵ M(µ∗) は代数

)

となる. このことから E1, E2, . . . , En は互いに排反としてよい. ∀ ∈ X
に対して

µ∗(E) = µ∗(E \ Fn) + µ∗(E ∩ Fn)
(
∵ Fn ∈M(µ∗)

)

= µ∗(E \ Fn) + µ∗(E ∩ Fn ∩ En) + µ∗
(
(E ∩ Fn) \ En

)
(
∵ En ∈M(µ∗)

)

= µ∗(E \ Fn) + µ∗(E ∩ En) + µ∗
(

E
⋂(n−1⋃

j=1

Ej

))

(∵ En ⊂ Fn)

となる. n に対する帰納法により

µ∗(E) ≥ µ∗(E \ Fn) +
n∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)

≥ µ∗(E \ F ) +
n∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)
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を得る. n →∞ とすると

µ∗(E) ≥ µ∗(E \ F ) +
∞∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)

≥ µ∗(E \ F ) + µ∗(E ∩ F )

を得る. なぜならば
⋃∞

j=1(E ∩ Ej) = E ∪
(⋃∞

j=1 Ej

)
= E ∩ F なので補

題 C.9 から µ∗(E ∩ F ) ≤ ∑∞
n=1 µ∗(E ∩Ej) となることよりわかる. した

がって F ∈M(µ∗) が示せた.

µ∗ はM(µ∗) 上の σ 加法的測度であることの証明: 再び補題 C.9 から

µ∗(E) = µ∗(E \ F ) +
∞∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)

となる. E = F とおくと µ∗ はM(µ∗) 上の測度となる.

M(µ∗) は A を含む σ 代数であるので, σ[A] の定義から

σ[A] ⊂M(µ∗)

となる. したがって µ∗ は σ[A] 上の測度となる. 2

命題 C.14. E ⊂ X に対して
µ∗(E) = 0 ⇒ E ∈M(µ∗).

となる.

Proof. ∀AX に対して
µ∗(A) ≥ µ∗(A \ F ) = µ∗(A \ E) + µ∗(E)

(
∵ µ∗(E) = 0

)

≥ µ∗(A \ E) + µ∗(A ∩ E)

なので E ∈M(µ∗). 2

定義 C.15. X の部分集合列 {An}∞n=1 ⊂ A が存在して, すべての n ∈ N
に対して |µ(An)| < ∞ かつ X =

⋃∞
n=1 An となるとき, µ は σ 有限測度

という.

定理 C.16. µ は代数 A 上での σ 加法的な非負値関数とする. α を σ[A]

上の測度でA ∈ A に対して α(A) = µ(A) とする. このとき ∀A ∈ σ[A]

で µ∗(A) < ∞ なるものに対して
α(A) = µ∗(A)

となる. µ が σ 有限のとき代数 A からの σ 代数 σ[A] への µ の拡張は
一意的である.
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Proof. A ∈ σ[A] で An ∈ A (n = 1, 2, . . .) で A ⊂ ⋃∞
n=1 An とする. 補

題 C.9 の証明より

α(A) ≤
∞∑

n=1

α(An) =
∞∑

n=1

(An)
(
∵ An ∈ A

)

となる. すると

α(A) ≤ µ∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

µ(An); A ⊂
∞⋃

n=1

An, An ∈ A
}

(C.2)

となる. µ∗(A) < +∞ のとき, 与えられた ε > 0 に対して

∞∑
n=1

µ(An) ≤ µ∗(A) +
ε

2

とできる. k ∈ N に対してBk :=
⋃k−1

m=1 Am とおくとBk ∈ A でB∞ :=⋃∞
m=1 Am ∈ σ[A] となる. A ⊂ B∞ から

µ∗(A) ≤ µ∗(B∞) < µ∗(A) +
ε

2

となる. 補題 C.12 と補題 C.13 から

σ[A] ⊂M(µ∗)

となる. 定理 C.5 から十分大きな k に対して

µ∗(B∞ \Bk) <
ε

2
(C.3)

となる. B∞ ∈ σ[A] ⊂M(µ∗) から

µ∗(B∞ \ A) = µ∗(B∞)− µ∗(A) <
ε

2

となる. (C.11) から
α(B∞) ≤ µ∗(B∞) < ∞

なので

α(A) = α(B∞)− α(B∞\)
≥ α(Bk)− µ∗(B∞ \ A) ≥ µ∗(Bk)− ε

2

(
∵ (C.12)

)

≥ µ∗(B∞)− ε ≥ µ∗(A)− ε

を得る. ε ↓ 0 とすると

α(A) ≥ µ∗(A).
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したがって
α(A) = µ∗(A).

さらに µ が σ 加法的なとき, A1, A2, . . . , An は互いに排反で µ(An) <

+∞ 1とすると

α(A) =
∞∑

n=1

α(A ∩ An) =
∞∑

n=1

µ∗(A ∩ An) = µ∗(A)

となるので, α の一意性は示せた. 2

C.2 半環と環
節 C.1 において, 環 A 上の σ 有限な関数を σ 代数 σ[A] 上の関数に
拡張できることをしました. X = R とし, C = {x ∈ R; a < x ≤ b (a, b ∈
R (a < b)} とし, C := (a, b] に対して, C 上の関数 µ を µ(C) = b− a で
定める. すると µ は C 上の σ 有限な測度となること2がわかる. しかし,

C は環ではない. C がある性質をみたすと節 C.1 で述べた拡張は有効に
働くことがわかる. そのための議論を以下で行う.

定義 C.17. 空でない集合 X に対して集合族 D ⊂ 2X が半環でるとは次
の条件をみたすときをいう.

(i) ∅ ∈ D.

(ii) A, B ∈ D ⇒ A ∩ B ∈ D かつ有限個の互いに排反な Cj ∈ D (j =

1, 2, . . . , n; n ∈ N) が存在して

A \B =
n⋃

j=1

Cj

と書ける.

命題 C.18. C = {(a, b]; a, b ∈ R} は半環である.

Proof. ∅ ∈ (a, a] ∈ C となる. a < c < d < b に対して (a, b] \ (c, d] は互
いに排反な C の区間の和となる. 2

1σ 有限なので, このようにできる.
2Dudley (2002, pp.87-88) を参照のこと.
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命題 C.19. Y, Z を空でない集合とし, X = Y× Z とする. A と B をそ
れぞれY と Z の部分集合族の半環とし

D := {A×B; A ∈ A, B ∈ B}

とする. このときD は半環である.

Proof. まず ∅ × ∅ = ∅ ∈ D に注意する. 次にA, E ∈ A と B, F ∈ B
に対して

(A×B) ∩ (E × F ) = (A ∩ E)× (B ∩ F ) ∈ D

となる. さらに

D := (A×B) \ (E × F ) = (A×B) \ (
(A ∩ E)× (b ∩ F )

)

なので E ⊂ A と F ⊂ B を仮定してよい. A, E は半環 A の元なので,

m ∈ Nと互いに排反な Gj ∈ A (j = 1, 2, . . .)があって, A\E =
⋃m

j=1 Gj

と書ける. 同様に, n ∈ N と互いに排反な Hk ∈ B (k = 1, 2, . . . , n) が
あって, B \ F =

⋃n
k=1 Hk と書ける. このことから

D =
(
(A \ E)×B

) ⋃(
E × (B \ F )

) (
∵ E ⊂ A, F ⊂ B

)

=

{ m⋃
j=1

(
Gj ×B

)}⋃{ n⋃

k=1

(
E ∩Hk

)}

となる. Gj ⊂ A\E なので, Gj∩E = ∅となるので, {(Gj∩B)}m
j=1, {E×

Hk}n
k=1 は互いに排反で Gj ×B, E ×Hk ∈ D なので, D は半環であるこ

とが示せた. 2

命題 C.20. D を任意の半環とし, R をD の有限個の排反な元の和がな
す集合全体の集まりとする. このとき R は環である.

Proof. 明らかに∅ ∈ Rである. 互いに排反なAj ∈ D (j = 1, 2, . . . , m; m ∈
N) と互いに排反な Bk ∈ D (k = 1, 2, . . . , n; n ∈ N) に対して

A :=
m⋃

j=1

Aj, B :=
n⋃

k=1

Bk

とおいたとき

A ∩B =
⋃{

Aj ∩Bk; j = 1, 2, . . . , m; k = 1, 2, . . . , n

}

であり, Aj ∩Bk ∈ D は互いに排反である. よって A ∩B ∈ R となる.

A ∪B = A ∪ (
B \ A

)
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なので, B \ A ∈ R を示せばよい.

B \ A =
n⋃

k=1

{
Bk \

( m⋃
j=1

Aj

)}

と書ける. Bk \
(⋃m

j=1 Aj

)
(k = 1, 2, . . . , n)は互いに排反なので,あとは

Bk \
( m⋃

j=1

Aj

)
=

m⋂
j=1

(Bk \ Aj) ∈ R

を示せばよい. Bk, Aj ∈ D なので, 半環の定義から Bk \Aj ∈ D ⊂ R で
ある. Rの任意の有限個の元の和も Rに含まれるので, Bk \

⋃m
j=1 Aj ∈ R

となる. よって B \ A ∈ R となる. 以上の議論から R は環となる. 2

定義 C.21. 任意の集合族 A ⊂ 2X に対してA を含むすべての環の共通
部分をA によって生成される環という.

注意 C.22. A が半環のとき A によって生成される環は命題 C.20 で与
えられたものである. 2

命題 C.23. D を半環とし, α を D から [0, ∞) への有限加法的な関数と
する. 有限個の互いに排反な Dj ∈ D (j = 1, 2, . . . , m; m ∈ N) に対して

µ

( m⋃
j=1

Dj

)
=

m∑
j=1

α(Dj) (C.4)

とおく. このとき µ は well-defined で D で生成される環R 上で有限加
法的である. さらに α が D 上で σ 加法的ならば µ は環 R によって生
成された σ 加法族 σ[R] 上の測度に拡張できる.

Proof. Cj ∈ D (j = 1, 2, . . . , m; m ∈ N)とDk ∈ D (k = 1, 2, . . . , n; n ∈
N はそれぞれ排反とし

m⋃
j=1

Cj =
n⋃

k=1

Dk

とする. 各 j = 1, 2, . . . , m に対して

Cj =
n⋃

k=1

(Cj ∩Dk), {Cj ∩Dk}n
k=1 は互いに排反で Cj ∩Dk ∈ D

となる. α の有限加法性から
m∑

j=1

α(Cj) =
m∑

j=1

n∑

k=1

α(Cj ∩Dk) =
n∑

k=1

α

(( m⋃
j=1

Cj

) ⋂
Dk

)
=

n∑

k=1

α(Dk)
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とんる. よって α は well-defined である.

次に n ∈ N とし, B1, B2, . . . , Bn ∈ R は互いに排反とする. すると各
j = 1, 2, . . . , nに対してm(j) ∈ NとBj1, Bj2, . . . , Bjm(j) ∈ D があって

Bj =

m(k)⋃

k=1

Bjk

と書ける. さらに

B :=
n⋃

j=1

Bj

とおく. B =
⋃n

j=1

⋃m(j)
k=1 Bjk, Bjk ∈ D であり, α は well-defined ので

µ(B) =
n∑

j=1

m(j)∑

k=1

α(Bjk)
(
∵ (C.4)

)

=
n∑

j=1

(m(j)∑

k=1

α(Bjk

)
=

n∑
j=1

µ

(m(j)⋃

k=1

Bjk

) (
∵ (C.4)

)

=
n∑

j=1

µ(Bj)

となる. よって µ は有限加法的であることがわかる.

次に α は σ 加法的と仮定する. B ∈ R とするとm ∈ N と互いに排反
なCj ∈ D (j = 1, 2, . . . , n) があって,

B =
n⋃

j=1

Cj

と書ける. さらに Ak ∈ R (k = 1, 2, . . .) があって

B =
∞⋃

k=1

Ak

と書けたとする. Ak ∈ Rなので, `(k) ∈ Nと互いに排反なAk1, Ak2, . . . , Ak`(k) ∈
D があって

Ak = ∪`(k)
m=1Akm

と書ける. これらから

　B =
n⋃

j=1

∞⋃

k=1

`(k)⋃
m=1

Cj ∩ Akm

262



数理統計学序説 C.2. 半環と環

となり, {Cj ∩ Akm; j = 1, 2, . . . ; k = 1, 2, . . . ; m = 1, 2, . . . , `(k)} の
任意の有限個は互いに排反になる. さらに各 Ak は D の有限個の互いに
排反な元の和である. α は D 上で σ 加法的なので

µ(B) = µ

( n⋃
j=1

Cj

)
=

n∑
j=1

α(Cj)
(
∵ (C.4)

)

=
n∑

j=1

α

(
Cj ∩

( ∞⋃

k=1

Ak

))
=

n∑
j=1

α

( ∞⋃

k=1

`(k)⋃
m=1

(Cj ∩ Akm)

)

=
n∑

j=1

∞∑

k=1

`(k)∑
m=1

α(Cj ∩ Akm)
(
α の σ 加法性

)

=
∞∑

k=1

n∑
j=1

`(k)∑
m=1

α(Cj ∩ Akm)

=
∞∑

k=1

µ

(( n⋃
j=1

Cj

) ⋂( `(k)⋃
m=1

Akm

)) (
∵ (C.4)

)

=
∞∑

k=1

µ(B ∩ Ak) =
∞∑

k=1

µ(Ak)
(
∵ Ak ⊂ B

)

となり, µ は R 上で σ 加法的になる. よって定理 C.8 から µ は σ[R] 上
の測度に拡張できる. 2

定義 C.24. X を空でない集合とする. X の部分集合族 R ⊂ 2X が σ 環
であるとは次の条件 (i)-(iii) をみたすときをいう.

(i) ∅ ∈ R.

(ii) ∀A, B ∈ R ⇒ A \B ∈ R.

(iii) Aj ∈ R (j = 1, 2, . . .) ⇒ ⋃∞
j=1 Aj ∈ R.

注意 C.25. (1) 任意の σ 代数は σ 環である. 逆に R が σ 環のとき

R が σ 環 ⇐⇒ X ∈ R

である.

(2) R の任意の可算部分集合全体のなす族は σ 環であるが, σ 代数では
ない.

(3) f を X 上の実数値関数とし, R を X の部分集合の σ 環とする. この
とき f は可測であるとは, 0 を含まない任意の B ∈ B(R) に対して

f−1(B) = {x ∈ X; f(x) ∈ B} ∈ R
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である.

(4) C を X の部分集合族とする. C を含む最小の σ 環を C によって生成
される σ 環という. 2

定理 C.26. (X, A) と (Y, B) を可測空間とする. C を Y の部分集合族
とし, B は C によって生成されるとする. 関数 f : X→ Y が可測である
ための必要十分条件は

f−1(C) ∈ A (∀C ∈ C)

である. Y = R とし, A を X 上の σ 環とする. このとき f が可測であ
るための必要十分条件は

f−1(B) ∈ A (∀B ∈ B(R), 0 6∈ B)

である.

Proof. (⇒) は明らかである.

(⇐) の証明:

D := {D ∈ B; f−1 ∈ A}

とおく. C ⊂ D となる. 各 n ∈ N に対してDn ∈ D のとき

f−1

( ∞⋃
n=1

Dn

)
=

∞⋃
n=1

f−1(Dn) ∈ A

なので,
⋃∞

n=1 Dn ∈ D となる. D, E ∈ D に対して

f−1(D \ E) = f−1(D) \ f−1(E) ∈ A

より D \E ∈ D がわかる. したがって D は σ 環である. A が σ 代数の
とき f−1(Y) = X ∈ S なので Y ∈ D となる. よって 注意 C.25(1) から
D は σ 代数. D の作り方から C ⊂ D ⊂ B である. しかし B は C を含
む最小の σ 代数なので, B ⊂ D となる. したがって B = D がわかる. 2

注意 C.27. (1) 定理 C.26 の記号を踏襲する. R 上の Borel 集合族B(R)

を生成する R の部分集合族として {(t, ∞); t ∈ R} がある. よって f :

X→ R の可測性を示すために

{x ∈ X; f(x) > t} ∈ A

を示せばよい.
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(2) (Y, B), (Z, C) を可測空間とし, Y × Z の部分集合族 {B × C; B ∈
B, C ∈ C} によって生成される σ 代数を B⊗C と記す. この B⊗C を直
積空間Y× Z 上の直積 σ 代数という.

(3) (X, A) を可測空間とし, f : X→ Y と g; X→ Z を関数とする. 関数
h : X→ Y× Z を

h(x) := (f(x), g(x))

と定める. 命題 C.23 から

h : X→ Y× Z は可測 ⇐⇒ f と g はぞれぞれ可測

となる. 2

C.3 Lebeague-Stieltjes 測度
R の部分集合族 D を

D = {(a, b]; a, b ∈ R}

で定めたとき, D は半環である. D の有限個の互いに排反な元の和で書
ける集合全体の集まりをR とするとR は環となる. さらに R ∈ R であ
ればR は代数となる. F : R→ R を非増加右連続関数とし, F に対応す
る D 上の集合関数 µF を

µF ((a, b]) = F (b)− F (a) ((a, b] ∈ D)

で定める.

定理 C.28. 環 R 上の集合関数 µF は環 R 上の σ 加法的測度である.

Proof. σ 加法性を示すために

A = (a, b], Aj = (aj, bj] ∈ R (j = 1, 2, . . .)

とする. ただしA1, A2, . . . は互いに排反とする. さらに

A =
∞⋃

j=1

Aj

とする. ∀n ∈ N に対して⋃n
j=1 Aj ⊂ A なので

n∑
j=1

µF (Aj) ≤ µF (A)
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となる. したがって n →∞ とすると
∞∑

j=1

µF (Aj) ≤ µF (A) (C.5)

を得る. 反対向きの不等号を示すために ε > 0 を固定する. 関数 F の右
連続性から δ > 0 と δj > 0 (j = 1, 2, . . . をうまく取ると

µF ((a, a + δ]) = F (a + δ)− F (a) ≤ ε

と

µF ((bj, bj + δj]) = F (bj + δ)− F (bj) ≤ ε

2j

とできる. このとき

[a + δ, b] ⊂
∞⋃

j=1

(aj, bj + δj)

となる. [a + δ, b] はコンパクトなので, k ∈ N が存在して

[a + δ, b] ⊂
k⋃

j=1

(aj, bj + δj)

とできる. 必要ならば順番を入れ替えればよい. µF の非負性と有限加法
性から

µF

(
(a + δ, b]

)
= µF

( k⋃
j=1

(aj, bj + δj)

)
=

k∑
j=1

µF

(
(aj, bj + δj]

)

≤
∞∑

j=1

µ
(
(aj, bj + δj]

)

≤
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+

∞∑
j=1

µ
(
(bj, bj + δj]

)

を得る. δ と ε の取り方から

µF

(
(a, b]

) ≤ µF

(
(a, a + δ]

)
+ µF

(
(a + δ, b]

)

≤ ε +
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+

∞∑
j=1

µF

(
(bj, bj + δj]

)

≤ ε +
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+

∞∑
j=1

ε

2j

≤
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+ 2ε
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となる. ε → 0 とすると

µF

(
(a, b]

) ≤
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
(C.6)

を得る. (C.5) と (C.6) から

µF (A) =
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)

を得る. R は D の排反な有限個の元の和で書けるので, 上記の議論から
µF は R 上の σ 加法的速度となることがわかる. 2

定理 C.28 と C.16 から µF は σ[R] 上の測度 µ̃F に一意的に拡張でき
る. すなわち µ̃F は R を含む最小の σ 加法族 σ[R] 上の測度で

µ̃F (R) = µF (R) R ∈ R

である. この拡張された測度 µ̃F のことを非増加右連続関数 F に対応す
る Lebeague-Stieltjes 測度という.

つぎの命題は定理 C.28 の逆を主張するものである.

命題 C.29. D = {(a, b]; a, b ∈ R} とし, µ : D → [0, ∞) は σ 加法的集
合関数とする. このとき非増加右連続関数 F : R→ R が存在して

µ
(
(a, b]

)
= F (b)− F (a) (∀a, b ∈ R, a < b)

と書ける.

Proof.

F (x) :=





µ
(
(0, x]

)
(x > 0)

0 (x = 0)

−µ
(
(x, 0]

)
(x < 0)

と定める. b ≥ a ≥ 0 のとき µ は加法的なので

µ
(
(a, b]

)
= µ

(
(0, b]

)− µ
(
(0, a]

)
= F (b)− F (a)

となる. a ≤ b ≤ 0 のときも同様の式が得られる. つぎに F は非減少関
数であることを示す.

a ≤ b ⇒ F (b)− F (a) = µ
(
(a, b]

) ≥ 0 ⇒ F (a) ≤ F (b)
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よりわかる. 最後に F の右連続性を示す. {an}∞n=1 ⊂ R は非増加列で
an ↓ (n →∞) とする. このとき

(b, a] =
∞∑

j=1

(aj+1, aj)

と書けるので, µ の σ 加法性から

F (a1)− F(b) = µ
(
(0, a1]

)− µ
(
(0, b]

)
= µ

(
b, a1]

)
=

∞∑
j=1

µ
(
(aj+1, aj]

)

=
∞∑

j=1

{
F (aj)− F (aj+1)

}

= F (a1)− lim
j→∞

F (aj)

(
∵上の式の級数は絶対収束するので, 順序を入れ替えてよい

)

となる. よって

F (b) = lim
j→∞

F (aj)

となるので, F の右連続性が示せた. 2

以上の議論から次の主張を得る.

命題 C.30. µ :,B(
R

) → [0, ∞) ∪ {+∞} を測度とし, R の有界区間に対
して有限な値を取るものとする. このとき非増加右連続関数 F : R→ R
が存在して

µ
(
(a, b]

)
= F (b)− F (a)

(∀a, b ∈ R, a < b
)

をみたす.

C.4 Dynkin システムとLebeague 測度の一意性
定義 C.31. X を空でない集合とし, D ⊂ 2X とする. D は Dynkin シス
テムであるとは次の条件 (D1)− (D3) をみたすときをいう.

(D1) X ∈ D,

(D2) ∀D ∈ D ⇒ Dc ∈ D,
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(D3) {Dn}∞n=1 ⊂ D は互いに排反なとき
∞⋃

n=1

Dn ∈ D.

注意 C.32. D が σ 代数ならばD はDynkin システムである. しかし逆
は一般には真ではない. たとえば k ∈ N と X = {1, 2, . . . , 4k − 1, 4k}
とする. このとき

D := {D ⊂ X; #(D) =偶数 }

と定めると DはDynkinシステムであることが確認できる. しかし σ代数
ではない. たとえばD1 := {1, 3}, D2 := 3, 4とするとD1∩D2 = {3} 6∈ D
となることに注意せよ. 2

命題 C.33. X を空でない集合とし, G ⊂ 2X を X の任意の部分集合族と
する. このとき G を含む最小の Dynkin システムが存在する. これを G
によって生成された Dynkin システムといい, δ[G] と記す. さらに

G ⊂ δ[G] ⊂ σ[G]

となる.

Proof.

D :=
⋂

F は Dynkin システムで F ⊂ G
F

とおく. 2X は Dynkin システムなので D 6= ∅ である. Dynkinシス
テムである部分集合族の共通部分は Dynkin システムになるので D は
Dynkin システムである. つぎに D の最小性を示すために G を含む任意
の Dynkin システム D̃ を取る. D の定義からD ⊂ D̃ が直ちにわかる.

よって D の最小性が示せた. 最後の主張を示す. D が Dynkin システム
のときD = δ[D] である. このことと σ[D] もDynkin システムであるこ
とから

δ
[
σ[D]

]
= σ[G]

となる. よって G ⊂ σ[G] かつ σ[G] はDynkin システムである. δ[G] の最
小性から

δ[G] ⊂ σ[G]

がわかる. 2
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補題 C.34. Dynkin システム D が σ 代数であるための必要十分条件は

∀D, E ∈ D ⇒ D ∩ E ∈ D (C.7)

である.

Proof. (1) をみたす Dynkin システムは σ 代数であることを示せばよい.

そのために {Dn}∞n=1 ⊂ D に対して

D :=
∞⋃

n=1

Dn ∈ D

を示せばよい. E1 := D1 ∈ D とおき n ≥ 1 (n ∈ N) に対して

En+1 :=

(
· · ·

(

︸ ︷︷ ︸
n の括弧

(
Dn+1 \Dn

) \Dn−1

)
· · ·

)
\D1

= Dn+1

⋃
Dc

n

⋃
Dc

n−1

⋃
· · ·

⋃
Dc

1 ∈ D

となる. 上の式の最後の等号は (C.7) を用いた. すると {En}∞n=1 ⊂ D は
互いに排反となるのでDynkin システムの条件 D3 から

D =
∞⋃

n=1

En ∈ D

となる. よって D は σ 代数となる. 2

定理 C.35. G ⊂ 2X を X の任意の部分集合族とし,

∀D, E ∈ G,⇒ D ∩D ∈ G

をみたすとする.

Proof. 命題 C.33 から δ[G] ⊂ σ[G] である. したがって δ[G] ⊃ σ[G] を
示せばよい. δ[G] が σ 代数であることがわかれば σ[G] の最小性から
δ[G] ⊃ σ[G] がわかる.

δ[G] が σ 代数であることを確認するためには

∀D, E ∈ δ[G] ⇒ D ∩ E ∈ δ[G] (C.8)

がわかえれば補題 C.34 から δ[G] は σ 代数であることがわかる. そのた
めに D ∈ δ[G] を固定する. X の部分集合族 DD を

DD :=
{
Q ∈ X; Q ∩D ∈ δ[G]

}
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と定めたとき, DD は Dynkin システムであることを示す. X ∈ DD は明
らかなのでDD は Dynkinシステムの定義 C.31 の条件D1 をみたす. つ
ぎにQ ∈ DD を取る. すると

Qc ∩D :=
(
Qc ∩D

)c ∩D =

{
(Q ∩D)︸ ︷︷ ︸
∈δ[G]

⋃
Dc︸︷︷︸
∈δ[G]

}c

となる. Q ∩D と Dc は排反なので

(Q ∩D) ∪Dc ∈ δ[] ⇒ Qc ∩D ∈ δ[G]

である. よって Qc ∈ DD となる. {Dn}∞n=1 ⊂ DD は互いに排反とする.

すると {Qn ∩D}∞n=1 は互いに排反かつQn ∩D ∈ δ[G] (n = 1, 2, . . .) と
なることから

( ∞⋃
n=1

Qn

) ⋂
D =

∞⋃
n=1

(Qn ∩D) ∈ δ[G]

となる. よって
⋃∞

n=1 Qn ∈ DD がわかるので DD は Dynkin システムで
あることが示せた. δ[G] の最小性から

δ[G] ⊂ DG

となる. DG の定義から

∀G ∈ G, ∀D ∈ δ[G] ⇒ D ∩G ∈ δ[G]

となる. このことから

∀G ∈ G, ∀D ∈ δ[G] ⇒ G ∈ DD

なので ∀D ∈ δ[G] に対して

G ⊂ DD

がわかる. よってDD は G を含む Dynkin システムなので

δ[G] ⊂ DD (∀D ∈ δ[G])

となる. Dynkin システム δ[G] が

D, E ∈ δ[G] ⇒ D ∩ E ∈ δ[G]

をみたしていることを意味する. よって補題 C.34 から δ[G] は σ 代数で
あることがわかる. 以上から補題は証明された. 2
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定理 C.36. (X, A) を測度空間とする. X の部分集合族 G は以下の条件
(1)− (3) をみたすとする.

(1) ∀G, H ∈ G ⇒ G ∩H ∈ G,

(2) {Gn}∞n=1 ⊂ G があってGn ⊂ Gn+1 (n = 1, 2, . . .) かつ
⋃∞

n=1 Gn =

X,

(3) A = σ[G].

このとき (X, A) 上の 2 つの測度 µ と ν が

µ(G) = ν(G) (∀ ∈ G) かつ µ(Gn) = ν(Gn) < ∞ (n = 1, 2, . . .)

ならば

µ(A) = ν(A) (∀A ∈ A)

となる.

Proof. n ∈ N に対して

Dn :=
{
A ∈ A; µ(Gn ∩ A)ν(Gn ∩ A) < ∞}

とおく. すると ∀n ∈ N に対してDn は Dynkin システムとなることを
示す. まず X ∈ Dn は明らか. A ∈ Dn を取る. すると

µ(Gn ∩ Ac) = µ(Gn \ A) = µ(Gn)− µ(Gn ∩ A)

= ν(Gn)− ν(Gn ∩ A)
(
∵ Gn ∈ GかつGn ∩ A ∈ Dn

)

= ν(Gn \ A) = ν(Gn ∩ Ac)

となるので, Ac ∈ Dn となる. 最後に {Ak}∞k=1 ⊂ Dn は互いに排反とす
る. このとき

µ

(
Gn

⋂( ∞⋃

k=1

Ak

))
= ν

( ∞⋃

k=1

Gn ∩ Ak

)
=

∞∑

k=1

µ(Gn ∩ Ak)

=
∞∑

k=1

ν(Gn ∩ Ak)
(
∵ Ak ∈ Dn

)

= ν

( ∞⋃

k=1

Gn ∩ Ak

)
= ν

(
Gn

⋂( ∞⋃

k=1

Ak

))

となるので,
⋃∞

k=1 Ak ∈ Dn となる.

さらに G は条件 (i) をみたしているので定理 C.35 から

δ[G] = σ[G]
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となる. したがって

Dn ⊂ G, かつ Dn は Dynkin システム ⇒ Dn ⊂ δ[G] = σ[G] (∀n ∈ N)

となる. 一方

A = σ[G] ⊂ Dn = A

なので A = Dn (∀n ∈ N) である. このことより

µ(Gn ∩ A) = ν(Gn ∩ A) (∀n ∈ N, ∀A ∈ A)

となる. よって ∀A ∈ A に対して

µ(A) = µ(A ∩ X) = µ

(
A ∩

( ∞⋃
n=1

Gn

))
= µ

( ∞⋃
n=1

A ∩Gn

)

= lim
n→∞

µ(A ∩Gn)
(
∵ A ∩Gn ⊂ A ∩Gn+1

)

= lim
n→∞

ν(A ∩Gn) = ν

( ∞⋃
n=1

A ∩Gn

)
= ν

(
A ∩

( ∞⋃
n=1

Gn

))

= ν(A ∩ X) = ν(A)

となり, 定理は証明された. 2

定理 C.37. (1) n 次元 Lebeague 測度 λn は

λn(x + B) = λn(B)
(∀x ∈ Rn, ∀B ∈ B(Rn)

)

をみたす. ただし x + B := {x + y ∈ Rn; y ∈ B} である.

(2) 可測空間 (Rn, B(Rn)) 上の測度 µ が

µ(x + B) = µ(B)
(∀x ∈ Rn, ∀B ∈ B(Rn)

)

をみたすならば

µ = κλn, κ = µ
(
[0, 1)n

)
< ∞

と書ける. ただし (0, 1]n = (0, 1]× (0, 1]× · · · (0, 1]︸ ︷︷ ︸
n 個の (0, 1]

である.

Proof. まず

B ∈ B(
Rn

) ⇒ x + B ∈ B(
Rn

)
(C.9)

を確認する. ただし x + B = {x + b; b ∈ B} である. そのために

Ax :=
{
B ∈ B(

Rn
)
; x + B ∈ B(

Rn
)}

273



数理統計学序説 第 C. 測度論

と定める. 明らかにAx は σ 代数で　

D =
{
[a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) : ai, bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)

}

⊂ Ax

となる. よって

B(
Rn

)
= σ[D] = Ax ⊂ B(

Rn
)

となり, (C.9) は示せた.

(1) x = (x1, x2, . . . , xn)> ∈ Rn を固定し

ν(B) := λn(x + B)
(∀B ∈ B(

Rn
))

と定める. いま

D = [a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) ∈ D (
ai, bi ∈ R; i = 1, 2, . . . , n

)

を取る. ある i ∈ {1, 2, . . . , n} に対して ai ≥ bi の場合はD = ∅ と約束
する. すると

x + D = [a1 + x1, b1 + x1)× · · · × [an + x1, bn + xn) ∈ D

となる. したがって

ν(D) = λn(x + D) =
n∏

i=1

{
(bi + xi)− (ai + xi)

}
=

n∏
i=1

(bi − ai)

= λn(D)

となる. よって

ν(D) = µ(D) (∀D ∈ D)

となる. ai, bi, ci, di ∈ R (i = 1, 2, . . . , n) に対して
(

[a1, b1)× · · · × [an, bn)

) ⋂(
[c1, d1)× · · · × [cn, dn)

)

= [a1 ∨ c1, b1 ∧ d1)× · · · × [an ∨ cn, bn ∧ dn)

となる. よってDは共通部分を取る演算に関して閉じているので定理 C.36

から

ν(B) = λn(B)
(∀B ∈ B(

Rn
))

= σ[D]
)

となる.
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(2) D = [a1, b1) × [a2, b2) × · · · × [an, bn) で ai, bi ∈ Q (i = 1, 2, . . . , )

とする. するとある M ∈ N, k(D) ∈ N と x(i) ∈ Rn (i = 1, 2, . . . , n) が
あって

D =

k(D)⊔
i=1

{
x(i) +

[
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

]}

と書ける. だだし
⊔
は直和を表す. µ と λn は移動不変なので

µ(D) = k(D)µ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
,

λn(D) = k(D)λn

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
,

µ
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
= Mnµ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])

λn

(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
︸ ︷︷ ︸

=1

= Mnµ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])

となる. よって

µ(D) = k(D)µ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])

= k(D)Mnµ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
,

λn(D) = k(D)λn

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
= k(D)Mn

なので

µ(D) = µ
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
λn(D)

を得る. 2

定理 C.38. A ∈ M(n, R) は正則行列とする. このとき

A(λn) = | det A|−1λn

となる. ただし λn は Rn 上の Lebeague 測度で

A(λn)(B) = λn

(
A−1B

)
:= λn

({
A−1x; x ∈ B

})
(B ∈ B(Rn)

である.
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Proof. ∀B ∈ B(Rn) に対して

µ(B) := λn

(
A−1B

)

とおく. すると ∀x ∈ Rn に対して

µ(x + B) = λn

(
A−1(x + B)

)
= λn

(
A−1B

) (
∵定理 C.37(i)

)

= µ(B)

となる. よって定理 C.37(ii) から

µ(B) = µ
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
λn(B) = µ

(
A−1

(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

))
λn(B)

となる. A−1
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
は平行四辺形となり

vol(n) = | det A−1| = | det A|−1

となるので

µ(B) = | det A|−1λn(B)

がわかる. 2

C.5 積分の定義
定義 C.39. (1) d ∈ N) とし, A ⊂ B(

Rd
)
とする. 集合 A の特性関数

1lA(x) : Rd → {0, 1} を

1lA(x) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x 6∈ A)

で定める.

(2) 関数 f : Rd → R ∪ {±∞} が Borel 可測であるとは各 r ∈ R に対
して {

x ∈ Rd; f(x) > r
}

= f−1
(
(r, ∞)

) ∈ B(
Rd

)

となることである.

(3) N ∈ Nとする. 有限個の a1, a2, . . . , aN ∈ Rとそれらと同数のBorel

可測集合の有限個の列 {An}N
n=1 ⊂ B(

Rd
)
を用いて

f(x) =
N∑

n=1

an1lAn(x)

と表せる関数 f : Rd → R を Borel 単関数 という.
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定理 C.40. 連続関数は Borel 可測である.

Proof. ∀r ∈ R に対して (r, ∞) は R の開集合である. f は連続であるの
で, f−1

(
(r, ∞)

)
は Rd の開集合となるので,

f−1
(
(r, ∞)

) ∈ B(
Rd

)

がわかる. 2

補題 C.41. Borel 集合 E ⊂ Rd から R ∪ {±} への関数について次の性
質が成り立つ.

(1) f が Borel 可測のとき ∀r ∈ R に対して

{f < r} = f−1
(−∞, r)

) ⊂ B(
Rd

)
.

(2) f, g を Borel 可測とするとき和 f + g, 積 f · g は Borel 可測
である. ただし f(x) + g(x) = ∞ + (−∞) または (−∞) + ∞,

f(x)g(x) = 0 · (±∞) または f(x)g(x) = ±∞ · 0 の場合を除く.

(3) {fn}∞n=1 を Borel 可測関数列とするとき

sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn

も Borel 可測となる. さらに limn→∞ fn が存在すれば limn→∞ fn

も Borel 可測である.

Proof. (1)

(−∞, r) =
∞⋃

n=1

(
−∞, r − 1

n

]

を用いると

{f < r} =
∞⋃

n=1

{
f ≤ r − 1

n

]
=

∞⋃
n=1

{
f > r − 1

n

}
∈ B(

Rd
)

よりわかる.

(2) ∀r ∈ R とすると
{
f + g > r

}
=

⋃

q∈Q

{
f > q

} ∪ {
g > r − q

}

となる. よって f + g も Borel 可測である. また

{
f 2 > r

}
=

{ {
g >

√
r
} ∪ {

g < −√r
}

(r ≥ 0),

R (r < 0)
∈ B(

Rd
)

277



数理統計学序説 第 C. 測度論

となるので f 2 も Borel 可測となる. このことから

f · g =
1

2
(f + g)2 − 1

2
f 2 − 1

2
g2

と書けるので f · g も Borel 可測となる.

(3) ∀r ∈ R に対して
{

sup
n∈N

fn > r

}
=

∞⋃
n=1

{
fn > r

}
,

{
inf
n∈N

fn > r

}
=

∞⋃
m=1

∞⋂
n=1

{
fn > r +

1

m

}
,

lim sup
n→∞

= inf
n∈N

(
sup
k≥n

fk

)
,

lim inf
n→∞

fn = sup
n∈N

(
inf
k≥n

fk

)

よりわかる. 2

定理 C.42. Rd で定義される正値 Borel 可測函数は正値 Borel 単関数
{fn}∞n=1 の単調増大列の極限として表される.

Proof. f : Rd → [0, ∞) ∪ {+∞} に対して単関数 fn を

fn(x) =





j − 1

2n

(
j − 1

2n
≤ f(x) <

j

2n

(
j = 1, 2, . . . , n2n

))
,

n (f(x) ≥ n)

で定義すると fn は Borel 可測となる. また

0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ f(x),

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

となる. 2

注意 C.43. sup
x∈Rd

f(x) < ∞ のとき

lim
n→∞

sup
x∈Rd

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ = 0

となる. 2
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定義 C.44. E ⊂ Rd は Borel 可測集合とする. f : E → [0, ∞) を正値
Borel 単関数とする. N ∈ N とし, a1, a2, . . . , aN ∈ (0, ∞) と互いに交わ
らない A1, A2, . . . , An ∈ B

(
Rd

)
を用いた表現として

f =
N∑

j=1

aj1lAj

と表されるとき Borel 単関数 f の E 上の積分を

∫

E

f(x) dµ(x) :=
N∑

j=1

ajµ
(
E ∩ Aj

)

と定める.

注意 C.45. 正値単関数 f : E → [0, ∞) の積分
∫

E
f(x) dµ(x) は f の表

現のとり方によらないことがわかる. 2

定義 C.46. E を Rd の Borel 可測集合とする. f : E → [0, ∞)∪ {+∞}
が正値 Borel 可測関数のとき f の積分

∫
E

f dµ(x) を
∫

E

f(x) dµ(x) = sup

{∫

E

g(x) dµ(x); g は 0 ≤ g ≤ f なる単関数
}

と定める.

注意 C.47. 上記の定義において
∫

E
f(x) dµ(x) = 0, ∞ の可能性も許し

ている. 2

命題 C.48. g : E → [0, ∞) を非負値単関数とする. {fn}∞n=1 が ∀x ∈ E

に対して
lim

n→∞
fn(x) ≥ g(x)

をみたす正値 Borel 関数の増大列のとき
∫

E

g(x) dµ(x) = lim
n→∞

∫

E

min{fn(x), g(x)
}

dµ(x)

が成り立つ.

Proof. 単関数の積分について加法性が成り立つので, 一般性を失わず

g(x) = a1lA(x), a > 0, A ∈ B(
Rd

)

と仮定して

aµ(A) = lim
n→∞

∫

E

min
{
a1lA(x), fn(x)

}
dµ(x) (C.10)
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を示せばよい. ε > 0 を固定する. n = 1, 2, . . . として

An := {fn > a− ε} ∩ A

とおくと lim
n→∞

fn(x) ≥ a1lA(x) (x ∈ Rd) から

A1 ⊂ A2 ⊂ · · · かつ A =
∞⋃

n=1

An

となる. すると
a1lA(x) ≥ min

{
a1lA(x), fn(x)

}

から

aµ(A) ≥ lim
n→∞

∫

E

min
{
a1lA(x), fn(x)

}
dµ(x)

≥ lim
n→∞

∫

E

(a− ε)1lAn(x) dµ(x)

= (a− ε) lim
n→∞

µ(An)

= (a− ε)µ

( ∞⋃
n=1

An

)

= (a− ε)µ(A)

となる. ε は任意だったので

aµ(A) = lim
n→∞

∫

E

min
{
a1lA(x), fn(x)

}
dµ(x)

を得る. 2

定理 C.49. 0 ≤ fn ≤ fn+1 (n ∈ N) をみたす Borel 可測集合 E ⊂ Rd 上
で定義された Borel 可測関数列 {fn}∞n=1 が与えられているとする. 関数
f : E → R を各点 x ∈ E に対して lim

n→∞
fn(x) = f(x) で定めると

lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) =

∫

E

f(x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof. fn の単調増加性より

lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) ≤
∫

E

f(x) dµ(x)
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は明らかである. 逆向きの不等式を示すために単関数 g を 0 ≤ g ≤ f と
なるようにとる. 命題 C.48 から
∫

E

g(x) dµ(x) = lim
n→∞

∫

E

min
{
g(x), fn(x)

}
dµ(x) ≤ lim

n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

となる. さらに積分の定義から
∫

E

f(x) dµ(x) = sup
0≤g≤f

∫

E

g(x) dµ(x) ≤ lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

を得る. よって定理は示された. 2

命題 C.50. f, g は Borel 集合 E ⊂ Rd 上で定義された正値 Borel 可測
関数ならば

∫

E

{
f(x) + g(x)

}
dµ(x) =

∫

E

f(x) dµ(x) +

∫

E

g(x) dµ(x)

となる.

Proof. 単関数の増大列 {fn}∞n=1, {gn}∞n=1をとり lim
n→∞

fn(x) = f(x), lim
n→∞

gn(x) =

g(x) とする. 定理 C.49 より
∫

E

{
f(x) + g(x)

}
dµ(x) = lim

n→∞

∫

E

{
fn(x) dµ(x) +

∫

E

gn(x)
}

dµ(x)

= lim
n→∞

{∫

E

fn(x) dµ(x) +

∫

E

gn(x) dµ(x)

}

= lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) + lim
n→∞

∫

E

gn(x) dµ(x)

=

∫

E

f(x) dµ(x) +

∫

E

g(x) dµ(x)

よりわかる. 2

定理 C.51. (Fatouの補題) Borel集合 E ⊂ Rd 上で定義さらた正値 Borel

可測関数列 {fn}∞n=1 に対して
∫

E

lim inf
n→∞

fn(x) dµ(x) ≤ lim inf
n→∞

∫

e

fn(x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof.

{
inf

`∈N∩[k,∞)
f`

}∞

k=1

は単調増加列であることに注意して定理 C.49
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を用いると
∫

E

lim inf
`→∞

f`(x) dµ(x) =

∫

E

lim
k→∞

{
inf

`∈N∩[k,∞)
f`(x) dµ(x)

}

= lim
k→∞

∫

E

{
inf

`∈[k,∞)
f`(x)

}
dµ(x)

= lim inf
k→∞

∫

E

{
inf

`∈[k,∞)
f`(x)

}
dµ(x)

= lim inf
k→∞

∫

E

fk(x) dµ(x)

となることから定理は証明された. 2

定義 C.52. E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする. f : E → R ∪ {±∞} に対
して

f+ := max{f, 0}, f− := max{−f, 0}
とおく. f が可積分であるとは

∫

E

f+(x) dµ(x) < ∞,

∫

E

f−1(x) dµ(x) < ∞

のときをいう. さらにこのとき∫

E

f(x) dµ(x) =

∫

E

f+(x) dµ(x) +

∫

E

f−1(x) dµ(x)

と定める.

注意 C.53. Borel 可測関数 f : E → R∪ {±∞} が可積分でることと |f |
が可積分であることは同値である.

定理 C.54. (Lebeague の収束定理) E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする.

fn : E → R ∪ {±∞} (n = 1, 2, . . .) を関数 f に各点で収束する Borel

可測関数とする. 非負値可積分関数 g : E → [0, ∞) ∪ {+∞} が存在し,

|fn(x)| ≤ g(x) (∀x ∈ E, ∀n ∈ N) をみたしていれば

lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) =

∫

E

f(x) dµ(x)

となる.

Proof. g ± fn ≥ 0 であるから, Fatou の補題から
∫

E

{
g(x) + f(x)

}
dµ(x) ≤

∫

E

g(x) dµ(x) + lim inf
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)
∫

E

{
g(x)− f(x)

}
dµ(x) ≤

∫

E

g(x) dµ(x) + lim inf
n→∞

∫

E

{−fn(x)} dµ(x)

=

∫

E

g(x) dµ(x)− lim sup
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)
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となる. 各項は有限であるので

lim sup
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) ≤
∫

E

f(x) dµ(x) ≤ lim inf
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

≤ lim sup
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

となり, 定理は証明された. 2

系 C.55. Borel 可測集合 E ⊂ Rd 上の可積分 Borel 可測関数列 {fn}∞n=1

が
∞∑

n=1

∫

E

|fn(x)| dµ(x) < ∞ をみたすとする.

F =

{
x ∈ E;

∑∞
n=1 |fn(x)| は収束

}

とおいたとき
µ
(
E \ F

)
= 0

で
∞∑

n=1

∫

E

fn(x) dµ(x) =

∫

F

∞∑
n=1

fn(x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof.

tn(x) :=
n∑

`=1

|f`(x)|

とおく. 単調収束定理から

∞∑
n=1

∫

E

|fn(x)| dµ(x) = lim
n→∞

n∑

`=1

∫

E

|fn(x)| dµ(x)

= lim
n→∞

∫

E

n∑

`=1

|fn(x)| dµ(x)

= lim
n→∞

∫

E

tn(x) dµ(x)

=

∫

E

lim
n→∞

tn(x) dµ(x)

=

∫

E

∞∑
n=1

|fn(x)| dµ(x)

となるので,
∞∑

n=1

|fn(x)| は可積分である. あとは
∞∑

n=1

fn(x) に Lebeague

の収束定理を適用すればよい. 2
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定理 C.56. E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする. a, b ∈ R(a < b) とし, 関
数 f : (a, b)× E → R ∪ {±∞} は次の条件をみたしているとする.

(1) x ∈ Rd を止めるごとに f( · , x) は連続関数となる.

(2) 非負値可積分関数 g : E → [0, ∞)∪{+∞}が存在して |f(t · )| ≤ g

となる.

このとき t0 ∈ (a, b) に対して

lim
t→t0

∫

E

f(t, x) dµ(x) =

∫

E

f(t0, x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof. {tn}∞n=1 ⊂ (a, b) で limn→∞ tn = t0 なる点列を取る. Lebeague の
収束定理から

lim
n→∞

∫

E

f(tn, x) dµ(x) =

∫

E

lim
n→∞

f(tn, x) dµ(x) =

∫

E

f(t0, x) dµ(x)

よりわかる. 2

定理 C.57. E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする. 関数 f : (a, b)× E → R
は次の条件をみたすとする.

(1) ∀t ∈ (a, b) と ∀x ∈ Rd に対して
∂

∂t
f(t,x) は存在する.

(2) f(t, · ) は可積分である.

(3) 非負値可積分 g : E → (0, ∞) が存在して
∣∣∣∣
∂

∂t
f(t, x)

∣∣∣∣ ≤ g(x) (x ∈ E)

となる.

このとき
d

dt

∫

E

f(t, x) dµ(x) =

∫

E

∂

∂t
f(t, x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof. t0 ∈ (a, b)を固定する. t ∈ (a, b)と x ∈ Rd に対して関数 G(t, x)

を

G(t, x) =





f(t, x)− f(t0, x)

t− t0
(t 6= t0)

∂

∂t
f(t0, x) (t = t0)

と定める. 定理 C.56 を関数 G に適用すればよい. 2
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C.6 Fubini の定理
命題 C.58. (X, T ) と (Y, U) 位相空間とする. 任意の移送空間 (Z, V)

に対して B(Z, V) を V の位相によって生成される Z の Borel 集合族と
する. このとき X × Y の積位相によって生成される X × Y 上の集合族
C はBorel 直積 σ 集合族 B(X, T ) と B(Y, U) を含む. (X, T ) と (Y, U)

がともに第 2 可算公理をみたすとき

C = B(X, T )⊗ B(Y, U)

となる.

Proof. 証明はどこかをみること. 2

(X, A, µ) と (Y, B, ν) を測度空間とし,

D := {A×B; A ∈ A, B ∈ B} (C.11)

とする. すると命題 C.19 より D は半環となる. ∀A×B ∈ R に対して

ρ(A×B) := µ(A)× ν(B) (C.12)

と定める. ただし 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0 と約束する.

定理 C.59. (C.12) で定義された ρ は D 上で σ 加法的となる.

Proof. n ∈ N とし, Bn ∈ B, Cn ∈ C とする. {Bn × Cn}∞n=1 の任意の有
限部分集合は互いに排反とし

B × C :=
∞⋃

n=1

(Bn × Cn)

とおく. すると x ∈ X と y ∈ Y に対して

1lB(x)1lC(y) =
∞∑

n=1

1lBn(x)1lCn(y)

と書ける. 各 x に対して, ν で積分をすると

1lB(x)ν(C) =

∫
1lB(x)1lC(y) dν(y) =

∫ ( ∞∑
n=1

1lBn(x)1lCn(y)

)
dν(y)

=
∞∑

n=1

1lBn(x)

∫
1lCn(y) dν(y)

(
∵単調収束定理 (定理 C.49)

)

=
∞∑

n=1

1lBn(x)ν(Cn)
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となる. さらに µ で積分すると

µ(B)ν(C) =

∫
1lB(x)ν(C) dµ(x) =

∫ ∞∑
n=1

1lBn(x)ν(Cn) dµ(x)

=
∞∑

n=1

ν(Cn)

∫
1lBn(x) dµ(x)

(
∵単調収束定理 (定理 C.49)

)

=
∞∑

n=1

µ(Bn)ν(Cn)

を得る. よって ρ は D 上で σ 加法的である. 2

R を (C.11) で定義さらた半環 D によって生成される環3とする. 注
意 C.22 からR は D の有限個の排反な元の和が成す部分集合族である.

X× Y ∈ R なので注意 C.25(1) から σ 代数となる.

注意 C.60. (1) n ∈ N とする. 排反な R1, R2, . . . , Rn ∈ R に対して

ρ

( n⋃
j=1

Rj

)
=

n∑
j=1

ρ(Rj)

となるので命題 C.23 と定理 C.59 から ρ は well-defined で R 上で σ 加
法的である.

(2) すると ρ は直積 σ 集合族 B⊗C 上の σ 加法的測度に拡張できる. し
かし拡張が一意的であるとは一般的に限らない. 次のステップで拡張が
一意的であるための十分条件を求めよう. 2

定義 C.61. 集合族 M は単調族であるとは, Mn ∈ M (n = 1, 2, . . .)

かつM1 ⊃ M2 ⊃ · · · で ⋃∞
n=1 Mn =: M またはM1 ⊂ M2 ⊂ · · · で⋃∞

n=1 Mn =: M に対してM ∈M のときをいう.

注意 C.62. 任意の σ 代数は単調族であるが, 位相は一般にはそうではな
い. なぜならば無限個の開集合の共通部分は開集合でないことからわか
る. またベキ集合は単調俗である. したがって任意の集合族 D を含む最
小の単調族が存在する. 2

定理 C.63. X を空でない集合とする. A を X の部分集合の代数とする.

このとき A を含む最小の単調族M は σ 代数である.

Proof. N := {E ∈ M; X \ E ∈ M} とおく. このときM は単調族なの
で, N も単調族で A ⊂ N となる. よってM⊂ N となる. 各 A ⊂ X に

3作り方からR は σ 環になっていることに注意せよ.
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対して

MA := {E : E ∩ A ∈M}
とおく. このとき A ∈ A に対してA ⊂ MA であり, MA も単調族なの
で, M⊂MA となる. さらにE ∈M に対して

ME := {F ; F ∩ E ∈M}
とおくと A ⊂ ME なのでM ⊂ ME となる. したがってM は代数と
なる. さらにM は単調族なのでM は σ 代数となる. 2

定理 C.64. (X, A, µ) と (Y, B, ν) を測度空間とし, µ(X) < ∞ かつ
ν(Y) < ∞ とする.

F :=

{
E ⊂ X× Y;

∫ [∫
1lE(x, y) dµ(x)

]
dν(y) =

∫ [∫
1lE(x, y) dν(y)

]
dµ(x)

}

とおく. このとき
A⊗ B ⊂ F

となる.

Proof. B ∈ B と C ∈ C に対してE := B × C とすると
∫∫

1lE(x, y) dµ(x) dν(y) = µ(B)

∫
1lC(y) dν(y) = µ(B)ν(C)

= ν(C)

∫
1lB(x) dµ(x)

=

∫∫
1E(x, y) dν(y) dµ(x)

となる. したがって

R := {B × C; B ∈ B, C ∈ C}
としたとき

R ⊂ F
となる. En ∈ F (n = 1, 2, . . .) で E1 ⊃ E2 ⊃ · · · かつ⋂∞

n=1 En =: E

または E1 ⊂ E2 ⊂ · · · かつ⋃∞
n=1 En =: E としたとき, µ(X) < ∞ かつ

ν(Y) < ∞ なので, 有界収束定理 (定理 C.49)から E ∈ F となる. した
がって F は単調族. A を R の有限個の互いに排反な元の和全体からな
る集合族とするとA ⊂ F となる. したがって定理 C.63 からF は σ 代
数で B ⊗ C ⊂ F となる. 2
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定理 C.65. (X, A, µ) と (Y, B, ν) を σ 有限測度空間とする. このとき

ρ(A×B) = µ(A)ν(B) (A ∈ A, B ∈ B)

と定めると ρ は A ⊗ B 上の測度に一意的に拡張され, E ∈ A ⊗ B に対
して

ρ(E) =

∫∫
1lE(x, y) dµ(x) dν(y) =

∫∫
1lE(x, y) dν(y) dµ(x)

となる.

Proof. まず µ(X) < ∞ かつ ν(Y) < ∞ と仮定する. E ∈ B⊗C に対して

α(E) :=

∫∫
1lE(x, y) dµ(x) dν(y)

とおく. 定理 C.64 より積分の順序の交換ができる. α は有限加法的であ
り, 単調収束定理（定理 C.49）から σ 加法性もわかる.

さらに B ⊗ C の測度 β に拡張できたとする. すると

G := {E ∈ B ⊗ C; α(E) = β(E) = 1}
とおくと G ⊂ A かつ G は単調族なので, G ⊂ B ⊗ C となる. よって定理
は有限測度に対して成立する.

次に Bm ⊂ X (m = 1, 2, . . .) とCn (n = 1, 2, . . .) は排反な集合でX =⋃∞
m=1 Bm, Y =

⋃∞
n=1 Cn とする. E ∈ B⊗C とし, Emn := E

⋃
(Bm×Cn)

とおく. 各 m, n ∈ N に対して
∫∫

1lEmn(x, y) dµ(x) dν(y) =

∫∫
1lEmn(x, y) dν(y) dµ(x)

となる. 上の式について m と n に関して和を取る. 単調収束定理（定
理 C.49）より, ∀E ∈ B ⊗ C に対して

α(E) :=

∫∫
1lE(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫∫ ∞∑
m=1

∞∑
n=1

1lEmn(x, y) dµ(x) dν(y)

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

∫∫
1lEmn(x, y) dµ(x) dν(y)

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

∫∫
1lEmn(x, y) dν(y) dµ(x)

=

∫∫ ∞∑
m=1

∞∑
n=1

1lEmn(x, y) dν(y) dµ(x)

=

∫∫
1lE(x, y) dν(y) dµ(x)
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となる. α は有限加法的であり, 単調収束定理（定理 C.49）より, σ 加法
的になり, α は B ⊗ C 上の測度で

α(E) = ρ(E) (∀E ∈ A)

となる. β を B ⊗ C 上の測度で
β(E) = ρ(E) (∀E ∈ A)

とすると ∀E ∈ B ⊗ C に対して

β(E) = β

( ∞⋃
m=1

∞⋃
n=1

Emn

)
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

β(Emn) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

α(Emn)

= α

( ∞⋃
m=1

∞⋃
n=1

Emn

)
= α(E) (Emn ∈ A)

となり, 拡張は一意的であることもわかる. 2

定理 C.66. (X, A, µ) と (Y, B, ν) を σ 有限測度空間とし, f : X×Y→
[0, ∞) ∪ {+∞} はA⊗ B 可測関数または f ∈ L1(X× Y, A⊗ B, µ× ν)

とする. このとき∫
f(x, y) d(µ× ν)(x, y) =

∫∫
f(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫∫
f(x, y) dν(y) dµ(x)

が成り立つ. ほとんど至るところの y ∈ Y に対して ∫
f(x, y) dµ(x) は定

義され, ほとんど至るところの x ∈ X に対して ∫
f(x, y) dν(y) は定義さ

れる.

Proof. 定理 C.65 より, 非負値単関数 f に対して定理は成立する. 非負
値関数 f に対して, 定理 C.42 と単調収束定理（定理 C.49）より, 定理は
成り立つ. f ∈ L1(X× Y, B ⊗ C, µ× ν) のとき, f+ = max{f, 0}, f− =

max{−f, 0} に対して, 定理は成立する. したがってほとんど至るところ
の y ∈ Y で ∫

f+(x, y) µ(x) < ∞ は定義される. 同様に f− も同様の
性質を持つ. よって ν に関してほとんど至るところの y ∈ Y に対して∫ |f(x, y)| dµ(x) < +∞ となる. よって

∫
f(x, y) dµ(x) =

∫
f+(x, y) dµ(x)−

∫
f−(x, y) dµ(x)

となり, それぞれの積分は有限値となる. よって
∫∫

f(x, y) dµ(x) dν(y)

は定義され, 有限値を取るので∫∫
f(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫∫
f+(x, y) dµ(x) dν(y)−

∫∫
f−(x, y) dµ(x) dν(y)
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となる. よって f ∈ L1(X×Y, B⊗C, µ× ν) に対しても定理は成立する.

2

C.7 絶対連続性と Radon-Nikodym の定理
定義 C.67. (X, A) を可測空間とし, µ と ν を (X, A) 上の測度とする.

∀A ∈ A に対して
µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0

のとき ν は µ に関して絶対連続であるといい, ν ¿ µ と書く.

注意 C.68. f を可測関数とし, µ を測度とし
∫

f(x) dµ(x)

が定義されているとする. このとき

ν(A) :=

∫

A

f(x) dµ(x) (A ∈ A)

と定めると µ{x ∈ X; f(x) < 0} > 0 のとき ν は負値も取るので符号付測
度となる. 2

補題 C.69. µ と ν を可測空間 (X, A) 上の測度とする. 次の条件を考
える.

任意の ε > 0 に対してある δ > 0 が存在して

µ(A) < δ ⇒ ν(A) < ε. (C.13)

このとき, 以下が成立する.

• 条件 (C.13) が成立 ⇒ ν ¿ µ.

• ν ¿ µ かつ ν は有限測度 ⇒ (C.13) が成立.

Proof. 第 1 の主張の証明: ∀ε > 0 に対して µ(A) = 0 とする. このとき
ν(A) < ε となる. ε は任意だったので, ν(A) = 0. よって ν ¿ µ.

第 2 の主張の証明: ν ¿ µ とする. ν は有限測度として, (1) は成立しな
いと仮定する. すると ∃ε > 0 が存在して, ∀n ∈ N に対してAn ∈ A が存
在して

µ(An) <
1

n2
かつ ν(An) ≥ ε
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とできる.

A =
∞⋂

k=1

∞⋃

n=k

An

とおくと, Borel-Cantelli の第 1 の補題より

µ(A) = 0

(
∵

∞∑
n=1

µ(An) <

∞∑
n=1

1

n2
< ∞

)

である. Bk =
⋃∞

n=k An, B =
⋂∞

k=1 Bk とおくと各 k ∈ N に対して,

B ⊂ Bk なので,

µ(B) ≤ µ(Bk).

さらに

µ(Bk) ≤
∞∑

n=k

µ(An) < ∞

なので,

lim
k→∞

µ(Bk) = 0

となるので, µ(B) = 0 となる. ν は有限測度なので

ν(A) = µ

( ∞⋂

k=1

Bk

)
= lim

k→∞
µ(Bk) = lim

k→∞
µ

( ∞⋃

n=k

An

)
≥ ε

となり, ν(A) = 0 と矛盾. よって第 2 の主張も証明された. 2

定理 C.70. (Radon-Nikodym の定理) µ と ν を可測空間 (X, A) 上の測
度とし, µ は σ 有限とする. このとき可測関数 f : X → [0, ∞) ∪ {+∞}
が存在して, ∀A ∈ A に対して

ν(A) =

∫

A

f(x) dµ(x) (C.14)

と書ける. さらに g : X→ R は ν 可積分とする. このとき
∫

g(x) dν(x) =

∫
g(x)f(x) dµ(x)

が成立する. 関数 f を µ に関する ν のRadon-Nikodym の微分といい,

µ− a.e. で一意的である. f のことを
dν

dµ
(x) と書く. ν が σ 有限のとき

µ− a.e. で f は有限となる.
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Proof. (1)一意性の証明: (C.14) をみたす f が存在したとする. g は別
の関数で

µ{x ∈ X; f(x) 6= g(x)} > 0 (C.15)

とする. n ∈ N に対して

An :=

{
x ∈ X; f(x) > g(x) +

1

n

}
Bn :=

{
x ∈ X; f(x) < g(x)− 1

n

}
.

とする. (C.15) からある n ∈ N が存在して

µ(An) > 0 または µ(Bn) > 0

となる. A ⊂ An または A ⊂ BN とし

0 < µ(An) < +∞

とする. このとき
∫

A

f(x) dµ(x) 6=
∫

A

g(x) dµ(x)

となるので, g 6= dν

dµ
となる.

(2) f の存在の証明: 以下を順に証明していく.

(2-1) µ が有限測度のとき (C.14) が成立すれば, µ が σ 有限測度でも
(C.14) が成立する.

(2-2) µ が有限測度のとき (C.14) をみたす f を構成し, f は可測である.

(2− 1) の証明: µ は σ 有限とする. An ∈ A (n = 1, 2, . . .) は互いに排
反で, µ(An) < ∞ かつ ⋃∞

n=1 An = X とする. 各 k ∈ N に対して

µk(A) := µ(A ∩ Ak) (A ∈ A), νk(A) := ν(A ∩ Ak) (A ∈ A)

とする. 明らかに各 k ∈ N について νk ¿ µk となる. すると k ∈ N につ
いてある可測関数 fk : X→ [0, +∞) ∪ {+∞} が存在して

νk(A) =

∫

A

fk(x) dµ(x) (A ∈ A)

とできる. ここで

f(x) :=
∞∑

k=1

1lAk
fk(x)
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とおけば, f は (C.14) をみたすことがわかる.

(2− 2) の証明: µ は有限測度とし, 非負の有理数 q ∈ Q に対して

νq := qµ− ν

と定める. すると νq(A) < ∞ (∀A ∈ A) となる. 各 q ∈ Q に対して

Pq := {A ∈ A; νq(B) ≥ 0, ∀B ⊂ A},
λq := sup

A∈Pq

νq(A)

と定める. 明らかに ∅ ∈ Pq であるので, λq ≥ 0 である. {An}∞n=1 ⊂ A
かつAn ∈ Pq をうまくとり

λq = lim
n→∞

νq(An)

となるようにできる. さらに

Aq :=
∞⋃

n=1

An

とおく. Aq の部分集合は An の部分集合の和で表現できるので, Aq ∈ Pq

となる4. したがって

λq ≥ νq(A
q) (C.16)

がわかる. 一方, 各 n ∈ N についてAq \ An ⊂ Aq となる. Aq ∈ Pq なの
で, 各 n ∈ N について

νq(A
q \ An) ≥ 0

となる. よって {An}∞n=1 の取り方から

νq(A
q) = νq(A

q \ An) + ν(An) ≥ νq(An)
n→∞−→ λq

となる. よって νq(A
q) ≥ λq と (C.16) より

λq = νq(A
q)

がわかる.

次に Bq = (Aq)c とおいたとき

νq(B) ≤ 0 (∀B ⊂ Bq) (C.17)

4∀B ⊂ Aq に対してB∩An ⊂ An. よって 0 ≤ νq(B∩An) ≤ νq(B)なので, Aq ∈ Pq

がわかる.
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であることを背理法で示す.

そのために

ある B ⊂ Bq があって νq(B) > 0 (C.18)

と仮定する. B が負の測度をもつ部分集合を持たなければ, B ∈ Pq とな
る. B と Aq は排反なので

νq(A
q ∪B) = νq(B

q) + νq(B) > λq

となる. したがって

B ∪ Aq ∈ Pq かつ νq(A
q ∪B) > λ

となるので, これは Aq の定義と矛盾する. よって

∃B̃ ⊂ B で νq(B̃) < 0

となるものが存在する.

このことを踏まえて自然数列 {nk}∞k=1 を以下のように定める. 各 k ∈ N
と k = 2, 3, . . . に対して

n1 := min

{
n ∈ N; νq(B1) < − 1

n
, ∃B1 ⊂ B

}
,

n2 := min

{
n ∈ N ∩ [n1, ∞); νq(B2) < − 1

n
, ∃B2 ⊂ B \B1

}
,

...

nk := min

{
n ∈ N ∩ [nk−1, ∞); νq(Bk) < − 1

n
, ∃Bk ⊂ B \

(k−1⋃

`=1

B`

)}

とする. いま

C := B \
( ∞⋃

k=1

Bk

)

とおく. 明らかに νq(C) > 0 である. なぜならば

νq(C) = νq(B)− νq

( ∞⋃

k=1

Bk

)

︸ ︷︷ ︸
<

> 0

よりわかる.

もし C が負の測度を持つ部分集合を持たなければ, C ∈ Pq となり,

C ⊂ B ⊂ Bq = (Aq)c
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と矛盾し, (C.17) が示せる. このことを踏まえ

νq(D) ≥ 0 (∀D ⊂ C) (C.19)

を背理法で示す. そのためにある D ⊂ C が存在して

νq(D) =: −ε < 0

を仮定する. (C.18) で νq(B) > 0 と仮定していたので

∞∑

k=1

νq(Bk) > −∞

となる. なぜならば
∑∞

k=1 νq(Bk) = −∞ ならば

C = B \
( ∞⋃

k=1

Bk

)

なので νq(B) > 0 とはならない. よって

lim
k→∞

νq(Bk) = 0 ⇒ lim
k→∞

nk = ∞

となることがわかる. このことからある k ∈ N が存在して
1

nk+1 − 1
< ε (C.20)

とできる. したがって

νq(D) = −ε < − 1

nk+1 − 1
かつ D ⊂ B \

( k⋃

`=1

B`

)

であることと nk+1 の定義に注意すると

νq(D) ≥ − 1

nk+1

となり, これと (C.20) は矛盾する. よって (C.19) が確認できた. これで
(C.17) が示せた.

q̃ > q なる q̃ ∈ Q をとる. すると

Aeq ⊃ Aq ⇔ Bq ⊃ Beq

となること5に注意する.

Aq ∩Beq ⊂ Beq かつ
(
Beq)c

= Aeq ∈ Peq
5なぜならば νeq(A) = q̃µ(A)− ν(A) > qµ(A)− ν(A) = νq(A) からわかる.
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なので

q̃µ
(
Aq ∩Beq)− ν

(
Aq ∩Beq) = νeq

(
Aq ∩Beq) ≤ 0 (C.21)

となる. 一方

Aq ∩Beq ⊂ Aq かつ Aq ∈ Pq

なので

qµ
(
Aq ∩Beq)− ν

(
Aq ∩Beq) = νq

(
Aq ∩Beq) ≥ 0 (C.22)

となる. (C.21)− (C.22) から

(
q̃ − q

)
µ
(
Aq ∩Beq) ≤ 0

を得る.
(
q̃ − q

)
> 0 なので

µ
(
Aq ∩Beq) = 0

を得る.

以上のことを踏まえて

f(x) := sup{q ∈ Q; x ∈ Bq} (C.23)

と定まる.

まず f の可測性を示す. B0 = X なので

f(x) ≥ 0 (x ∈ X)

となる. 明らかに

x ∈ Bq ⇒ f(x) ≥ 0; x ∈ Aq ⇒ f(x) ≤ 0;

である. さらに

{x ∈ X; f(x) ≥ q} =
⋃

eq∈Q; eq≥q

Beq

となる. よって補題 C.41 より f は可測となる.

つぎに (C.23) で定めた関数 f は任意の A ∈ A に対して (C.14) をみ
たすことを示す. そのためにA ∈ A とし, ε > 0 を取る. N を正の整数
とし

N >
µ(A)

ε
(C.24)
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をみたすものとする. k = 0, 1, 2, . . . に対して

Ek := A ∩Bk/N ∩ A(k+1)/N ; E∞ := A \
( ∞⋃

k=1

Ak/N

)

と定める. すると
( ∞⋃

k=1

Ek

)
∪ E∞ = A ∩

(
Bk/N

)
∩

( ∞⋃

k=1

A(k+1)/N

)
∪

{
A \

( ∞⋃

k=1

Ak/N

)}

= A

となる. さらに k < k̃ のとき
(

Bk/N ∩ A(k+1)/N

)
∩

(
B
ek/N ∩ A(ek+1)/N

)
= ∅

となるので, {Ek}∞k=1 は排反になる. したがって

ν(A) = ν(E∞) +
∞∑

k=1

ν(Ek)

となる. f の作り方と

x ∈ Ek ⇔ x ∈ Bk/N かつ x ∈ A(k+1)/N

から

x ∈ Ek ⇒ k

N
≤ f(x) ≤ k + 1

N
;

x ∈ E∞ ⇒ f(x) = ∞

となる. さらに

Ek ⊂ Bk/N ⇒ νk/N(Ek) ≤ 0;

Ek ⊂ A(k+1)/N ⇒ ν(k+1)/N(Ek) ≥ 0

となる. こららのことから有限の k に対して

k

N
µ(Ek) ≤

∫

Ek

f(x) dµ(x) ≤ k + 1

N
µ(Ek)

⇒
k

N
µ(Ek)− ν(Ek) ≤

∫

Ek

f(x) dµ(x)− ν(Ek) ≤ k + 1

N
µ(Ek)− ν(Ek)

から
∣∣∣∣ν(Ek)−

∫

Ek

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤
1

N
µ(Ek) (C.25)
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がわかる. 任意の q ∈ Q (q ≥ 0) に対して

E∞ ⊂
( ∞⋃

k=1

Ak/N

)c

なので 0 > νq(E∞) = qµ(E∞)− ν(E∞) となる. µ(E∞) > 0 ならば

ν(E∞) = ∞
となる. もし µ(E∞) =ならば, ν は µに関して絶対連続なので, ν(E∞) =

0 となる. いずれの場合でも

ν(E∞) =

∫

E∞
f(x) dµ(x)

となる. これと (C.24)− (C.25) を合わせると
∣∣∣∣ν(A)−

∫

A

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤
1

N
µ(A) < ε

を得る. ε は任意だったので, 任意の A ∈ A に対して (C.14) をみたすこ
とを示せた. 2

注意 C.71. 上記の証明は Hahn 分解を経由したものである. Hilbert 空
間とRiesz の定理を用いた関数解析的な証明は Axler (2020, pp.272-274)

を参照のこと. Schilling(2017, pp.230-234) により関数解析で初等的な証
明がある. 2

C.7.1 定理 C.70 の証明の主張 (2 − 2) の Bradley (1989)

による別証明

ここでは Bradley (1989) による Radon-Nikodym の微分の存在の初
等的な証明を書く. Hahn 分解を経由することなく X の分割を用いて
Radon-Nikodym の微分を構成している.

まず特別な場合について Radon-Nikodym の微分を構成する.

定理 C.72. (X, A) を可測空間とし, ν と µ を (X, A) 上の非負値測度で

(i) µ(X) = 1,

(ii) ∀A ∈ A に対して ν(A) ≤ µ(A)

をみたすとする. このとき X 上の A 可測関数 h で 0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X)

なるものが存在して任意の A ∈ A に対して
ν(A) =

∫

A

h(x) dµ(x) (C.26)

が成り立つ. すなわち h =
dν

dµ
である.
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以下では定理 C.72 を証明するための準備をする.

各 n ∈ N に対してΠ = {A1, A2, . . . , An} を X の A 可測な分割とす
る. すなわち

X =
n⋃

i=1

Ai かつ Ai ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j; i, j = 1, 2, . . . , n)

である. X上の関数 hΠ をつぎのように定める. ∀x ∈ Ai (i = 1, 2, . . . , n)

に対して

hΠ(x) =





ν(Ai)

µ(Ai)
(µ(Ai) > 0)

0 (µ(Ai) = 0)

と定める. すると定理 C.72の条件 (ii) より

0 ≤ hΠ(x) ≤ 1 (x ∈ X) (C.27)

となることに注意する.

補題 C.73. n ∈ N とし, Π = {Aj}n
j=1 を X の A 可測な分割とする. あ

る添え字集合 I ⊂ {1, 2, . . . , n} に対して

A =
⋃
i∈I

Ai

と書けたとき

ν(A) =

∫

A

hΠ(x) dµ(x)

となる. 特に

ν(X) =

∫

X
hΠ(x) dµ(x)

である.

Proof.

∫

A

hΠ(x) dµ(x) =

∫
⋃
i∈I

Ai

hΠ(x) dµ(x) =
∑
i∈I

∫

Ai

hΠ(x) dµ(x)

=
∑
i∈I

∫

Ai

ν(Ai)

µ(Ai)
dµ(x) =

∑
i∈I

ν(Ai)

µ(Ai)

∫

Ai

dµ(x)

=
∑
i∈I

ν(Ai) = ν

(⋃
i∈I

Ai

)
= ν(A).

2
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補題 C.74. Π1 と Π2 は X の A 可測な分割でΠ2 は Π1 の細分とする.

すなわち別の分割 Π0 があって

Π2 = {A ∩B; A ∈ Π1, B ∈ Π0}

と書ける. このとき
∫

X
{hΠ2(x)}2 dµ(x) =

∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x) +

∫

X
{hΠ2(x)− hΠ1(x)}2 dµ(x)

≥
∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x)

が成り立つ.

Proof. A ∈ Π1 に対して
∫

A

hΠ2(x) dµ(x) = ν(A) =

∫

A

hΠ1(x) dµ(x)

となる. 2 番目の等号は hΠ1 の定義と A ∈ Π1 から明らかである.

1 番目の等号を示す. Π2 は Π1 の細分なので, ある添え字集合 I ⊂
{1, 2, . . . , #(Π2)} があって

A =
⋃
i∈I

Bi, Bi ∈ Π2 =: {B1, B2, . . . , B#(Π2)}

と書ける. このことから
∫

A

hΠ2(x) dµ(x) =
∑
i∈I

∫

Bi

hΠ2(x) dµ(x) =
∑
i∈I

ν(Bi)

µ(Bi)
µ(Bi) =

∑
i∈I

ν(Bi)

= ν

(⋃
i∈I

Bi

)
= ν(A)

からわかる. さらに A ∈ Π1 に対して
∫

A

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x) =

∫

A

{hΠ1(x)}2 dµ(x) (C.28)
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となる. なぜならば
∫

A

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x) =

∫

∪i∈IBi

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x)

=
∑
i∈I

∫

Bi

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x)

=
∑
i∈I

∫

Bi

ν(Bi)

µ(Bi)

ν(A)

µ(A)
dµ(x)

=
∑
i∈I

ν(Bi)

µ(Bi)

ν(A)

µ(A)

∫

Bi

dµ(x)

=
∑
i∈I

ν(Bi)

µ(Bi)

ν(A)

µ(A)
µ(Bi)

=
∑
i∈I

ν(Bi)
ν(A)

µ(A)

= ν

(⋃
i∈I

Bi

)
ν(A)

µ(A)

= ν(A)
ν(A)

µ(A)

=
ν(A)

µ(A)

ν(A)

µ(A)

∫

A

dµ(x)

=

∫

A

{
ν(A)

µ(A)

}2

dµ(x)

=

∫

A

{hΠ1(x)}2 dµ(x)

からわかる. (C.28) から

∫

X
{hΠ2(x)}2 dµ(x) =

∫

X

{
hΠ1(x) +

(
hΠ2(x)− hΠ1(x)

)}2

dµ(x)

=

∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x) +

∫

X

(
hΠ2(x)− hΠ1(x)

)2
dµ(x)

+ 2

∫

X
hΠ1(x)

{
hΠ2(x)− hΠ1(x)

}
dµ(x)

︸ ︷︷ ︸
=0

(
*(C.28)

)

=

∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x) +

∫

X

(
hΠ2(x)− hΠ1(x)

)2
dµ(x)

≥
∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x)

を得る. よって補題は証明された. 2
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定理 C.72 の証明 ((C.26) における h の構成):

c := sup

∫

X
{hΠ(x)}2 dµ(x)

とおく. ただし上の式の上限は X の A 可測な有限分割すべてに関する
ものである. (C.27) と µ(X) = 1 より

0 ≤ sup

∫

X
{hΠ(x)}2 dµ(x) ≤ sup

∫

X
dµ(x) = µ(X) = 1

となるので

c ≤ 1 (C.29)

となる.

各 n = 1, 2, . . . に対してΠn を X の A 可測な有限分割で
∫

X
{hΠn(x)}2 dµ(x) ≥ c−

(
1

4

)n

をみたすように取る.

Πc
n :=

{
A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An; Ai ∈ Πi (i = 1, 2, . . . , n)

}
(C.30)

とする. すなわち Π1, Π2, . . . , Πn の共通の細分で一番おおきいものであ
る. 補題 C.74 より ∀n ∈ N に対して

c−
(

1

4

)n

≤
∫

X
{hΠn(x)}2 dµ(x) ≤

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

≤
∫

X
{hΠc

n+1
(x)}2 dµ(x)

となる. よって各 n ∈ N に対して
∫

X

{
hΠc

n+1
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

=

∫

X
{hΠc

n+1
(x)}2 dµ(x)− 2

∫

X
hΠc

n+1
(x)hΠc

n
(x) dµ(x)

︸ ︷︷ ︸
=
R
X{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

(
*(C.28)

)

+

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

=

∫

X
{hΠc

n+1
(x)}2 dµ(x)−

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

≤ c−
{

c−
(

1

4

)2}
=

(
1

4

)2

(C.31)
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を得る. Cauchy-Schwarz の不等式から
∫

X

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ dµ(x)

≤
√∫

X

{
hΠc

n+1
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

√∫

X
12 dµ(x)

≤
√∫

X

{
hΠc

n+1
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

√
µ(X)

≤
(

1

2

)2 (
∵ (C.31) と µ(X) = 1

)

を得る. 単調収束定理から
∫

X

{ ∞∑
n=1

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣
}

dµ(x) =
∞∑

n=1

∫

X

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ dµ(x)

≤
∞∑

n=1

(
1

2

)n

< ∞

となる. よって積分の性質から

µ

( ∞∑
n=1

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ < ∞
)

= 1

となる. すなわち µ に関してほとんど至るところで

∞∑
n=1

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ < ∞

である. このことより µ に関してほとんどいたるところで

lim
n→∞

hΠc
n
(x)

は収束する. X 上の関数 h をつぎのように定める. x ∈ X に対して

h(x) :=

{
limn→∞ hΠc

n
(x) (右辺の極限が収束するとき)

0 (その他)

とする. 作り方から関数 h は A 可測であり, (C.27) から

0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X)

となる. あとは ∀A ∈ A に対して (C.26) となることを示せばよい. その
ために (C.30) で定めた分割 Πc

n に対して

ΠA
n := {B ∩ A, B ∩ (X \ A); B ∈ Πc

n}
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とおく. (C.28) と (C.31) から
∫

X

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x) =

∫

X
{hΠA

n
(x)}2 dµ(x)−

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

≤
(

1

4

)4

(C.32)

となる. 再度 Cauchy-Schwarz の不等式と (C.32) を用いると
∣∣∣∣
∫

A
{hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x)

∣∣∣∣ (C.33)

≤
∫

A

∣∣hΠA
n
(x)− hΠc

n
(x)

∣∣ dµ(x)

≤
√∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

√∫

A

1 dµ(x)

≤
(

1

2

)2 √
µ(X)︸ ︷︷ ︸
=1

≤
(

1

2

)2

(C.34)

となる. 補題 C.73 から n ∈ N に対して

ν(A) =

∫

A

hΠA
n
(x) dµ(x) =

∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x) +

∫

A

hΠc
n
(x) dµ(x)

となる. (C.34) より

lim
n→∞

∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x) = 0

となる. このことと有界収束定理から

ν(A) = lim
n→∞

∫

A

hΠA
n
(x) dµ

= lim
n→∞

∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x)

︸ ︷︷ ︸
=0

+ lim
n→∞

∫

A

hΠc
n
(x) dµ(x)

=

∫

A

lim
n→∞

　 hΠc
n
(x) dµ(x)

(∵ |hΠc
n
(x)| ≤ 1 と µ(X) = 1 から有界収束定理)

=

∫

A

h(x) dµ(x)

を得る. よって定理 C.72 は証明された. 2

系 C.75. µ と ν は測度空間 (X, A) 上の非負値測度で
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(i) 0 < µ(X) < ∞,

(ii) ∀A ∈ A に対して ν(A) ≤ µ(A)

とする. このとき X 上の A 可測関数 h で 0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X) なるも
のが存在して

ν(A) =

∫

A

h(x) dµ(x) (A ∈ A) (C.35)

が成り立つ. すなわち h =
dν

dµ
である.

Proof.

µ̃(A) =
µ(A)

µ(X)
, ν̃(A) =

ν(A)

µ(X)

とおくと

ν̃(A) ≤ µ̃(A) (∀A ∈ A) かつ µ̃(X) = 1

となるので定理 C.72 の仮定を µ̃ と ν̃ はみたす. したがって A 可測関数
で 0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X) なるものが存在して

ν̃(A) =

∫

A

h(x) dµ̃(x) (A ∈ A)

となる. よって

ν(A) = µ(X)ν̃(A) = µ(X)

∫

A

h(x) dµ̃(x) =

∫

A

h(x)µ̃(X) dµ̃(x)

=

∫

A

h(x) dµ(x)

がわかる. 2

系 C.76. µ と ν は可測空間 (X, A) 上の非負値測度で

(1) 0 < µ(X) < ∞,

(2) ∀A ∈ A ⇒ ν(A) ≤ µ(A)

をみたすとする. 任意の非負値 A 可測関数 g : X→ R に対して
∫

X
g(x) dν(x) =

∫

X
g(x)h(x) dµ(x) (C.36)

が成り立つ. ただし h =:
dν

dµ
は (C.35) をみたす関数である.
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Proof. B ∈ A に対して g(x) = 1lB(x) のとき (C.36) を示す. これは
系 C.75 を用いると

∫

X
g(x) dν(x) =

∫

X
1lB(x) dν(x) = ν(B) =

∫

B

h(x) dµ(x)

=

∫

X
1lB(x)h(x) dµ(x) (C.37)

となることからわかる. つぎに {gn}∞n=1 を非負値単関数の増加列で

gn ↑ g (n →∞)

とする. すると単調収束定理から
∫

X
g(x) dν(x) = lim

n→∞

∫

X
gn(x) dν(x) (∵ 単調収束定理)

= lim
n→∞

∫

X
gn(x)h(x) dν(x) (∵ (C.37) から)

=

∫

X
lim

n→∞
gn(x)h(x) dν(x) (∵ 単調収束定理)

=

∫

A

g(x)h(x) dµ(x)

となり系は証明された. 2

定理 C.77. µ と ν は測度空間 (X, A) 上の非負値測度で

(1) 0 < ν(X) < ∞ かつ 0 < µ(X) < ∞,

(2) ν ¿ µ

とする. このとき X 上の A 可測関数 h が存在して

ν(A) =

∫

A

h(x) dµ(x) (∀A ∈ A)

をみたす. すなわち h =
dν

dµ
である.

Proof. ∀A ∈ A に対して ν(A) ≤ (ν + µ)(A) かつ µ(A) ≤ (ν + µ)(A) な
ので, 系 C.75 から X 上の A 可測関数 hν と hµ で 0 ≤ hν(x) ≤ 1, 0 ≤
hµ(x) ≤ 1 (x ∈ X) なるものが存在して

ν(A) =

∫

A

hν(x) d(ν + µ)(x), ν(A) =

∫

A

hµ(x) d(ν + µ)(x),

となる. ここで

B := {x ∈ X; hµ(x) > 0}, C := Bc = {x ∈ X; hµ(x) = 0}
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とおく. すると

µ(C) =

∫

C

hµ(x) d(ν + µ)(x) = 0

となるので, 条件 (ii) から
ν(C) = 0

となる. このことから X 上の関数 h を

h(x) :=





hν(x)

hµ(x)
(x ∈ B)

0 (x ∈ C)
(C.38)

と定める. A ∈ A かつ A ⊂ B に対して

ν(A) =

∫

A

hν(x) d(ν + µ)(x) =

∫

A

hν(x)

hµ(x)
hµ(x) d(ν + µ)(x)

=

∫

A

h(x)hµ(x) d(ν + µ)(x) =

∫

A

h(x) dµ(x) (∵ 系 C.76))

(C.39)

となる. ν(C) = µ(C) = 0 かつ A ∩ C ∈ A である. このこと B と C の
定義に注意すると ν(A∩C) = 0, A∩B ⊂ B, B ∪C = X となる. 上記を
踏まえて (C.39) を用いると

ν(A) = ν(A ∩B) + ν(A ∩ C)︸ ︷︷ ︸
=0

(∵ B ∩ C = ∅, B ∪ C = X)

= ν(A ∩B)

=

∫

A∩B

h(x) dµ(x) (∵ (C.39))

=

∫

A∩B

h(x) dµ(x) +

∫

A∩C

h(x) dµ(x)

((C.38) から A ∩ C 上では h(x) = 0 )

=

∫

A

h(x) dµ(x)

を得る. よって定理は証明された. 2

C.8 Jacobi 変換定理
補題 C.78. (X, A) と (X′, A′) を測度空間とし, T : X→ X′ を可測関数
とする. (X, A) 上の測度 µ に対して

µ′(A′) := µ
(
T−1(A′)

)
(∀A′ ∈ A′)

と定めたとき, µ′ は (X′, A′) 上の測度となる.
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Proof. A′ = ∅ のとき, T−1(∅) = ∅ から

µ′(∅) = µ(∅) = 0

となる. {A′
n}∞n=1 ⊂ A′ 互いに排反な部分集合列としたとき

µ′
( ∞⋃

n=1

A′
n

)
= µ

(
T−1

( ∞⋃
n=1

A′
n

))
= µ

( ∞⋃
n=1

T−1(A′
n)

)
　

(
∵逆像の性質

)

=
∞∑

n=1

µ
(
T−1(A′

n)
) (

∵ µ の σ 加法性
)

=
∞∑

n=1

µ′(A′
n)

となる. よって µ′ の σ 加法性は証明された. 2

注意 C.79. µ′ のことを T (µ) と書くことにする. すなわち

T (µ)(A′) := µ
(
T−1(A′)

)
(A′ ∈ A′)

である. 2

補題 C.80. (X, A, µ)を測度空間とし, (X′, A′)を可測空間とし, T : X→
X′ を可測写像とする. T (µ) 可積関数 f : (X′, A′) → (R, B(R)) に対して

∫

X
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
f
(
T (x)

)
dµ(x) (C.40)

が成り立つ.

Proof. f と T は可測なので f ◦ T も可測. 標準機械 (standard machine)

を用いて証明する.

第 1 段階: f(x′) = 1lA′(x
′) (A′ ∈ A′) とする. すると 1lT−1(A′)(x) =

1lA′
(
T (x)

)
となるので

∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
1lA′(x

′) dT (µ)(x′)

= T (µ)(A′) = µ
(
T−1(A′)

)
=

∫

X
1lT−1(A′)(x) dµ(x)

=

∫

X
1lT−1(A′)

(
T (x)

)
dµ(x) =

∫

X
f
(
T (x)

)
dµ(x)

となるので f = 1lA′ のとき (C.40) は成立する.
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第 2 段階: N ∈ N, αn ≥ 0, A′
n ∈ A′ (n = 1, 2, . . . , N) とし

f(x′) =
N∑

n=1

αn1lA′n(x′)

とすると

∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′

{ N∑
n=1

αn1lA′n(x′)
}

dT (µ)(x′)

=
N∑

n=1

αn

∫

X′
1lA′n(x′) dT (µ)(x′)

=
N∑

n=1

αn

∫

X′
1lT−1(A′n)

(
T (x)

)
dµ(x)

(
∵第 1 段階の結果

)

=

∫

X

{ N∑
n=1

αn1lT−1(A′n)

(
T (x)

)}
dµ(x)

=

∫

X

{ N∑
n=1

αnf
(
T (x)

)}
dµ(x)

となり, 単関数 f に対して (C.40) は成立する.

第 3 段階: f ≥ 0 とし
∫
X f(x′) dµ(x′) < ∞ とする. すると非負値単関数

列 {fn}∞n=1 で fn ↑ f (n →∞) となるものが存在する. このことより
∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
lim

n→∞
fn(x′) dT (µ)(x′)

= lim
n→∞

∫

X′
fn(x′) dT (µ)(x′)

(
∵単調収束定理

)

= lim
n→∞

∫

X
fn

(
T (x)

)
dµ(x)

=

∫

X
lim

n→∞
fn

(
T (x)

)
dµ(x)

(
∵単調収束定理

)

=

∫

X
f
(
T (x)

)
dµ(x)

となる. よって f ≥ 0 のとき (C.40) は成立する.

第 4 段階:
∫
X′ |f(x′)| dT (µ)(x′) < ∞ のとき

f+(x′) = max
{
f(x′), 0

}
, f−(x′) = max

{−f(x′), 0
}
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とおく. すると
∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
f+(x′) dT (µ)(x′)−

∫

X′
f−(x′) dT (µ)(x′)

=

∫

X
f+

(
T (x)

)
dµ(x)−

∫

X
f−

(
T (x)

)
dµ(x)

(
∵第 4 段階の結果

)

となり, 補題は証明された. 2

補題 C.81. T (x) = Ax + b (x ∈ Rn) とする. ただし A は n× n の行列
で det (A) 6= 0, b ∈ Rn である. このとき可測関数 f : Rn → R に対して
∫

T (U)

f(y) dλn(y) =

∫

U

f
(
Ax + b

)| det(A)| dλn(x)
(
U ⊂ Rnは開集合

)

が成立する. ただし Rn 上の Lebeague 速度を λn である.

Proof. 補題 C.80 から
∫

U

f
(
Ax + b

)| det(A)| dλn(x) =

∫

U

f
(
T (x)

)| det(A)| dλn(x)

=

∫

U

f
(
T (x)

)
1lU(x)| det(A)| dλn(x)

=

∫

Rn

f
(
T (x)

)
1lT (U)

(
T (x)

)| det A| dλn(x)

=

∫

Rn

f(y)1lT (U)(y) dT (| det A|λn)(y)

=

∫

T (U)

f(y) dT (| det A|λn)(y)

を得る. あとは

T (| det A|λn) = λn

を示せばよい. T−1(y) = A−1(y)− A−1b なのでB ∈ B(Rn) に対して

T (| det A|λn)(B) = | det A|λn

(
T−1(B)

)
= | det A|λn

(
A−1(B)− A−1(b)

)

= | det A|λn

(
A−1(B)

)

= | det A| · | det A−1|λn(B)
(
∵定理 C.38

)
= λn(B)

より補題は証明された. 2

定義 C.82. U, V ⊂ Rn を開集合とする. 写像 T : U → V は C1 級微分
同相であるとは次の条件をみたすときをいう.
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(1) T は全単射.

(2) T と T−1 は連続微分可能.

点 x ∈ U における微分

DT (x) :=

(
∂

∂xj

Tj(x)

)n

i, j=1

をヤコビアン (Jacobian) という. ただし x = (x1, x2, . . . , xn), T =

(T1, T2, . . . , Tn) である.

定理 C.83. (Rudin (1976, pp.221-228)) U ⊂ Rn を開集合とする. 写像

T : U → V = T (U)

がC1 級微分同相であるための必要十分条件は次の (a), (b), (c) すべてが
成立することである.

(a) T : U → Rn は単射.

(b) T : U → Rn は連続微分可能.

(c) DT (x) は各 x ∈ U で可逆.

さらに (a), (b), (c) が成り立つとき

D(T−1)(y) = (DT )−1
(
T−1(y)

)
(∀y ∈ V )

が成り立つ.

Proof. 証明は定理 A.20 のところをみよ. 2

定理 C.84. U, V を Rn の開集合とし, T : U → V は C1 級微分同相写
像とする. W ⊂ Rn と可測空間 (W, B(W )) 上の Lebeague 測度を λW を

λW (A) = λn(A ∩W ) (A ∈ B(Rn)) (C.41)

で定める. ただし λn は Rn 上の Lebeague 速度である. このとき

λV = T
(| det DT ( · )|λU

)
(C.42)

となる. すなわち f : V → [0, ∞) に対して
∫

V

f(y) dλV (y) =

∫

U

f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x) (C.43)

である.
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定理 C.84の証明はいくつかの段階を必要とする. x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn に対して

|x|`∞(n) := max
{|x1|, |x2|, . . . , |xn|

}

と定める. さらに

D := {(a1, b1]× (a2, b2]× · · · (an, bn] ⊂ Rn; ai < bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)}

とする.

補題 C.85. d ∈ N とし, T = (T1, T2, . . . , Td) : Rn → Rd を Lipschitz 写
像とする. すなわち ∃L ≥ 0 があって

|T (x)− T (y)|`∞(d) ≤ L|x− y|`∞(n) (∀x, y ∈ Rn)

である. さらに ∀c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Rn と s > 0 に対して

D = [c1 − s, c1 + s]× [c2 − s, c2 + s]× · · · × [cn − s, cn + s]

とする. このとき

T (D) ⊂ E = [ã1, b̃1]× [ã2, b̃2]× · · · × [ãd, b̃d]

となる. ただし

ãi = Ti(c)− Ls, b̃i = Ti(c) + Ls (i = 1, 2, . . . , d)

である. 特に

λd(T (D)) ≤ Ld
(
λn(D)

)d/n

となる. ただし λn は Rn 上の Lebeague 測度である.

Proof. D = {y ∈ Rn; |c − y|`∞(n) ≤ s} と書けることに注意する. Lips-

chitz 連続性から

T
({y ∈ Rn; |c− y|`∞(n) ≤ s}) ⊂ {T (y); |T (c)− T (y)|`∞(d) ≤ Ls} = E

となる. D の一辺は 2s, E の一辺は 2Ls であるので

λd

(
T (D)

) ≤ λd(E) = (2Ls)d = Ld
(
(2s)n

)d/n
= Ld

(
λn(D)

)d/n

を得る. 2
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補題 C.86. R 上の半環 D を

D := {(a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (an, bn] ⊂ Rn; ai < bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)}

で定義し, A = σ[D] とする. さらに µ と ν を可測空間 (R, A) 上の測度
とし

µ(D) ≤ ν(D) < ∞ (∀D ∈ D)

で {Dn}∞n=1 ⊂ D があって⋃∞
n=1 Dn = R とする. このとき

µ(A) ≤ ν(A) (∀A ∈ A)

が成り立つ.

Proof. µ と ν の性質から

ρ := µ− ν : D → [0, ∞)

となる. ρ は D 上で σ 加法的なので, ρ は A 上の測度 ρ̃ に一意的に拡
張できる. さらに

ν(D) = (ρ + µ)(D) = ρ̃ + µ(D) (∀D ∈ D)

となる. ただし ρ̃ + µ は ρ + µ のA = σ[D] 上への拡張である. しかし

ν(D) = ρ̃ + µ(D) = (ρ + µ)(D) = ρ̃(D) + µ(D) (∀D ∈ D)

となる. A 上への拡張は一意なので

ν(A) = ρ̃(A) + µ(A) (∀A ∈ A)

⇔ lν(A)− µ(A) = ρ̃(A) ≥ 0 (∀A ∈ A)

となり

ν(A) ≥ µ(A) (∀A ∈ A)

がわかる. 2

補題 C.87. U, V を Rn の開集合とし, T : U → V を C1 級微分同相写
像とする. このとき

λV

(
T (D)

) ≤
∫

D

| det DT (x)| dλV (x)

である. ただし D ∈ D で D ∈ V であり, λU と λV は (C.41) により定
まる U と V 上の Lebeague 測度である.
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Proof. ai, bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)に対してD = [a1, b1)× [a2, b2)×· · ·×
[an, bn) と書いたときD = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn] ⊂ V である.

またA ∈ M(n, R) に対して

‖A‖ := sup
|x|`∞(n)≤1

|Ax|`∞(n)

と定める. 逆写像定理 (定理 C.83)を用いると

L := sup
x∈D

‖(DT )−1(x)‖ = sup
y∈T

(
D
) ‖(DT )−1

(
T−1(y)

)‖

= sup
y∈T

(
D
) ‖D

(
T−1

)
(y)‖ (C.44)

となる. DT は D ⊂ U 上で一様連続なので ∀ε > 0 に対してある δ > 0

があって

sup
x,x′∈D; |x−x′|`∞(n)≤δ

‖DT (x)−DT (x′)‖ ≤ ε

L
(C.45)

とできる. いま Di (i = 1, 2, . . . , N) は一辺の長さが δ > 0 以下の D の
とする. すなわち

Dj = [ai1, ai1 + δ]× [ai2, ai2 + δ]× · · · × [ain, ain + δ],

aij ∈ R (i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . , n),

とし, Dk

⋂
D` = ∅ (k 6= `) とする. さらにD は {D ∩Dj}N

j=1 で分割さ
れるとする.

D ⊂
N⋃

n=1

Dn

とする. DT と det DT は連続関数で各 i = 1, 2, . . . , N に対してxi ∈ Di

を

‖ det DT (xi)‖ = inf
y∈Di

‖DT (y)‖ (C.46)

と定める. Ai := DT (xi) (i = 1, 2, . . . , N) は可逆で写像 x 7→ Aix は

D
(
A−1

i ◦ T
)
(x) = A−1

i ◦ (
DT

)
(x)

(
∵ D の線型性

)

= idn + A−1
i ◦ [

DT (x)−DT (xi)
]

(C.47)

をみたす. ただし idn は Rn から Rn への恒等写像である. (C.44)−(C.47)

から

sup
x∈D

‖D(
A−1

i ◦ T
)
(x)‖ ≤ ‖idn‖+ sup

x∈Di

∥∥A−1
i ◦ [

DT (x)−DT (xi)
]∥∥

≤ 1 + L
ε

L
= 1 + ε (C.48)
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となる. なぜならば

‖A−1
i ◦ [

DT (x)−DT (xi)
]‖

= ‖(DT )−1(xi)
[
DT (x)−DT (xi)

]‖
≤ ‖(DT )−1(xi)‖ × ‖DT (x)−DT (xi)‖
≤ sup
x∈D

‖(DT )−1(x)‖ × sup
x,x′∈D; |x−x′|`∞(n)≤δ

‖DT (x)−DT (x′)‖

≤ L× ε

L

からわかる. さらに中間値の定理から ξ ∈ D があって
∣∣A−1

i ◦ T (x)− A−1
i ◦ T (x′)

∣∣
`∞(n)

=
∣∣(D(A−1

i ◦ T )(ξ)
)
(x− x′)

∣∣
`∞(n)

≤
∥∥D

(
A−1

i ◦ T )(ξ)
∥∥× |x− x′|`∞(n)

≤ sup
x∈D

∥∥D
(
A−1

i ◦ T )(ξ)
∥∥× |x− x′|`∞(n)

≤ (1 + ε)|x− x′|`∞(n)

となるので写像x 7→ A−1
i ◦ T は Lipschitz 連続である. よって補題 C.81

と補題 C.85 から

λV

(
T (Di)

)
= λV

(
Ai ◦ A−1

i ◦ T (Di)
) (

∵補題 C.81
)

= | det Ai|λA−1
i V

(
A−1

i ◦ T (Di)
) (

∵補題 C.85
)

≤ | det Ai|(1 + ε)nλU(Di)

となる. D =
⋃N

i=1 Di と | det Ai| ≤ | det DT (xi)| (x ∈ Di) なので

λV

(
T (D)

) ≤
N∑

i=1

λV

(
T (Di)

)

≤ (1 + ε)n

N∑
i=1

∫

Di

| det Ai| dλU(x)

≤ (1 + ε)n

∫

D

| det DT (x)| dλU(x)

となる. ε ↘ 0 とすれば補題は証明される. 2

定理 C.84 の証明: まず (C.42) ⇔ (C.43)を証明する. B ∈ B(Rn∩V )

と f = 1lB とおく. このとき (C.43) は (C.42) となる. 一方 (C.43) は標
準機械 (standard machine)を用いると (C.42) から導くことができる.

第 2 段階: S := T−1 とおくと

µ := λV ◦ T = λV ◦ S−1 = S(λV )
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となる. 一方 B ∈ B(Rn ∩ U) に対して

ν(B) :=

∫

B∩U

| det DT (x)| dλU(x)

は密度 | det DT (x)| を持つ測度となる. 補題 C.87 から

µ(D) ≤ ν(D) (∀D ∈ D)

である. よって補題 C.86 から

µ(A) ≤ ν(A) (A ∈ B(Rn))

となる. 第 1 段階の結果から
∫

f(y) dλV (y) ≤
∫

f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x) (C.49)

となる.

第 3 段階: 逆向きの不等号を示すために S = T−1 は C1 級微分同相であ
ることを使う. (C.49) において U ←→ V と x ↔ y と交換すると

∫
f(x) dλU(x) ≤

∫
f
(
S(y)

)| det DS(y)| dλV (y) (C.50)

となる. ここで A ∈ B(Rn ∩ U) を取り

f(x) = 1lT (A) ◦ T (x)| det DT (x)|

とおく. このとき
∫

f(x) dλU(x) =

∫
1lT (A)

(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x)

≤
∫ (

1lT (A) ◦ T (x)| det DT (x)|) ◦ S(y)| det DS(y)| dλV (y)

(
∵ (C.50)

)

≤
∫ (

1lT (A)

(
T ◦ S(y)

)| det(DT ) ◦ S(y)| × | det DS(y)| dλV (y)

(
∵ x = S(y) を代入

)

=

∫
1lT (A)(y)

∣∣det
[

(DT ) ◦ S(y)×DS(y)︸ ︷︷ ︸
=idn=D

(
T◦S

)
(y)=(DT )

(
S(y)

)
×DS

]∣∣ dλV (y)

=

∫
1lT (A)(y) dλV (y)

= λV (T (A))
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となる. あとは標準機械 (standard machine)を用いると
∫

f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλV (x) ≤
∫

f(y) dλV (y) (C.51)

を得る. (C.49) と (C.51) から
∫

f(y) dλV (y) =

∫
f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x)

がわかる. 2

C.9 条件付き期待値:再訪問
(Ω, A, Pr)を確率空間とし, F ⊂ Aも σ加法族とする. X は (Ω, A, Pr)

上の確率変数で E
[|X|] < ∞ とする.

定義 C.88. F を与えたときの X の条件付き期待値を次の条件をみたす
任意の確率変数 Y とする.

(i) Y は F 可測.

(ii) 任意の A ∈ F に対して
∫

A

X(ω) dPr(ω) =

∫

A

Y (ω) dPr(ω).

まず条件付き期待値の存在と一意性を確認する.

補題 C.89. Y を定義 C.88 の条件 (i)(ii) をみたすとき Y は可積である.

Proof. A := {ω ∈ Ω; Y (ω) > 0} とおくと, A, Ac ∈ F となる. (ii) を用
いると

∫

A

Y (ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) ≤
∫

A

|X(ω)| dPr(ω),
∫

Ac

(−Y (ω)
)
dPr(ω) =

∫

Ac

(−X(ω)
)
dPr(ω) ≤

∫

Ac

|X(ω)| dPr(ω).

よって
∫
|Y (ω)| dPr(ω) =

∫

A

Y (ω) dPr(ω) +

∫

Ac

(−Y (ω)
)
dPr(ω)

≤
∫

A

|X(ω)| dPr(ω) +

∫

Ac

|X(ω)| dPr(ω)

=

∫
|X(ω)| dPr(ω)

からわかる. 2
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補題 C.90. Y は一意.

Proof. Y ′ も定義 C.88 の条件 (i)(ii) をみたすとする. すると (ii) より
∫

A

Y (ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) =

∫

A

Y ′(ω) dPr(ω) (∀A ∈ A).

ε > 0 を取り, A := {ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ ε} とする. A ∈ F であるこ
とから (ii) から

0 =

∫

A

X(ω) dPr(ω)−
∫

A

X(ω) dPr(ω)

=

∫

A

Y (ω) dPr(ω)−
∫

A

Y ′(ω) dPr(ω)

=

∫

A

{
Y (ω)− Y ′(ω)

}
dPr(ω)

≥ ε

∫

A

dPr(ω) = εPr(A)

となり, Pr(A) = 0 がわかる.

{
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) > 0

}
=

∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ 1

n

}

と表現できることとすべての ε > 0 に対して Pr(A) = 0 なので

Pr

({
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) > 0

})
= Pr

( ∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ 1

n

})

= lim
n→∞

Pr

({
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ 1

n

})

= 0

がわかる. よって

Pr
(
ω ∈ Ω; Y (ω) ≤ Y ′(ω)

)
= 1

となる. 次にA := {ω ∈ Ω; Y ′(ω)−Y (ω) ≥ ε}として, 同じ議論を行えば

Pr
(
ω ∈ Ω; Y (ω) ≥ Y ′(ω)

)
= 1.

よって

Pr
(
ω ∈ Ω; Y (ω) = Y ′(ω)

)
= 1

となる. 2
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定義 C.91. 定義 C.88 で定めた Y を

Y (ω) = E
[
X| F]

(ω)

と記すことにする.

補題 C.92. E
[
X| F]

(ω) は存在する.

Proof. µ = Pr と書くことにする. まず X ≥ 0 とする. F 上の測度 ν を

ν(A) =

∫

A

X(ω) dµ(ω) (A ∈ F)

と定める. 単調収束定理を用いるとν は F 上の測度となる. さらに ν ¿ µ

である. よって Radon-Nikodym の定理より, F 可測関数 dν

dµ
が存在し

∫

A

E
[
X| F]

(ω) dµ(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) = ν(A)

=

∫

A

dν

dµ
(ω) dµ(ω) (A ∈ F) (C.52)

となる. A = Ω とすると
dν

dµ
≥ 0 は可積となる. Radon-Nikodym の一意

性から

E
[
X| F]

(ω) =
dν

dµ
(ω)

となる.

一般の場合については

X(ω) = X+(ω)−X−(ω),

X+(ω) = max{X(ω), 0}, X−(ω) = max{−X(ω), 0}

とする. Y1(ω) = E
[
X+| F]

(ω)とY2(ω) = E
[
X−1| F]

(ω)とおくと Y1−Y2

は F 可測である. さらに ∀A ∈ F に対して
∫

A

X(ω) dPr(ω) =

∫

A

X+(ω) dPr(ω)−
∫

A

X−(ω) dPr(ω)

=

∫

A

Y1(ω) dPr(ω)−
∫

A

Y2(ω) dPr(ω)
(
∵ (C.52)

)

=

∫

A

{
Y1(ω)−

∫

A

Y2(ω)

}
dPr(ω)

=

∫

A

(
Y1 − Y2

)
(ω) dPr(ω)

となる. よって
(
Y1 − Y2

)
(ω) = E

[
X| F]

(ω) がわかる. 2
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注意 C.93. 以下の記法を導入する.

(1) A ∈ A に対して

Pr
(
A| F)

(ω) := E
[
1lA| F

]
(ω)

と定める.

(2) A, B ∈ A に対して

Pr
(
A|B)

:=
Pr

(
A ∩B

)

Pr
(
B

)

と定める.

(3) X と Y を (Ω, A, Pr) 上の確率変数としたとき

E
[
X|Y ]

(ω) := E
[
X|σ(Y )

]
(ω)

とする. ただし σ(Y ) は Y によって生成された σ 加法族である. すな
わち

σ(Y ) := σ

[{
ω ∈ Ω; Y (ω) ≤ r (∀r ∈ R)

}]

である.

(4) X と Y を (Ω, A, Pr) 上の連続型確率変数とする. さらに (X, Y ) は
同時 p.d.f. p(x, y) を持つとする. 議論を簡単にするために ∀y ∈ R に対
して

∫
p(x, y) dx > 0

とする.

いま関数 g : R→ R で E
[|g(X)|] < ∞ なるものと考える. このとき

E
[
g(X)|Y ]

(ω) = h(Y (ω)), h(y) =

∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx

となる. これを示すためにA ∈ σ(Y ) を取る. このときある B ∈ B(R) が
存在して

A :=
{
ω ∈ Ω; Y (ω) ∈ B

}
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と書ける. したがって Fubini の定理から

E
[
h(Y )1lA

]
= E

[
h(Y )1lB(Y )

] (
∵ Y ∈ B ⇔ ω ∈ A

)

=

∫

B

∫
h(y)p(x, y) dx dy

=

∫

B

∫ {∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx

}
p(x, y) dx dy

(
∵ h の定義を代入

)

=

∫

B

{∫ ∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx
p(x, y) dx

}
dy

(
∵ Fubini の定理

)

=

∫

B

∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx

{∫
p(x, y) dx

}
dy

=

∫

B

∫
g(x)p(x, y) dx dy

= E
[
g(X)1lA

] (
∵ Y ∈ B ⇔ ω ∈ A

)

となる. よって
∫

A

h
(
Y (ω)

)
dPr(ω) =

∫

A

g
(
X(ω)

)
dPr(ω)

なので

E
[
g(X)| F]

(ω) = h
(
Y (ω)

)

がわかる. 2

C.10 条件付き期待値の性質
定理 C.94. X, {Xn}∞n=1, Y を確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数列とする.

(1) E
[|X|] < ∞ かつ E

[|Y |] < ∞ とする. このとき a, b ∈ R に対して

E
[
aX + bY | F]

(ω) = aE
[
X| F]

(ω) + bE
[
Y | F]

(ω)

と成り立つ.

(2) さらに X ≤ Y のとき

E
[
X| F]

(ω) ≤ E
[
Y | F]

(ω)

が成り立つ.

(3) Xn ≥ 0 (n = 1, 2, . . .) かつXn ↑ X (n →∞) で E
[
X

]
< ∞ のとき

E
[
Xn| F

]
(ω) ↑ E

[
Y | F]

(ω) (n →∞)

が成り立つ.
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Proof. (1) あきらかに aE
[
X| F]

+ bE
[
Y | F]

は F 可測である. ∀A ∈ F
に対して

∫

A

{
aE

[
X| F]

(ω) + bE
[
Y | F]

(ω)
}

dPr(ω)

= a

∫

A

E
[
X| F]

(ω) dPr(ω) + b

∫

A

E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

= a

∫

A

X(ω) dPr(ω) + b

∫

A

Y (ω) dPr(ω)

=

∫

A

(
aX + bY )(ω) dPr(ω)

を得る.

(2) 条件付き期待値の定義より ∀A ∈ F に対して
∫

A

E
[
X| F]

(ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) ≤
∫

A

Y (ω) dPr(ω)

=

∫

A

E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

を得る. ∀ε > 0 に対して

A :=
{
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω)− E
[
Y | F]

(ω) ≥ ε
}

とおくと Pr(A) = 0 となる. ε は任意だったので
{

ω ∈ Ω; E
[
X| F]

(ω) > E
[
Y | F]

(ω)

}

=
∞⋃

n=1

{
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω)− E
[
Y | F]

(ω) ≥ 1

n

}

となる. よって

Pr

({
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω) > E
[
Y | F]

(ω)

})

= lim
n→∞

Pr

({
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω)− E
[
Y | F]

(ω) ≥ 1

n

})
= 0

となるから

Pr

(
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω) ≤ E
[
Y | F]

(ω)

)
= 1

となる.

(3) Yn := X − Xn (n ∈ N) とおくと E
[
Yn| F

] ↓ 0 (n → ∞) を示せばよ
い. Yn ↓ 0 (n →∞) なので (2) の結果から

Zn(ω) := E
[
Yn| F

]
(ω)
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はほとんど確実に単調減少列なので

Z∞(ω) := lim
n→∞

E
[
Yn| F

]
(ω)

はほとんど確実に存在する. A ∈ F に対して
∫

A

Zn(ω) dPr(ω) =

∫

A

Yn(ω) dPr(ω)

である. n →∞ のとき Yn(ω) ↓ 0 (n →∞) なので, 単調収束定理から
∫

A

Z∞(ω) dPr(ω) = 0 (∀A ∈ F)

となる. よってZ∞ ≡ 0 となる. 2

定理 C.95. F1 ⊂ F2 ⊂ A とする. このとい

(1) E
[
E
[
X| F1

]| F2

]
(ω) = E

[
X| F1

]
(ω).

(2) E
[
E
[
X| F2

]| F1

]
(ω) = E

[
X| F1

]
(ω).

Proof. (1) F1 ⊂ F2 なので, E
[
X| F1

]
は F2 可測でもある. よって A ∈ F2

に対して
∫

A

E
[
X| F1

]
(ω) dPr(ω) =

∫

A

E

[
E
[
X| F1

]∣∣∣∣F2

]
(ω) dPr(ω)

がわかる.

(2) E
[
X| F1

]
は F1 可測である. A ∈ F1 ⊂ F2 に対して

∫

A

E
[
X| F1

]
(ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω)
(
∵ A ∈ F1

)

=

∫

A

E
[
X| F2

]
(ω) dPr(ω)

(
∵ A ∈ F2

)

=

∫

A

{
E

[
E
[
X| F2

]∣∣∣∣F1

]
(ω)

}
dPr(ω)

(
∵ A ∈ F1

)

より

E
[
X| F1

]
(ω) = E

[
E
[
X| F2

]∣∣∣∣F1

]
(ω)

がわかる.

定理 C.96. X は F 可測とし, E
[|X|] < ∞ かつ E

[|XY |] < ∞ とする.

このとき

E
[
XY | F]

(ω) = X(ω)E
[
Y | F]

(ω) (C.53)

が成立する.
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Proof. X(ω) = 1lB(ω) (∀B ∈ F) のとき (C.53) が成り立つことを示す.

∀A ∈ F に対して
∫

A

1lB(ω)E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω) =

∫

A∩B

E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

=

∫

A∩B

Y (ω) dPr(ω)

=

∫

A

1lB(ω)Y (ω) dPr(ω)

となる. よってX(ω) = 1lB(ω) のとき (C.53) は 成立する.

次に X, Y ≥ 0 とし, Xn は階段関数とし, Xn ↑ X (n → ∞) とする.

単調収束定理から
∫

A

X(ω)E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω) = lim
n→∞

∫

A

Xn(ω)E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

= lim
n→∞

∫

A

E
[
XnY | F]

(ω) dPr(ω)
(
∵ (1) の結果

)

=

∫

A

lim
n→∞

E
[
XnY | F]

(ω) dPr(ω)
(
∵単調収束定理

)

=

∫

A

lim
n→∞

E
[
XY | F]

(ω) dPr(ω)
(
∵定理 C.94(3)

)

がわかり, X, Y ≥ 0のとき (C.53) は成立する.

最後に一般の X, Y に対して

X+ = max{X, 0}, X−1 = max{−X, 0}, Y + = max{Y, 0}, Y −1 = max{−Y, 0}

として, 上の結果を用いればよい. 2

C.11 Radon-Nikodym の定理と十分統計量
Radon-Nikodym の定理から導かれることを用いて Fisher-Neyman の
因子分解定理の測度論的な証明を与える.

補題 C.97. µ を可測空間 (X, A) 上の σ 有限測度とし, N を (X, A) 上
の測度の集合で, ∀ν ∈ N に対して, ν ¿ µ をみたしているとする. この
とき非負の数列 {cn}∞n=1 で

∑∞
n=1 cn = 1 なるものと {νn}∞n=1 ⊂ N が存

在して ∀ν ∈ N に対して ν ¿ ∑∞
n=1 cnνn となる.

Proof. N が可算集合ならば定理の主張は自明であるので, N は非可算と
する.

µ は有限測度の場合は
λ = µ
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とおく. µ が有限測度でない場合にはX の可算個の部分集合 {Xn}∞n=1 を
うまくとると

X =
∞⋃

n=1

Xn; 0 < µ(Xn) = dn < ∞

とできる. ∀B ∈ A に対して

λ(B) :=
∞∑

n=1

µ(B ∩ Xn)

2ndn

とおく. いずれの場合でも λ は有限測度で ν ¿ λ (∀ν ∈ N ) となる6. こ
こで

Q :=

{ ∞∑
n=1

cnνn;
∞∑

n=1

cn = 1 cn ∈ R, かつ {νn}∞n=1 ⊂ N
}

とする. 明らかに

β ∈ Q ⇒ β ¿ λ

である.

つぎに

D :=

{
C ∈ A; ∃Q ∈ Q s.t. λ

({
x ∈ C;

dQ

dλ
(x) = 0

})
= 0 かつQ(C) > 0

}

とする. まず D 6= ∅ を確認する. そのために ν ∈ N で ν 6= 0 なるもの
を取り

C :=

{
x ∈ X;

dν

dλ
(x) > 0

}

とする. Q = ν としたとき
{

x ∈ C;
dν

dλ
(x) = 0

}
= ∅

となり

Q(C) = ν(C) = µ(X) > 0

6λ(A) = 0 なる A ∈ A をとる. すると µ(A∩Xn) = 0 (∀n ∈ N) となる. したがって

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(A ∩ Xn) = 0

となる. ν ¿ µ から ν(A) = 0 となる. よって λ ¿ µ がわかる.
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となる. よって C ∈ D となる. λ は有限測度なので

sup
C∈D

λ(C) =: c < ∞

となる. よって {Cn}∞n=1 ⊂ D かつC1 ⊂ C2 ⊂ · · · をうまくとると

lim
n→∞

λ(Cn) = c

とできる. ここで

C0 :=
∞⋃

n=1

Cn

とおき, Qn ∈ Q (n ∈ N) で

Qn(Cn) > 0 かつλ

({
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

})
= 0

なるもの7を取る. さらに

Q0 :=
∞∑

n=1

Qn

2n
∈ Q

(
∵

∞∑
n=1

1

2n
= 1

)

とおく. すると

dQ0

dλ
=

∞∑
n=1

1

2n

dQn

dλ

かつ
{

x ∈ C0;
dQ0

dλ
(x) = 0

}
⊂

∞⋃
n=1

{
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

}

となる. このことより

λ

({
x ∈ C0;

dQ0

dλ
(x) = 0

})
≤

∞∑
n=1

λ

({
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

})

となるで, C0 ∈ D がわかる. さらに

λ(C0) = λ

( ∞⋃
n=1

Cn

)
= lim

n→∞
λ(Cn) = c

がわかる.

7Cn ∈ D なのでこのような Qn ∈ Q が取れる.
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あとはQ0 ∈ Q なので ∀ν ∈ N に対して ν ¿ Q0 を示せばよい. その
ために A ∈ A で Q0(A) = 0 なるものと ∀ν ∈ N を取る. x ∈ C0 に対
して

Q0(A ∩ C0) ≤ Q0(A) = 0 かつ
dQ0

dλ
(x) > 0 (∀x ∈ C0)

となる8ので

λ(A ∩ C0) = 0 ⇒ ν(A ∩ C0) = 0 (∵ ν ¿ λ)

となる. ここで

C :=

{
x ∈ X;

dν

dλ
(x) > 0

}

とおく. すると

x ∈ Cc ⇒ dν

dλ
(x) = 0

なので

ν(A ∩ Cc
0 ∩ Cc) ≤

∫

Cc

dν

dλ
(x) dλ(x) = 0

となる. さらにD := A∩Cc
0 ∩C とおくとD∩C0 = ∅ となる. λ(D) > 0

のとき

λ(C0 ∩D) > λ(D)

であり

Q0

({
x ∈ D;

dQ0

dλ
(x) = 0

})
= 0

となる9となるので, D ∈ D となる. 明らかに C0 ∪D ∈ D であり

λ(C0 ∪D) > λ(C0) = c

8x ∈ C0 のときある n ∈ N があって x ∈ Cn となる. すると

λ

({
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

})
= 0

なので
dQ0

dλ
(x) > 0

となる.
9

Q0 ∈ Q ⇒ Q0 ¿ λ

であることからわかる.
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となるので, c の定義10と矛盾する. しがたって

λ(D) = 0 かつ ν(D) = 0

となる. このことより

ν(A) = ν(A ∩ C0) + ν(A ∩ Cc
0)

= ν(A ∩ C0) + ν(A ∩ Cc
0 ∩ Cc) + ν(A ∩ Cc

0 ∩ C)

= ν(A ∩ C0) + ν(A ∩ Cc
0 ∩ Cc) + ν(D) = 0

がわかる. よって定理が証明された. 2

定理 C.98. ν を可測空間 (X, A) 上の σ 有限測度とし,

P = {P; P は (X, A) 上の確率分布で, P ¿ ν}

を統計的モデルとする. X を母集団分布 P ∈ P からの標本とし, T (X)

を統計量とする. このとき T (X) は P に対する十分統計量であるための
必要十分条件は, (X, A) 上の可測関数 h (これは P ∈ P に依存しない)と
T の値域上の可測関数 gP (これは P ∈ P に依存する) が存在して

dP

dν
(x) = gP(T (x))h(x), P− a.s. (C.54)

と書けることである.

Proof. (⇒) の証明: T は P に対する十分統計量とする. 補題 C.97 か
ら, {Pn}∞n=1 ⊂ P と数列 {cn}∞n=1 (

∑∞
n=1 cn = 1) をうまく取れば

P ¿ Q =
∞∑

n=1

cnPn

とできる. ここで
dQ

dν
は P ∈ P に依存しないことに注意する. E[ · ]

と E[ · |T ] を P に関する期待値と条件付き期待値とし, EQ[ · ], EPn [ · ] と
EQ[ · |T ], EPn [ · |T ] を Q, Pn それぞれにに関する期待値と条件付き期待
値とする. T は十分統計量であるので T を与えたときの X の条件付き
分布は P ∈ P に依存しないので

E[1lA(X)|T ] = EPn [1lA(X)|T ] (∀A ∈ A) (C.55)

10c = supC∈D λ(C) である.
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が成立することに注意する. ∀A ∈ A と B ∈ σ(T ) に対して

Q(A ∩B) =
∞∑

n=1

cnPn(A ∩B) =
∞∑

n=1

cnEPn [1lA∩B(X)]

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
EPn [1lA∩B(X)|T ]

]
(∵条件付き期待値の性質

)

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
EPn [1lA(X)1lB(X)|T ]

]

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
1lB(X)EPn [1lA(X)|T ]

] (
∵ 1lB(X) は σ(T ) 可測

)

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
1B(X)E[1lA(X)|T ]

] (
∵ (C.55)

)

=
∞∑

n=1

cn

∫

B

{
E[1lA(X)|T ](x)

}
dPn

=

∫

B

{
E[1lA(X)|T ](x)

} ∞∑
n=1

cn dPn

(
∵有界収束定理

)
　

=

∫

B

{
E[1lA(X)|T ](x)

}
dQ(x)

となる. 一方

Q(A ∩B) =

∫

B

1lA(x) dQ(x) =

∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dQ(x)

となるので

E[1lA(X)|T ](x) = EQ[1lA(X)|T ](x), Q− a.s.

を得る. いま
dP

dQ
(x) =: gP

(
T (x)

)
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とおくと ∀A ∈ A に対して

P(A) = E[1lA(X)] = E
[
E[1lA(X)|T ]

]
=

∫ {
E[1lA(X)|T ](x)

}
dP(x)

=

∫ {
EQ[1lA(X)|T ](x)

dmathsfP

dQ
(x)

}
dQ(x)

=

∫ {
EQ[1lA(X)|T ](x) gP(T (x))

}
dQ(x)

=

∫ {
EQ[1lA(X)gP(T (X))|T ](x)

}
dQ(x)

(
∵ gP(T (x)) は σ(T ) 可測

)

= EQ

[
1lA(X)gP(T (X))

] (
∵条件付き期待値の定義

)

=

∫ {
1lA(x)gP(T (x))

}
dQ(x)

=

∫

A

{
gP(T (x))

dQ

dν
(x)

}
dν(x)

となる. よって　

h =
dQ

dν

ととればよいことがわかる.

(⇐) の証明: (C.54) が成り立つとする. T が P に対する十分統計量で
あることを示すために

P(A|T ) = EQ[1lA(X)|T ] P− a.s.

⇔
∫

B

{
P(A|T )(x)

}
dP(x) =

∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dP(x)

(∀B ∈ σ(T )
)

(C.56)

を示せばよい. Radon-Nikodym の微分の性質と (C.54) から

dP

dQ
(x) =

dP

dν
(x)

/
dQ

dν
(x) =

dP

dν
(x)

/ ∞∑
n=1

cn
dPn

dν
(x)

= gP(T (x))h(x)

/ ∞∑
n=1

cngPn(T (x))h(x)

= gP(T (x))

/ ∞∑
n=1

cngPn(T (x))

となることに注意する. このことより
dP

dQ
(x) は σ(T ) 可測であることが
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わかる. ∀B ∈ σ(T ) に対して
∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dP(x) =

∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dQ(x)

=

∫

B

{
EQ

[
1lA(X)

dP

dQ
(X)

∣∣∣∣T
]
(x)

}
dQ(x)

=

∫

B

{
1lA(x)

dP

dQ
(x)

}
dQ(x)

(
条件付き期待値の定義

)

=

∫

B

1lA(x) dP(x) =

∫

B

{
E[1lA|T ](x)

}
dP(x)

=

∫

A

{
P(A|T )(x)

}
dP(x)

となる. よって (C.56) が示されたので, T は P に対する十分統計量とな
ることがわかる. 2

C.12 積分と導関数

C.13 章末注釈と参考文献
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第D章 凸解析と最適化アルゴリ
ズム

D.1 凸関数とその性質
この節では, 凸関数の定義をまず述べる. 凸関数のこの定義は幾何的な

ものであり, 凸関数がどのようなものであるかを直観的に理解するが用
意である. しかし, 解析的な議論をするためには, この定義では不十分1で
ある. 凸関数であるための必要十分条件が重要になってくる. まず, 1© 閉
区間上の凸関数はその内部で絶対連続であることを示す. さらに, 凸関数
であるための必要十分条件を 2 つ述べる. ひとつは, 2© 凸関数の平均変
動は単調増加であることであり, もうひとつは, 3©下から支える直線の存
在することである. これらは, 凸関数を特徴付けていることに注意する.

定義 D.1. a, b ∈ R, a < b とする. 関数 f : [a, b] → R が x, y ∈
[a, b], 0 ≤ λ ≤ 1 に対して

f
(
λx + (1− λ)y

) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

をみたすとき, 関数 f は凸関数であるという. とくに x 6= y, 0 < λ < 1

のとき
f
(
λx + (1− λ)y

)
< λf(x) + (1− λ)f(y)

が成立する場合は, 関数 f は狭義凸関数であるという.

注意 D.2. −f が凸関数 (狭義凸関数)のとき, 関数 f は凹関数 (狭義凹関
数)であるという. 2

定理 D.3. 区間 [a, b] 上の凸関数は開区間 (a, b) 上の各点で連続である.

Proof. まず, ∀x ∈ [a, b] は

x = λa + (1− λ)b (0 ≤ λ ≤ 1)

と表せるから, 凸関数の定義より

f(x) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) ≤ max{f(a), f(b)} =: K

1たとえば, この定義の直接的に利用では Jensen の不等式の証明できない.
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となることに注意する. よって, 凸関数 f は上に有界である. ∀x0 ∈ (a, b)

とし, f(x) は x = x0 で連続であることを示すために関数 g を

g(t) := f(x0 + t)− f(x0) (a− x0 < t < b− x0)

と定める. このとき g(t) は (a − x0, b − x0) 3 {0} 上で凸関数であり,

g(0) = 0 である. いま ∀ε > 0 に対して正数 ε′ を

0 < ε′ < min

{
ε

K + |f(x0)| , 1

}
(D.1)

をみたすように選ぶ. さらに正数 ρ と δ を

0 < ρ < min{x0 − a, b− x0}, 0 < δ < ρε′ (D.2)

をみたすように定める. 0 < ε′ ≤ 1 だから

|t| < δ ⇒ |t| < ρ

となる. したがって |t| < δ に対して, g(t) は定義されている. しかも

|t| < δ ⇒
∣∣∣∣
t

ε′

∣∣∣∣ < ρ ⇒ x0 +
t

ε′
∈ (a, b)

となること2がわかる. よって, (D.3) から

g

(
t

ε′

)
= f

(
x0 +

t

ε′

)
− f(x0) ≤

∣∣∣∣f
(

x0 +
t

ε′

)∣∣∣∣ + |f(x0)|

≤ K + |f(x0)| =: K1

を得る. ところで

t = (1− ε′)× 0 + ε′
(

t

ε′

)

と表されることと (D.1) から

g(t) ≤ (1− ε′)g(0) + ε′g
(

t

ε′

)
= ε′g

(
t

ε′

)
≤ ε′K1 < ε (D.3)

となることに注意をする. 他方

0 =
ε′

1 + ε′

(
− t

ε′

)
+

1

1 + ε′
· t

2

∣∣∣∣
t

ε′

∣∣∣∣ < ρと (D.2)から−x0 +a < −ρ <
t

ε′
< ρ < b−x0 となるので a <

t

ε′
+x0 < b

がわかる.
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と表されるので

0 ≤ g(0) ≤ ε′

1 + ε′
g

(
− t

ε′

)
+

1

1 + ε′
g(t) ≤ ε′K1

1 + ε′
+

1

1 + ε′
g(t)

<
ε

1 + ε′
+

1

1 + ε′
g(t)

となり

−ε < g(t) (D.4)

を得る. よって (D.3) と (D.4) より

|t| < δ ⇒ |g(t)| < ε

である. t = x− x0 と g(t) の定義より

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

となり, f(x) は点 x0 で連続となる. 2

定理 D.4. 関数 ϕ : [a, b] → R が単調増加ならば

f(x) := C +

∫ x

a

ϕ(t) dt (a ≤ x ≤ b)

は凸関数である. ただし C は定数である.

Proof. まず, x, y ∈ [a, b], x < y, 0 ≤ λ ≤ 1 のとき

x ≤ λx + (1− λ)y ≤ y

であることに注意する. ここで, 関数 ϕ の単調性に注意すれば
∫ y

λx+(1−λ)y

ϕ(t) dt ≥ {y − λx− (1− λ)y}ϕ(
λx + (1− λ)y

)
, (D.5)

∫ λx+(1−λ)y

x

ϕ(t) dt ≤ {λx + (1− λ)y − x}ϕ(
λx + (1− λ)y

)
(D.6)

がわかる. f の凸性を示すために, 以下の式が非負であることがわかれば
よい.

λf(x) + (1− λ)f(y)− f
(
λx + (1− λ)y

)

= (1− λ)
{
f(y)− f

(
λx + (1− λ)y

)}− λ
{
f
(
λx + (1− λ)y

)− f(x)
}

= (1− λ)

∫ y

λx+(1−λ)y

ϕ(t) dt− λ

∫ λx+(1−λ)y

x

ϕ(t) dt

≥ (1− λ){y − λx− (1− λ)y}ϕ(
λx + (1− λ)y

)
(∵ (D.5))

− λ{λx + (1− λ)y − x}ϕ(
λx + (1− λ)y

)
(∵ (D.6))

= 0
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となる. 以上の議論から

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f
(
λx + (1− λ)y

)

が示せた. 2

定理 D.5. 関数　 f が区間 [a, b] 上の凸のとき, 開区間 (a, b) の各点 x

で右微分係数
•
f+ (x) が存在し, 関数

•
f+: (a, b) 3 x 7→

•
f+ (x) ∈ R

は単調増加である.

同様に左微分係数
•
f− (x) が存在し, 関数

•
f−: (a, b) 37→

•
f− (x) ∈ R

も単調増加である. さらに各点 x ∈ (a, b) において

•
f− (x) ≤

•
f+ (x)

が成立する.

Proof. 任意の x ∈ (a, b) に対して実数 η と ξ を

0 < η < min{x− a, b− x}, 0 < ξ < η

をみたすように選ぶ. このとき

0 <
ξ

η
< 1, x + ξ =

ξ

η
(x + η) +

(
1− ξ

η

)
x

と書けることに注意する. 関数 f は凸であることから

f(x + ξ) ≤ ξ

η
f(x + η) +

(
1− ξ

η

)
f(x) =

ξ

η

{
f(x + η)− f(x)

}
+ f(x)

となる. つまり 0 < ξ < η のとき

f(x + ξ)− f(x)

ξ
≤ f(x + η)− f(x)

η

となり, ξ ↘ 0 とすれば

•
f+ (x) ≤ f(x + η)− f(x)

η
(D.7)
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がわかる. 同様に

x− ξ =
ξ

η
(x− η) +

(
1− ξ

η

)
x

と表せるから

f(x− ξ) ≤ ξ

η
f(x− η) +

(
1− ξ

η

)
f(x) =

ξ

η

{
f(x− η)− f(x)

}
+ f(x)

である. したがって 0 < ξ < η のとき

f(x)− f(x− η)

η
≤ f(x)− f(x− ξ)

ξ

となり, ξ ↘ 0 とすれば

•
f− (x) ≥ f(x)− f(x− η)

η
(D.8)

を得る. さらに

f(x) = f

(
(x + ξ) + (x− ξ)

2

)
≤ f(x + ξ) + f(x− ξ)

2

となり
f(x)− f(x− ξ) ≤ f(x + ξ)− f(x)

である. だから

f(x)− f(x− ξ)

ξ
≤ f(x + ξ)− f(x)

ξ

ががわかる. ここで, ξ ↘ 0 とすると

•
f− (x) ≤

•
f+ (x) (D.9)

がわかる. したがって, (D.7)− (D.9) を考慮すれば

f(x)− f(x− η)

η
≤
•
f− (x) ≤

•
f+ (x) ≤ f(x + η)− f(x)

η
(D.10)

がわかる. よって
•
f− (x) と

•
f+ (x) は有界であることがわかる.

次に, 単調性を示す. そのために a < x1 < x2 < b とする. (D.10) の

f−(x) ≤ f+(x) ≤ f(x + η)− f(x)

η

において, x = x1, x + η = x2 とおくと

f−(x1) ≤ f+(x1) ≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
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を得る. 同様に (D.10) の

f(x)− f(x− η)

η
≤ f−(x) ≤ f+(x)

において, x = x2, x− η = x1 とおくと

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f−(x2) ≤ f+(x2)

を得る. これらの式を合わせると
•
f− (x1) ≤

•
f+ (x1) ≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤
•
f− (x2) ≤

•
f+ (x2) (D.11)

となる. よって
•
f− (x1) ≤

•
f− (x2),

•
f+ (x1) ≤

•
f+ (x2)

が得られる. 2

定理 D.6. 区間 (a, b) 上で定義された凸関数 f は, 単調増加で右連続関
数 g と点 c ∈ (a, b) によって

f(x) = f(c) +

∫ x

c

g(t) dt (a < x < b)

と表せる.

Proof. a < c < x < b とし, 閉区間 [c, x] の分割を

c = x0 < x1 < · · · < xn = x

とする. このとき (D.11) より, k = 1, 2, . . . , n に対し

•
f− (xk−1) ≤

•
f+ (xk−1) ≤ f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

≤
•
f− (xk) ≤

•
f+ (xk)

と書ける. これらに xk − xk−1 を掛ければ
•
f− (xk−1)(xk − xk−1) ≤

•
f+ (xk−1)(xk − xk−1) ≤ f(xk)− f(xk−1)

≤
•
f− (xk)(xk − xk−1) ≤

•
f+ (xk)(xk − xk−1)

が成立し, 上の不等式の辺々について, 1 から n まで k について和をと
ると

n∑

k=1

•
f− (xk−1)(xk − xk−1) ≤

n∑

k=1

•
f+ (xk−1)(xk − xk−1) ≤ f(x)− f(c)

≤
n∑

k=1

•
f− (xk)(xk − xk−1) ≤

n∑

k=1

•
f+ (xk)(xk − xk−1)
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が成立する.
•
f− と

•
f+ は単調増加だからRiemann積分可能である. よっ

てmax1≤k≤n{xk − xk−1} → 0 (n →∞) とすれば

n∑

k=1

•
f− (xk−1)(xk − xk−1) →

∫ x

c

•
f− (t) dt

n∑

k=1

•
f+ (xk−1)(xk − xk−1) →

∫ x

c

•
f+ (t) dt

n∑

k=1

•
f− (xk)(xk − xk−1) →

∫ x

c

•
f− (t) dt

n∑

k=1

•
f+ (xk)(xk − xk−1) →

∫ x

c

•
f+ (t) dt

となり

f(x)− f(c) =

∫ x

c

•
f− (t) dt =

∫ x

c

•
f+ (t) dt

がわかる. 他方 a < x < b のときも閉区間 [x, c] について同様の論理を
展開して

f(c)− f(x) =

∫ c

x

•
f− (t) dt =

∫ c

x

•
f+ (t) dt

を示すことができる. したがって

g(x) =
•
f+ (x + 0)

とおけば, g は右連続で単調増加で

f(x) = f(c) +

∫ x

c

g(t) dt

となる. 2

定理 D.7. 関数 f が区間 (a, b) 上の凸であるための必要十分条件は,

∀x0 ∈ (a, b) について関数

(a, b) \ {x0} 3 x 7→ f(x)− f(x0)

x− x0

∈ R (D.12)

が単調増加となることである.

Proof. 必要性: 関数 f が開区間 (a, b) 上で凸ならば, 定理 D.6 により,

右連続な単調増加関数 g が存在して

f(x)− f(x0) =

∫ x

x0

g(t) dt
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と表せる. よって x 6= x0 のとき

f(x)− f(x0)

x− x0

=
1

x− x0

∫ x

x0

g(t) dt

は (a, b) \ {x0} 上で単調増加である.

十分性: (D.12) が成立したと仮定する. ∀x, y ∈ (a, b), x < y, 0 < λ <

1 に対し
x0 = λx + (1− λ)y

とおく. (D.12) より x < x0 < y のとき

f(x0)− f(x)

x0 − x
≤ f(y)− f(x0)

y − x0

.

この式に x0 = λx + (1− λ)y を代入すると

f
(
λx + (1− λ)y

)− f(x)

(1− λ)(y − x)
≤ f(y)− f

(
λx + (1− λ)y

)

λ(y − x)

を得る. 上の不等式の辺々に λ(1− λ)(y − x) を掛けと

λ
{
f
(
λx + (1− λ)y

)− f(x)
} ≤ (1− λ)

{
f(y)− f

(
λx + (1− λ)y

)}

を得る. これを整理すれば

f
(
λx + (1− λ)y

) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

がわかる. よって, λ = 0, 1 のときは自明だから, 関数 f は (a, b) 上で凸
であることがわかる. 2

定義 D.8. 関数 f を (a, b) 上の凸とする. 点 x0 ∈ (a, b) において適当に
実数 m を定めると ∀x ∈ (a, b) に対して

S(x) := m(x− x0) + f(x0) ≤ f(x) (D.13)

が成立するとき, 直線 y = S(x) を点 x0 において f を下から支える直線
という.

定理 D.9. 関数 f が区間 (a, b)上の凸であるための必要十分条件は, (a, b)

の各点 x0 において f を下から支える直線 y = S(x) が存在することで
ある.

Proof. 必要性: 関数 f は開区間 (a, b) 上の凸で x0 ∈ (a, b) なので, 定
理 D.6 より, ある右連続な単調増加関数 g が存在して

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

g(t) dt
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と書ける. このとき

f(x) ≥ f(x0) + g(x0)

∫ x

x0

dt = f(x0) + g(x0)(x− x0)

となることがわかる. したがって, 直線

S(x) := f(x0) + g(x0)(x− x0)

は点 x0 で f(x) を下から支えることがわかる.

十分性: x, y ∈ (a, b), x < y, 0 ≤ λ ≤ 1 とし

x0 = λx + (1− λ)y

とおく. 仮定より x0 において凸関数 f を下から支える直線 S(x) が存
在する. すると (D.13)から S(x) ≤ f(x) とである. さらに, S の線型性
から

f
(
λx + (1− λ)y

)
= f(x0) = S(x0) = λS(x) + (1− λ)S(y)

≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

となる. よって, 関数 f は (a, b) 上の凸である. 2

D.2 凸集合とその性質
定義 D.10. C をRn の空でない部分集合とする. 部分集合 C は凸であ
るとは次の条件

∀x, y ∈ Cと 0 ≤ λ ≤ 1 ⇒ λx + (1− λ)y ∈ C

をみたすときをいう.

定義 D.11. p ∈ N とし, {a1, a2, . . . , ap} ⊂ Rn とする.

(1) λk ≥ 0 (k = 1, 2, . . . , p) かつ
∑p

k=1 λk = 1 のとき
p∑

k=1

λkak

を a1, a2, . . . , ap の凸結合という.

(2) a1, a2, . . . , ap によって生成された凸多面体を

〈
a1, a2, . . . , ap

〉
2, n

=

{ p∑

k=1

λkak; λk ≥ 0,

p∑

k=1

λk = 1

}
⊂ Rn

で定義する.

341



数理統計学序説 第 D. 凸解析と最適化アルゴリズム

定理 D.12. (Carathéodory の定理) p ∈ N とし, {a1, a2, . . . , ap} ⊂ Rn

とする. y ∈ 〈
a1, a2, . . . , ap

〉
は以下のように表せる.

y =
n+1∑

k=1

λkajk
,

1 ≤ j1 < j2 < · · · < jn+1 ≤ p, λk ≥ 0,
n+1∑

k=1

λk = 1.

Proof. y ∈∈ 〈
a1, a2, . . . , ap

〉
=: Aなので,ある r ∈ Nと x1, x2, . . . , xr ∈

A があって

y =
r∑

i=1

λixi, λi > 0 (i = 1, 2, . . . , r),
r∑

i=1

λi = 1

と書ける. r は最小とする. すなわち, r − 1 個以下の A の点では y をそ
れらの凸結合として表せないとする. x1, x2, . . . , xr はアフアィン従属と
仮定する. すると, ある ai ∈ R (i = 1, 2, . . . , r) で a1a2 · · · ar 6= 0 なるも
のが存在して

r∑
i=1

aixi = 0n かつ
r∑

i=1

ai = 0

とできる. ただし, 0n は Rn の零ベクトルである. 集合 {a1, a2, . . . , ar}
の中の少なくとも 1 つは正である. 正であるもののなかで

λi

ai

が最小と

なるもの ai (i ∈ {1, 2, . . . , r}) を選ぶ. 一般性を失わずにそれを a1 と書
くことができる. すると

y =
r∑

i=1

λixi =
r∑

i=1

λixi − λ1

a1

r∑
i=1

aixi

︸ ︷︷ ︸
=0

=
r∑

i=1

(
λi − λ1

a1

ai

)
xi

と書ける. すると ai > 0 (i ∈ {2, 3, . . . , r}) のとき,
λ1

a1

の最小性から,

λi

ai

>
λ1

a1

となる. したがって

λi − λ1

a1

ai ≥ λi − λi

ai

ai = 0

となる. ai ≤ 0 (i ∈ {2, 3, . . . , r}) のときは, 明らかのに λi − λ1

a1

ai > 0

となる. 以上から任意の i ∈ {1, 2, . . . , r} に対して

λi − λ1

a1

ai ≥ 0
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がわかる. さらに
{

λi − λ1

a1

ai

}

i=1, 2, ..., r

の中の少なくとも 1 は零ではな

い. よって, r の最小性と矛盾する. よって, x1, x2, . . . , xr はアフアィン
独立となるので, r ≤ k + 1 がわかる. 2

補題 D.13. C を空でない Rn 凸閉部分集合とし, 0 6∈ C とする. 〈 ·, · 〉2, n

を Rn の Euclid 内積とし, | · |2, n を Rn の Euclid ノルムとする.

(1) x0 ∈ C があって

|x0|2, n = min
{|x|2, n; x ∈ C

}
> 0

となる.

(2) さらに

0 ≤ 〈x0, x− x0〉2, n (∀x ∈ C) (D.14)

が成立する.

Proof.

δ = inf
{|x|2, n; x ∈ C　

} ≥ 0

とおく. 点列 {xk}∞k=1 ⊂ C を選んで

δ = lim
k→∞

|xk|2, n

となるようにする. {xk}∞k=1 は有界なので Bolzano-Weirstrass の定理よ
り収束する部分列 {xk(j)}∞j=1 が存在するので, この部分列の収束先を

lim
j→∞

xk(j) =: x0

とおく. 結果
|x0|2, n = lim

j→∞
|xk(j)|2, n = δ

となる. 部分集合 C は閉なので x0 ∈ C となる. 0n 6∈ C なので δ > 0 が
わかる.

(2) x0 ∈ C は |x0|2, n = δ をみたす唯一の点であることを示すために
x1 ∈ C で |x1|2, n = δ とする. 部分集合 C の凸性から

1

2
(x0 + x1) ∈ C

となる. したがって ∣∣∣∣
1

2
(x0 + x1)

∣∣∣∣
2, n

≥ δ
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である. しかし

4δ2 ≤ |x0 + x1|22, n ≤ |x1 − x0|22, n + |x1 + x0|22, n ≤ 2
{|x1|22, n + |x0|22, n

}

= 4δ2

より
|x1 − x0|22, n = 0 ⇒ x1 = x0

である. (D.14) を示すために ∀x ∈ C を取る. このとき (1−λ)x0 +λx ∈
C (0 ≤ λ ≤ 1) である. したがって

|x0|22, n ≤ |(1− λ)x0 + λx|22, n = |x0|22, n + λ2|x− x0|22, n + 2λ〈x0, x− x0〉2, n

である. 結果
0 ≤ λ|x− x0|22, n + 2〈x0, x− x0〉2, n

がわかる. ここで, λ → 0 とすれば (D.14) がわかる. 2

定義 D.14. S1 と S2 を Rn の空でない部分集合とする. a ∈ Rn, b ∈ R
とする.

(1) 超平面 〈a, x〉2, n + b は S1 と S2 を分離するとは次の条件をみたす
ときをいう.

∀x ∈ S1 ⇒ 〈a, x〉2, n + b ≥ 0,

∀x ∈ S2 ⇒ 〈a, x〉2, n + b ≤ 0.

(2) 超平面 〈a, x〉2, n + b は S1 と S2 を厳密に分離するとは次の条件を
みたすときをいう.

∀x ∈ S1 ⇒ 〈a, x〉2, n + b > 0,

∀x ∈ S2 ⇒ 〈a, x〉2, n + b < 0.

定理 D.15. C ⊂ Rn を空でない凸閉部分集合とし, y 6∈ C とする. この
とき C と y を厳密に分離する超平面 〈a, x〉2, n + b (a ∈ Rn, b ∈ R) が存
在する.

Proof. 一般性を失うことなく y = 0 としてよい. 左の仮定から 0 6∈ C

に注意して補題 D.13 を用いると x0 ∈ C があって

0 < δ = |x0|2, n = min{|x|2, n; x ∈ C}

となる. ここで z = (1/2)x0, a = x0/δ とおく. 超平面 〈a, x− z〉2, n = 0

を考える. すなわち

〈a, x〉2, n + b = 0, b = −〈a, z〉2, n
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である. y = 0n に対して

〈a, y〉2, n + b = b = −〈a, z〉2, n = −
〈

x0

δ
,

x0

2

〉

2, n

= −|x0|22, n

2δ
= −δ

2
< 0.

(D.15)

x ∈ C に対して (D.14) から

0 ≤ 〈x0, x− x0〉2, n

である. よって
0 ≤ 〈δa, x− 2z〉2, n

となる. 上の式の両辺を δ > 0 で割れば

0 ≤ 〈a, x− z〉2, n − 〈a, z〉2, n = 〈a, x− z〉2, n −
〈

x0

δ
,

x0

2

〉

2, n

= 〈a, x− z〉2, n −
|x0|22, n

2δ

= 〈a, x− z〉2, n − δ

2

となる. よって

〈a, x− z〉2, n = 〈a, x〉2, n − 〈a, z〉2, n = 〈a, x〉2, n + b ≥ δ

2
> 0 (D.16)

となる. (D.15) と (D.16) より 〈a, x〉2, n + b は y = 0n と C を厳密に分
離することが示せた. 2

定義 D.16. {a1, a2, . . . , ap} ⊂ Rn とする. 集合

C =

{ p∑
j=1

λjaj; λj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , p)

}

を {a1, a2, . . . , ap} によって生成された有限錐という.

定義 D.17. {a1, a2, . . . , ap} が線型独立のとき, このベクトルで生成さ
れた有限錐を基本錐という.

補題 D.18. {a1, a2, . . . , ap} ⊂ Rn は有限錐 C を生成しているとする.

C1, C2, . . . , Cq を {a1, a2, . . . , ap} の部分集合で生成されるすべての基
本錐とする. このとき

C =

q⋃
j=1

Cj

となる.
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Proof. Cj ⊂ C (j = 1, 2, . . . , q) なので

q⋃
j=1

Cj ⊂ C

となる. いま b ∈ C = {Aβ; β = (β1, β2, . . . , βp)
>, βj ≥ 0 (j =

1, 2, . . . , p)} を選ぶ. ただし A = (a1, a2, . . . , ap) は n × p 行列で
ある. このとき

Aβ = b, β ≥ 0p

なので, 基本解 β∗ = (β∗1 , β∗2 , . . . , β∗p)
> ∈ Rp が存在して

Aβ∗ = b

となることがわかる. すなわち ∃m ∈ N, (1 ≤ m ≤ n)があって, 1 ≤ j1 <

· · · < jm ≤ p は
βj`

> 0 (j = 1, 2, . . . , m)

で
{aj1 , aj2 , . . . , ajm}

は線型独立である. よって b は {aj1 , aj2 , . . . , ajm} で生成された基本錐
に含まれるので

b ∈ ∪q
j=1Cj

となる. よって

C ⊂
q⋃

j=1

Cj

となる. 2

定理 D.19. {a1, a2, . . . , ap} ⊂ Rn とし, C はこのベクトルで生成され
た有限錐とする. このときC は凸かつ閉部分集合である.

Proof. 凸性: c1, c2 ∈ C, 0 ≤ λ ≤ 1 とする. このとき β1, β2 ∈ Rp が存
在して

c1 = Aβ1, c2 = Aβ2

となる. ただし A = (a1, a2, . . . , ap), β1 ≥ 0p, β2 ≥ 0p である. した
がって

(1− λ)c1 + λc2 = A
(
(1− λ)β1 + λβ2

)

となる. さらに (1− λ)β1 + λβ2 ≥ 0p である. よって,

(1− λ)c1 + λc2 ∈ C

より C は凸集合であることがわかる.
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C は閉集合: Cj (j = 1, 2, . . . , q) を独立なベクトル

{aj1 , aj2 , . . . , aj`
} ⊂ {a1, a2, . . . , ap}

によって生成される基本錐とする. {ck}∞k=1 は Cj の収束する点列とし,

c0 ∈ Rn に収束するとする.

lim
k→∞

ck = c0.

c0 ∈ Cj を示そう. {aj1 , aj2 , . . . , aj`
} は線型独立なので, 任意の u =

(u1, u2, . . . , u`)
> ∈ R` に対し

∑̀

k=1

ukajk
= 0n ⇒ u = 0n

となる. よって上の主張の対偶を取ると u ∈ R` で |u|2, ` = 1 なるものに
対して

∑̀

k=1

ukajk
6= 0`

となる. よって Cj は凸集合なので, 補題 D.18 より

min

{∣∣∣∣
∑̀

k=1

ukajk

∣∣∣∣
2, `

; |u|2, ` = 1

}
=: ε > 0

がわかる. したがって ε の定義に注意すると v = (v1, v2, . . . , v`)
> ∈ R`

に対し

∣∣∣∣
∑̀

k=1

vkajk

∣∣∣∣
2, `

= |v|2, `

∣∣∣∣
∑̀
j=1

vk

|v|2 `

ajk

∣∣∣∣
2, `

≥ ε|v|2, ` (D.17)

となる. ck ∈ Cj (k = 1, 2, . . .) に対して

ck = Aβk

とおけば

{j1, j2, . . . , j`} = {j ∈ {1, 2, . . . , p}; βj > 0, βk = (β1, β2, . . . , βp)
>}.

このとき

ck =
∑̀

k=1

βjk
ajk

.

(D.17) より
1

ε
|ck|2, p ≥ |βk|2, p (k = 1, 2, . . .)
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となる. よって {ck}∞k=1は収束するので, {βk}∞k=1は有界. よって Bolzano-

Weierstrass の定理より収束する部分列 {βkj
}∞j=1 が取れ

lim
j→∞

βkj
=: β0

とする. このとき β0 ≥ 0 で

Aβ0 = lim
j→∞

Aβkj
= lim

j→∞
ckj

= c0

となる. β0 の jk 成分 (k = 1, 2, . . . , `) 以外は零なので, c0 ∈ Cj となる.

よってCj は閉集合である. だから

C =

q⋃
j=1

Cj

も閉集合となることがわかる. 2

定理 D.20. (Farkas の交代定理) A を m× n 行列とし, b ∈ Rm とする.

このとき次のいずれかが成立し, 同時には成立しない.

(1) Ax = b, x ≥ 0n は解 x∗ ∈ Rn を持つ.

(2) A>y ≥ 0m, 〈y, b〉2, m < 0 は解 y∗ ∈ Rm を持つ.

ただし w = (w1, w2, . . . , wn)>, z = (z1, z2, . . . , zn)> ∈ Rn のとき

w ≥ z ⇔ wj ≥ zj (j = 1, 2, . . . , n)

である.

Proof. x∗ ∈ Rm は (1) の解, y∗ ∈ Rn は (2) の解とする. このとき

0 ≤ 〈x∗, A>y∗〉2, n = 〈Ax∗, y∗〉2, m = 〈b, y〉2, m < 0

となる. よって矛盾. (1) と (2) は同時に起こらないことがわかる.

(1) が起こらないとき, (2) が起こることを示す. 仮定より

b 6∈ C := {Ax; x ≥ 0n}

となる. C は閉凸集合なので超平面が存在して C と b を厳密に分離す
る. すなわち, a ∈ Rm と c ∈ R があって

z ∈ C ⇒ 〈a, z〉2, m + c > 0 (D.18)

かつ

〈a, b〉2, m + c < 0. (D.19)
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x ≥ 0n, λ > 0 とし

z := λAx = A(λx) ∈ C

となる. (D.18) より
〈a, λAx〉2, n + c > 0.

λ > 0 で割って λ →∞ とすれば

0 ≤ 〈a, Ax〉2, n = 〈A>a, x〉2, n (∀x ≥ 0n)

となる. したがって
A>a ≥ 0n

となる. いま y = a とおけば, A>y ≥ 0n となる. (D.18) において
z = 0n ∈ C とおけば

c > 0

となる. さらに, (D.19) より

〈b, y〉2, m = 〈b, a〉2, m < −c < 0

となる. よって 〈b, y〉2, n < 0　となる. よって, (1)が起こらなければ (2)

が起こる. 対偶をとれば (2) が起こらなければ (1) が起こる. 2

記法: A を m× n 行列とする.

ker(A) := {x; Ax = 0m} ⊂ Rn,

range(A) := {Ax; x ∈ Rm} ⊂ Rm.

S ⊂ Rm としたとき

S⊥ := {x ⊂ Rm; 〈x, s〉2, m = 0 (∀s ∈ S)}

とする.

定理 D.21. A を m× n 行列, x ∈ Rn, b ∈ Rm とする. このとき次は同
値である.

(1) Ax = b は解 x∗ を持つ.

(2) b ∈ ker
(
A>)⊥ である.

Proof. Ax = b が解を持つための必要十分条件は

Ã = [A, −A]

[
u

v

]
= b, u ≥ 0n, v ≥ 0n
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は解を持つ. これは

Ã =

[
u

v

]
= b,

[
u

v

]
≥ 02n

とした Farkas(1) である. よって

「Ax = b は解 x∗ を持つ」⇔「Farkas (1) が成立」 (D.20)

となる.

一方 Farkas(2) が成立するとき

Ã>y ≥ 0n, 〈y, b〉2, n < 0

が解を持つ. これは [
A>

−A>

]
y ≥

[
0n

0n

]

である. よって A>y ≥ 0n かつ −A>y ≥ 0n より A>y = 0n なので

A>y = 0n, 〈y, b〉2, n < 0

は解をもつ.

以上の議論から

1.「Ax = b は解 x∗ を持つ」が成立する.

2. Ã>y ≥ 0n, 〈y, b〉2, n < 0 は解をもつ.

のいずれかが成立 (同時には起こらない)することがわかる.

さらに

Farkas (2) が起こらない ⇔ b ∈ ker
(
A>)⊥

である. なせならば b ∈ ker
(
A>)⊥ ならば

A>y = 0n かつ 〈y, b〉2, n = 0

なので (2) は成立しない. 逆に (2) が成立しないならば Farkas(1) が成
立する. (D.20) より

　「Farkas (1) が起こる」⇔「Ax = b は解 x∗ を持つ」

なので b = Ax∗ と書ける. よって ∀y ∈ ker
(
A>)

に対して

〈y, b〉2, n = 〈y, Ax∗〉2, n = 〈A>y, x∗〉2, n = 0
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から b ∈ ker
(
A>)⊥ がわかる.

以上の議論から

「Ax = b は解 x∗ を持つ」⇔「Farkas(1) が成立」

⇔ Farkas(2) が成立しない」

⇔ b ∈ ker
(
A>)⊥

より定理は証明された. 2

D.3 共役凸関数と Young の不等式
定義 D.22. 関数 f : Rn → Rが凸であるとは, ∀x, y ∈ Rn と 0 ≤ λ ≤ 1

に対して
f
(
λx + (1− λ)y

) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

が成り立つときをいう.

注意 D.23. 関数 f : Rn → R が凸であるための必要十分条件はそのエ
ピグラフ

E =

{[
x

y

]
: y ≥ f(x), x ∈ Rn

}
⊂ Rn+1

が凸集合となることである.

m ∈ Nとする. 関数 f が凸のとき, 帰納法によりx1, x2, . . . , xm ∈ Rn

と λ1, λ2, . . . , λm ≥ 0 で
∑m

k=1 λk = 1 に対して

f

( m∑

k=1

λkxk

)
≤

m∑

k=1

λkf(xk)

が成り立つ. 2

定理 D.24. (1) 関数 f : Rn → R は連続微分可能とする. 関数 f が凸
となるための必要十分条件は ∀x, x0 ∈ Rn に対して

f(x0) +
〈∇f(x0), x− x0

〉
2, n

≤ f(x)

が成り立つことである. ただし

∇f(x) =

(
∂f

∂x1

(x),
∂f

∂x2

(x), . . . ,
∂f

∂xn

(x)

)>
,

x = (x1, x2, . . . , xn)>
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である.

(2) 関数 f : Rn → R は 2 回連続微分可能とする. 関数 f が凸であるた
めの必要十分条件は ∀x ∈ Rn に対して

∇2f(x) º 0n×n

が成り立つことである. ただし,∇2f(x) º 0n×nは∀y = (y1, y2, . . . , yn)> ∈
Rn に対して

y>∇2f(x)y =
n∑

i, j=1

∂f 2

∂xi∂xj

(x)yiyj ≥ 0

が成り立つことである.

Proof. まず,関数 f : Rn → Rは凸であるための必要十分条件は∀x, y ∈
Rn に対して, 関数

φ(t) := f(x + ty) (t ∈ R) (D.21)

が凸であることである.

まず, 関数 f は凸とし, 関数 φ は凸であることを示す. そのために,

x, y ∈ Rn, 0 ≤ λ ≤ 1, s, t ∈ R を取り,

w := x + sy, z := x + ty

とおく. このとき

f
(
λw + (1− λ)z

) ≤ λf(w) + (1− λ)f(z) = λφ(s) + (1− λ)φ(t)

(D.22)

となる. また

f
(
λw + (1− λ)z

)
= f

(
x + {λt + (1− λ)s}y)

= φ(λt + (1− λ)s)

(D.23)

となる. よって, (D.22) と (D.23) を考慮すると φ は凸関数であることが
わかる.

逆を示す. 0 ≤ λ ≤ 1,x, y ∈ Rn とする. (D.21) において, x, y は任意
だったので, y と x− y とする. すると

φ(t) = f
(
y + t(x− y)

)

とおく. 関数 φ は凸だから

f
(
λx + (1− λ)y

)
= f

(
y + λ(x− y)

)
= φ(λ)

= φ
(
(1− λ)× 0 + λ× 1

)

≤ (1− λ)φ(0) + λφ(1)

= (1− λ)f(y) + λf(x)
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となる. よって ∀x, y ∈ Rn に対して関数

R 3 t 7→ φ(t) = f(x + ty)

が凸関数ならば f も凸関数であることがわかる.

2. 凸関数 φ(t) = f
(
x0 + ty

)
に対して

φ(t)+
•
φ (t)(s− t) ≤ φ(s) (∀s, t ∈ R)

である. ただし
•
φ (t) =

dφ

dt
= 〈∇f

(
x0 + ty

)
, y〉2, n である. ここで

s = 1, t = 0 とおくと

φ(0)+
•
φ (0) ≤ φ(1) ⇔ f(x0) +

〈∇f(x0), y
〉
2, n

≤ f
(
x0 + y

)

となる. 上式に y = x− x0 を代入すると

f(x0) +
〈∇f(x0), x− x0

〉
2, n

≤ f(x)

を得る.

3. 凸関数 φ(t) = f
(
x0 + ty

)
は

••
φ (t) ≥ 0

をみたす. このとき

•
φ (t) =

〈∇f
(
x0 + ty

)
, y

〉
2, n

,
••
φ (t) = y>∇2f

(
x0 + ty

)
y

となる. ただし∇2f(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj

)

i, j=1, 2, ..., n

である. t = 0 とおくと

y>∇2f(x0)y ≥ 0 (∀y ∈ Rn)

がわかる. 2

定義 D.25. 関数 f : Rn → R はとする. 各 x ∈ Rn に対して

∂f(x) =
{
r ∈ Rn; f(x) + 〈r, y − x〉2, n ≤ f(y) (∀y ∈ Rn)

}

とおく. この集合を点 x における凸関数 f の劣微分という.

注意 D.26. 凸関数 f : Rn → R は点 x で連続微分可能なとき

∂f(x) = {∇f(x)}

となる. 一般に, ∂f(x) は 1 つの元よりも多い元をもつことがある. 2
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例 D.27. (1) n = 1, f(x) = |x| とする. このとき

∂f(x) =





{1} (x > 0)

[−1, 1] (x = 0)

{−1} (x < 0)

となる.

(2) n > 1, f(x) = |x|2, n とする. このとき

∂f(x) =





{
x

|x|2, n

}
(x 6= 0n)

B(1) (x = 0n)

となる. ただし B(1) := {x ∈ Rn; |x|2, n = 1} である.

実際, ∀r ∈ ∂f(0n) は ∀x ∈ Rn に対して

|0n|2, n + 〈r, x− 0n〉2, n ≤ |x|2, n

を意味する. |〈r, x〉2, n| ≤ |r|2, n × |x|2, n から

〈r, x〉2, n ≤ |x|2, n ⇔ |r|2, n ≤ 1

となる. 2

定理 D.28. 関数 f : Rn → R は凸とする. 各 x ∈ Rn に対して

∂f(x)は凸閉集合

である.

Proof. 明らかに ∂f(x) は凸集合である. これが閉集合であることを示す
ために

{rk}∞k=1 ⊂ ∂f(x) かつ r0 = lim
k→∞

rk

を取る. rk ∈ ∂f(x) (k = 1, 2, . . .) だから ∀y ∈ Rn に対して

f(x) + 〈rk, y − x〉2, n ≤ f(x)

となる. k →∞ とすれば, ∀y ∈ Rn に対して

f(x) + 〈r0, y − x〉2, n ≤ f(y)

となるから r0 ∈ ∂f(x) となる. よって ∂f(x) は閉集合となる. 2

定理 D.29. 関数 f : Rn → R は凸とする. このとき, 各 x ∈ Rn に対し
て ∂f(x) 6= ∅ となる.
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Proof. 凸関数 f のエピグラフ3E は凸閉集合なので正の整数 k に対して

ek :=


 x

f(x)− 1

k


 6∈ E

である. 分離定理 (定理 D.15)よりある超平面

〈ak, x〉2, n + dk (ak ∈ Rn+1, dk ∈ R)

は ek と E を厳密に分離する.

ak =

[
bk

ck

]
, bk ∈ Rn, ck ∈ R

と書くと

〈ak, ek〉2, n + dk < 0, (D.24)

〈ak, z〉2, n + dk > 0 (∀z ∈ E) (D.25)

となる. (D.24) は

〈bk, x〉2, n + ck

(
f(x)− 1

k

)
+ dk < 0 (D.26)

となる. ∀y ∈ Rn に対して

z =

[
y

f(y)

]
∈ E

なので

〈bk, y〉2, n + ckf(y) + dk > 0 (D.27)

となる. (D.26) を −1 倍して (D.27) に加わえると ∀y ∈ Rn に対して

〈bk, y − x〉2, n + ck

(
f(y)− f(x) +

1

k

)
> 0 (D.28)

となる. (D.28) に y = x を代入すると

ck

k
> 0 ⇒ ck > 0

となる. したがって (D.28) は ∀y ∈ Rn に対して

f(y) +
1

k
≥ −

〈
bk

ck

, y − x

〉

2, n

+ f(x) (D.29)

3epigraph の epi は「上の」という意味の接頭語.
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を意味する. ここで

rk = − 1

ck

bk

とおく.

次に {rk}∞k=1 ⊂ Rn は有界であることを示す. |rk|2, n 6= 0ならば (D.29)

において
y = x +

rk

|rk|2, n

とおく4と

f

(
x +

rk

|rk|2, n

)
+

1

k
≥ |rk|2, n + f(x)

となる. よって k = 1, 2, . . . に対して

|rk|2, n ≤ 1 + max
|u|2, n=1

∣∣f(x + u)
∣∣ + f(x) =: M

となる. よって {rk}∞k=1 は有界であることがわかる.

Bolzano-Weirstrass の定理より収束する部分列 {rk(j)}∞j=1 が取れる.

r0 := lim
j→∞

rk(j)

とおく. (D.29) において k = kj
j→∞−→ ∞ とすれば

f(y) ≥ 〈r0, y − x〉2, n + f(x) (∀y ∈ Rn)

を得る. よって r0 ∈ ∂f(x) がわかる. したがって ∂f(x) 6= ∅ が示せた.

2

以降, この節では関数 f : Rn → R は凸で

lim
|x|2, n→∞

f(x)

|x|2, n

= +∞ (D.30)

をみたすとする. これを超線型成長条件という.

定義 D.30. y ∈ Rn に対し

f ∗(y) = max
x∈Rn

{〈x, y〉2, n − f(x)
}

とする. f ∗ を f の凸共役関数という.

4定義から |bk|2 = c2
k|rk|2 である.

〈
bk

ck
,

rk

|rk|2, n

〉

2, n

=
〈

bk

ck
, − bk

ck|rk|2, n

〉

2, n

= − |bk|22, n

c2
k|rk|2, n

= −|rk|2, n

になることに注意する.
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注意 D.31. n = 1, f(x) = x2/2 (x ∈ R) とする. このとき y ∈ R に対し

f ∗(y) = max
x

(
xy − x2

2

)
=

y2

2

となる.

(2) n = 1, 1 < p < ∞, f(x) = |x|p/p とする. このとき y ∈ R に対し

f ∗(y) = max
x

(
xy − |x|p

p

)
=
|y|q
q

,
1

p
+

1

q
= 1

となる.

∵) y を固定し

g(x) = xy − |x|p
p

とする. すると
•
g (x) = y − |x|p−1sgn(x) となる. ただし

sgn(x) =





1 (x > 0)

−1 (x < 0)

0 (x = 0)

とした. したがって

0 =
•
g (x) ⇔ y = |x|p−1sgn(x) ⇒ x = |y|1/(p−1)sgn(y)

となる. 結果

f ∗(y) =
(|y|1/(p−1)sgn(y)

)
y −

∣∣∣∣|y|1/(p−1)sgn(y)

∣∣∣∣
p

p
= |y| 1

1−p
+1 − |y| p

p−1

p

=

(
1− 1

p

)
|y| p

p−1 =
|y|q
q

がわかる. 2

補題 D.32. x, y ∈ Rn に対し

〈x, y〉2, n ≤ f(x) + f ∗(y) (D.31)

である. これを Fenchel-Young双対という.

Proof. 双対関数の定義 (定義 D.30) よりわかる. 2

定理 D.33. (1) f ∗ : Rn → R は凸関数である.

(2) lim
|y|2, n→∞

|f ∗(y)|2, n

|y|2, n

= +∞ となる.

(3) f ∗∗ = f である.
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Proof. 任意の y, w ∈ Rn, 0 ≤ λ ≤ 1 に対し

f ∗
(
λy + (1− λ)w

)
= max

x∈Rn

(
〈λy + (1− λ)w, x〉2, n − f(x)

)

= max
x∈Rn

(
λ
{〈y, x[rangle2, n − f(x)

}

+ (1− λ)
{
λ〈w, x〉2, n − f(x)

})

≤ λmax
x∈Rn

(
〈y, x〉2, n − f(x)

)

+ (1− λ)max
x∈Rn

(
〈w, x〉2, n − f(x)

)

= λf ∗(y) + (1− λ)f ∗(w)

がわかる. したがって 関数 f ∗ は凸である.

(2). 任意の x, y ∈ Rn に対して

f(x) + f ∗(y∗) ≥ 〈x, y〉2, n

であった. ここで, y 6= 0 と λ > 0 に対し

x =
λy

|y|2, n

とおく. このとき

f ∗(y) ≥
〈

λy

|y|2, n

, y

〉

2, n

− f

(
λy

|y|2, n

)
≥ λ|y|2, n − max

|u|2, n=λ
f(u).

となることがわかる. したがって

f ∗(y)

|y|2, n

≥ λ− 1

|y|2, n

max
|u|2, n=λ

f(u)

となる. ここで

lim inf
|y|2, n→∞

f ∗(y)

|y|2, n

≥ λ > 0

を得る. 最後に λ →∞ とすれば, (2) がわかる.

(3) まず, f(x) + f ∗(y) ≥ 〈x, y〉2, n から

f(x) ≥ max
y∈Rn

(
〈x, y〉2, n − f ∗(y)

)
= f ∗∗(x) (D.32)

となることに注意する. 逆に, 定理 D.29 から ∂f(x) 6= ∅ であることが
わかる. このことから r ∈ ∂f(x) を取る. すると z ∈ Rn に対して

f(z) ≥ f(x) + 〈r, z − x〉2, n
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となる. 上の式を書きかえると

〈r, x〉2, n − f(x) ≥ 〈r, z〉2, n − f(z)

を得る. よって

〈r, x〉2, n − f(x) = max
z∈Rn

(
〈r, z〉2, n − f(z)

)
= f ∗(r) (D.33)

がわかる. さらに, (D.33) から

f ∗∗(x) = max
y∈Rn

(
〈x, y〉2, n − f ∗(y)

)
≥ 〈x, r〉2, n − f ∗(r) = f(x) (D.34)

がわかる. よって, (D.32) と (D.34) から f ∗∗ = f がわかる. 2

定理 D.34. x, y ∈ Rn に対して次の条件は同値である.

(1) 〈x, y〉2, n = f(x) + f ∗(y).

(2) y ∈ ∂f(x).

(3) x ∈ ∂f ∗(y).

Proof. (1) ⇒ (2) の証明. 任意の z ∈ Rn に対し

〈x, y〉2, n − f(x) = f ∗(y) ≥ 〈y, z〉2, n − f(z)

となる. 上の式の最左辺と最右辺から ∀z ∈ Rn に対し

f(z) ≥ 〈y, z − x〉2, n + f(x)

を得る. よって
y ∈ ∂f(x)

が示せた.

(2) ⇒ (1) の証明. y ∈ ∂f(x) のとき, ∀z ∈ Rn に対し

f(z) ≥ 〈y, z − x〉2, n + f(z) ⇒ 〈x, y〉2, n − f(x) ≥ 〈y, z〉2, n − f(z)

となる. よって

〈x, y〉2, n − f(x) ≥ max
z∈Rn

(
〈y, z〉2, n − f(z)

)
= f ∗(y) (D.35)

から
〈x, y〉2, n ≥ f(x) + f ∗(y)
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を得る. Fenchel-Young の不等式 (D.31)から

〈x, y〉2, n ≤ f(x) + f ∗(y) (D.36)

である. よって, (D.35) と (D.36) を合わせると

〈x, y〉2, n = f(x) + f ∗(y)

が示せた.

(1) ⇔ (3) も同様に示すことができる. 2

D.4 非線形最適化と KKT 条件
n, p ∈ N とし, f, h1, h2, . . . , hp : Rn → R は連続微分可能とする. 次
の記号を導入する.

x =




x1

x2

...

xn


 , h =




h1

h2

...

hp


 ,

∇h =




(∇h1

)>
(∇h2

)>
...(∇hp

)>




=




∂h1

∂x1

∂h1

∂x2

· · · ∂h1

∂xn
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2

· · · ∂h2

∂xn
...

...
. . .

...
∂hp

∂x1

∂hp

∂x2

· · · ∂hp

∂xn




.

この節では, 制約付く最適化問題

minimize f(x) subject to h ≤ 0p (D.37)

の解 x∗ をみつけたい. ただし h(x) ≤ 0p は ∀j ∈ {1, 2, . . . , p} に対し
て hj(x) ≤ 0 が成立していることである.

h(x) ≤ 0p をみたす点 x∗ を実行可能解という. 実行可能解 x∗ に対し
て hj(x

∗) = 0 となる制約式を有効制約式という. 解 x∗ に対する有効制
約式の添え字集合を J と書く. すなわち

J = {j ∈ {1, 2, . . . , p}; hj(x
∗) = 0}

である.

記号 関数 r : R → Rn に対して

r = o(t) ⇔ lim
t→0+

|r(t)|2, n

t
= 0

と定める.
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定義 D.35. x∗ における制約 qualification条件 (CQ 条件)が成立する
とは　

〈
y, ∇hj(x)

〉
2, n

≤ 0 (j ∈ J) (D.38)

をみたす y ∈ Rn にたいしてある正数 t0 と連続曲線 {x(t), 0 ≤ t < t0}
があって

h(x) ≤ 0p (0 ≤ t < t0) (D.39)

かつ

x(t) = x∗ + ty + o(t) (t → 0+) (D.40)

が成立するときをいう.

注意 D.36. 条件 (D.39) は x(t) (0 ≤ t < t0) は実行可能解であること
を保証している. (D.40) は x(t) の t = 0 における右微分係数ベクトル
•
x (0) が存在し

•
x (0) = y

であることを保証している. 2

定理 D.37. (Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件) x∗ は問題 (D.37) の解と
し, x∗において CQ条件は成立しているとする. このとき実数 λ∗1, λ∗2, . . . , λ∗p
が存在して

∇f(x∗) +

p∑
j=1

λ∗j∇hj(x
∗) = 0n (D.41)

が成立する. さらにλ∗ := (λ∗1, λ∗2, . . . , λ∗p)
> は

λ∗ ≥ 0p,
〈
λ∗, h(x∗)

〉
2, p

= 0 (D.42)

をみたしている;

注意 D.38. 条件 (D.41) と (D.42) を合わせてKarush-Kuhn-Tuckeer 条
件 (KKT 条件)という. (D.42) は

∇f(x∗) +∇h(x∗)>λ∗ = 0n

とも表すことができる. λ∗ は Lagrange乗数という.
〈
λ∗, h(x∗)

〉
2, n

= 0

を相補性条件という. 定理の証明からわかることであるが λ∗j = 0 か
hj(x

∗) = 0 のいずれかが成立しているのでこのように呼んでいる. 2
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Proof. 定理 D.37の証明. ベクトル y ∈ Rn は (D.40) をみたしていると
する. CQ 条件で保証されている y に対応する曲線を {x(t); 0 ≤ t < t0}
とする. いま

φ(t) := f(x(t)) (D.43)

とおく. このとき x∗ は問題 (D.37) の解なので

φ(0) = f(x∗) ≤ f(x(t)) = φ(t) (0 ≤ t < t0)

が成り立つ. したがって φ は t = 0 で最小値を取るので

•
φ (0) ≥ 0

となる. さらに, (D.43) を t に関して微分して, t = 0 を代入すると

•
φ (0) = 〈∇f(x∗),

•
x (0)〉2, n = 〈∇f(x∗), y〉2, n

を得る. この式から (D.38) をみたす y ∈ Rn に対し

〈∇f(x∗), y〉2, n ≥ 0

となるとなることがわかる. よって

〈y, ∇hj(x
∗)〉2, n ≤ 0 (j ∈ J) ⇒ 〈y, ∇f(x∗)〉2, n ≥ 0 (D.44)

を示せた. ここで Farkas の交代定理 (定理 D.20)を思い出す. 以下の (1)

か (2) のいずれかは成立する.

(1) Ax = b, x ≥ 0n は解 x を持つ.

(2) A>y ≥ 0n, 〈y, b〉2, n < 0 は解を持つ.

さらに (1) と (2) は同時に成立しない. ただし, A は n× n 行列である.

J = {j1, j2, . . . , jk} と書き

A = −[∇hj1(x
∗), ∇hj2(x

∗), . . . , ∇hjk
(x∗)

]
,

b = ∇f(x∗)

に対して Farkas の交代定理を適用する. (D.44) は

A>y ≥ 0n ⇒ 〈y, b〉2, n ≥ 0

を主張しているので, Farkas 交代定理の (2) は成立しない. 結果 Farkas

交代定理の (1) が成立する. つまり σj ≥ 0 (j ∈ J) が存在して

−
∑
j∈J

σj∇hj(x
∗) = ∇f(x∗)

362



数理統計学序説 D.5. LAGRANGE 乗数についてのさらなる議論

が成り立つ. そこでλ∗ = (λ∗1, λ∗2, . . . , λ∗p)
> を

λ∗j =

{
σj (j ∈ J)

0 (j 6∈ J)

と定めると j ∈ J のとき hj(x
∗) = 0, j 6∈ J のとき, λ∗j = 0 なので

〈λ∗, h(x∗)〉2, p = 0

となる. さらに Frakas の交代定理の (1) から

　λ∗ ≥ 0p,

∇f(x∗) +

p∑
j=1

λ∗j∇hj(x
∗) = 0n

もわかる. 2

注意 D.39. CQ 条件をみたす制約の例を上げておく

(1) {hj}p
j=1 は x の線型関数.

(2) {∇hj(x
∗)}p

j∈J はRn の線型独立なベクトル.

これらが CQ 条件をみたすことの証明は Evans の pp.115-117 を参照の
こと. 2

D.5 Lagrange 乗数についてのさらなる議論
f, g1, g2, . . . , gm, h1, h2, . . . , hp : Rn → R 連続微分可能とし

g =




g1

g2

...

gm


 , h =




h1

h2

...

hp




とおく. この節では, 下記の最小化問題

minimize f(x) subject to g(x) = 0m and h(x) ≤ 0p. (D.45)

を考える.
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定理 D.40. x∗ ∈ Rn は問題 (D.45) の解とする. このとき実数の組

γ∗, µ∗ = (µ∗1, µ∗2, . . . , µ∗m)>, λ∗ = (λ∗1, λ∗2, . . . , λ∗p)
>

が存在し, これはすべては 0 に同時になることはなく, さらに

γ∗∇f(x∗) +
m∑

k=1

µ∗k∇gk(x
∗) +

p∑
j=1

λ∗j∇hj(x
∗) = 0n (D.46)

と

γ∗ ≥ 0, λ ≥ 0p, 〈λ, h(x∗)〉2, p = 0 (D.47)

をみたす.

注意 D.41. (1) (D.46) は

γ∗∇f(x∗) +∇g(x∗)>µ∗ +∇h(x∗)λ∗ = 0n

と書き直すことができる. ただし

x =




x1

x2

...

xn


 , h =




h1

h2

...

hp


 , g =




g1

g2

...

gm


 ,

∇h =




(∇h1

)>
(∇h2

)>
...(∇hp

)>




=




∂h1

∂x1

∂h1

∂x2

· · · ∂h1

∂xn
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2

· · · ∂h2

∂xn
...

...
. . .

...
∂hp

∂x1

∂hp

∂x2

· · · ∂hp

∂xn




,

∇g =




(∇g1

)>
(∇g2

)>
...(∇gm

)>




=




∂g1

∂x1

∂g1

∂x2

· · · ∂g1

∂xn
∂g2

∂x1

∂g2

∂x2

· · · ∂g2

∂xn
...

...
. . .

...
∂gm

∂x1

∂gm

∂x2

· · · ∂gm

∂xn




である.

(2) γ∗ = 1 のとき (D.46) と (D.47) は

∇f(x∗) +∇g(x∗)>µ∗ +∇h(x∗)λ∗ = 0n (D.48)
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と

λ ≥ 0p, 〈λ, h(x∗)〉2, p = 0 (D.49)

となり KKT 条件となる.

γ∗ 6= 0のときは γ∗ または −γ∗ で割ることで (D.46)と (D.47)を KKT

条件に直すことができる.

γ∗ = 0 のとき, 異常な乗数とよぶ. 2

Proof. (定理 D.40 の証明). k = 1, 2, . . . に対して

Fk(x) := f(x) +
k

2

(
|g(x)|22, m + |h+(x)|22, p

)2

+
1

2
|x− x∗|2, n

とおく. ただし ` = 1, 2, . . . , p に対し

h+
` (x) =

{
h`(x) (h`(x) ≥ 0 の場合)

0 (h`(x) = 0 の場合)

である. ここでB = {x ∈ Rn; |x−x∗|2, n ≤ 1} とおく. すると B はコン
パクトで Fk は連続関数なので, 点 xk ∈ B があって

Fk(xk) = min
x∈B

Fk(x)

が成り立つ. したがって

Fk(xk) ≤ Fk(x
∗)

である. さらに x∗は問題 (D.45)の解なので, g(x∗) = 0mかつh(x∗) ≤ 0p

となる. よって h+
` の定義から h+(x∗) = 0p となる. したがって

f(xk) +
k

2

(
|g(xk)|22, m + |h+(xk)|22, p

)
+

1

2
|xk − x∗|22, n = Fk(xi)

(D.50)

≤ Fk(x
∗) = f(x∗) +

k

2

(
|g(x∗)|22, m︸ ︷︷ ︸

=0

+ |h+(x∗)|22, p︸ ︷︷ ︸
=0

)
= f(x∗) (D.51)

が成り立つ. したがって,

{
k

2
|g(xk)|2, m

}∞

k=1

と
{

k

2
|h+(xk)|2, p

}∞

k=1

は有

界なので

lim
k→∞

g(xk) = 0m, lim
k→∞

h+(xk) = 0p (D.52)
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となる. そうでなければ, {k/2}∞k=1 は発散するので,

{
k

2
|g(xk)|2, m

}∞

k=1

と
{

k

2
|h+(xk)|2, p

}∞

k=1

にはならない. さらに Bolzano-Weirstrass の定理

から {xk}∞k=1 ⊂ B から収束する部分列 {xk(j)}∞j=1 を選ぶことができるこ
とがわかる. 以上から

lim
j→∞

xk(j) = x ∈ B

と書くことにする. (D.51) は

f(xk) +
1

2
|xk − x∗|22, n ≤ f(x∗)

となる. したがって

f(x) +
1

2
|x− x∗|22, n ≤ f(x∗) (D.53)

となる. しかし (D.52) から

h(x) = 0p, かつ g(x) = 0m

となるので, x も実行可能となる. したがって

f(x∗) ≤ f(x) (D.54)

を得る. (D.53) と (D.54) を合わせると

f(x∗) +
1

2
|x− x∗|2, n ≤ f(x) +

1

2
|x− x∗|2, n ≤ f(x∗) ⇔ |x− x∗|2, n = 0

を得る. したがって

x∗ = x

がわかる. 収束する部分列 {xk(j)}∞j=1 はすべて同じ収束先をもつので

lim
k→∞

xk = x∗ (D.55)

がわかる.

{xk}∞k=1 は x∗ に収束するので, k を十分大きくとれば xk はB の境界
から離れている. このことより関数

B 3 x 7→ Fk(x) ∈ R
は制約なしの局所解 xk を持つ. よって

0n = ∇Fk(xk)

= ∇f(xk) + k

((∇g(xk)
)>

g(xk) +
(∇h+(xk)

)>
h+(xk)

)
+ x∗ − xk

= ∇f(xk) + k

((∇g(xk)
)>

g(xk) +
(∇h+(xk)

)>
h(xk)

)
+ x∗ − xk

(D.56)
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となる. 最後の等号は h+
` 6= 0 (` = 1, 2, . . . , p) のとき

∂

∂x`

h+
` =

∂

∂x`

h`

であることからわかる. つぎに定数

γk :=
(
1 + k2|g(xk)|22, m + k2|h(xk)|22, p

)−1/2
> 0

を (D.56) の最右辺に掛けると

0n = γk∇f(xk) +
(∇g(xk)

)>
µk +

(∇h(xk)
)>

λk + γk(xk − x∗)
(D.57)

を得る. ただし

µk := γkkg(xk), λk =: γkkh+(xk) ≥ 0p

である. 記号の定義から

γ2
k + |µk|22, m + |λk|22, p = 1

なので, {(γk, µk, λk)}∞k=1 は有界である. したがって, 収束する部分列
{(γk(j), µk(j), λk(j))}∞j=1 を取ることができる. すなわち j →∞ のとき

γk(j) → γ0 ≥∈ R, µk(j) → µ0 ∈ Rm, λk(j) → λ0 ∈ Rp

と書くことができる. このとき

γ2
0 + |µ0|22, m + |λ|22, p = 1

なので
(γ0, , µ0, λ0) 6= (0, 0m, 0p)

である. (D.57) で k = k(j)
j→∞∞ とすると (D.55) から (D.46) を得る.

次に h∗(x∗) ≥ 0p と λ∗ ≥ 0p に注意する. ある ` ∈ {1, 2, . . . , p} に対
して

h`(x
∗) < 0

ならば十分大きな k に対して

h`(xk) < 0

となる. よって h+
` (xk) = 0 なので λk の第 ` 成分は 0 となるので　

λ∗` = 0 となる. よって

〈λ∗, h(x∗)〉2, n = 0

が成り立つ. よって (D.47) が示された. 2

単調増加関数の不連続点は高々可算個であることの証明をのせる.
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D.6 変分不等式
C ⊂ Rn を空でない凸部分集合とする. 基本的な問題

minimize f(x) subject to x ∈ C (D.58)

の解 x∗ をみつけることを考える.

定理 D.42. (i) 関数 f : Rn → R は連続微分可能で, x∗ ∈ C は問題
(D.58) の解のとき

〈∇f(x∗), x− x∗
〉
2, n

≥ 0 (x ∈ C) (D.59)

が成立する.

(ii)関数 f は凸とする. x∗ ∈ C が (D.59)をみたすとき, x∗ は問題 (D.58)

の解である.

注意 D.43. (D.59) を変分不等式という. これは制約問題 (D.58) の 1 次
変分の形になっている. 2

定理 D.42 の証明: (i) x ∈ C を任意の点とする. このとき, C の凸から
0 ≤ t ≤ 1 に対して

x∗ + t(x− x∗) = tx + (1− t)x∗ ∈ C

である. さらに x∗ は問題 (D.58) の解なので, 関数

φ(t) := f
(
x∗ + t(x− x∗)

)
(0 ≤ t ≤ 1)

は t = 0 で最小となる. したがって

•
φ (0) =

dφ

dt

∣∣∣∣
t=0

≥ 0

である. ただし
•
φ (0) は t = 0 における φ の右微分係数である. しかし

•
φ (t) =

〈∇f
(
x∗ + t(x− x∗)

)
, x− x∗

〉
2, n

なので
•
φ (0) =

〈∇f(x∗), x− x∗
〉

2, n
≥ 0

となる.

(ii) 関数 f は点 x∗ で連続微分可能なので

f(x) ≥ f(x∗) +
〈∇f(x∗), x− x∗

〉
2, n

(x ∈ C)
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である. (D.59) より

〈∇f(x∗), x− x∗
〉

2, n
　 ≥ 0

なので
f(x) ≥ f(x∗) (x ∈ C)

となる. よって x∗ は問題 (D.58) の解である.

例 D.44. 関数 f : Rn → Rは連続微分可能とし, A ∈ Mat(p, n; R), b ∈
Rp とする. 問題

minimize f(x) subject to Ax = b (D.60)

を考える.

x∗ は問題 (D.60) の解のとき (D.59) は

〈∇f(x∗), x− x∗
〉
2, n

≥ 0 (∀x ∈ Rn; Ax = b) (D.61)

である. x ∈ Rn は

x = x∗ + w (x, w ∈ ker(A))

の形で書く. すると (D.61) から

〈∇f(x∗), w
〉
2, n

= 〈∇f(x∗), x− x∗
〉
2, n

≥ 0 (∀w ∈ ker(A))

となる. w を −w に置き換えると

〈∇f(x∗), w
〉
2, n

≤ 0 (∀w ∈ ker(A))

となるので 〈∇f(x∗), w
〉
2, n

= 0 (∀w ∈ ker(A))

がわかる. したがって

∇f(x∗) ∈ (
ker(A)

)⊥
= range(A>)

がわかる. したがって, ∇f(x∗)がA> の像に含まれるので,ある λ∗ ∈ Rm

が存在して

∇f(x∗) = A>(−λ∗) ⇔ ∇f(x∗) + A>λ∗ = 0n

と書ける. このとき λ∗ = (λ∗1, λ∗2, . . . , λ∗p)
> は制約 Ax = b の Lagrange

乗数となる. 2
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D.7 凸性と Lagrange乗数
問題

minimize f(x) subject to h ≤ 0p (D.62)

の解 x∗ をみつけるときの Lagrange 乗数の存在を定理 D.37 は保証し
ている. これは関数の凸性の仮定を用いていない. しかし多くの場合
qualification 条件を確認することが容易でない. この節では強い仮定

f, h1, h2, . . . , hp : Rn → Rは凸関数 (D.63)

を課す.

まず凸関数にたいして, KKT 条件は最適解の十分条件になることを
示す.

定理 D.45. f, h1, h2, . . . , hp : Rn → R は凸関数かつ連続微分可能とす
る. x∗ ∈ Rn は

h(x∗) ≤ 0p (D.64)

をみたすとする. さらに, ある µ∗ = (µ∗1, µ∗2, . . . , µ∗p)> ∈ Rp が存在して
KKT 条件

∇f(x∗) +

p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗) = 0n (D.65)

µ∗ ≥ 0p, 〈µ∗, h(x∗)〉2, p ≥ 0 (D.66)

が成立するとする. このとき x∗ は問題 (D.62) の解である.

Proof. C := {x ∈ Rn; h(x) ≤ 0} は実行可能解の集合とする. 各 hj (j =

1, 2, . . . , p) は凸関数なので

Cj := {x ∈ Rn; hj(x) ≤ 0}
は凸集合である. したがって

C =

p⋂
j=1

Cj

も凸集合となる. (D.65) は

0 =
〈∇f(x∗) +

p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗)

︸ ︷︷ ︸
=0n

, x− x∗
〉

2, n

=
〈∇f(x∗), x− x∗

〉
2, n

+

〈 p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗), x− x∗

〉

2, n

(∀x ∈ Rn)

(D.67)
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となる. x ∈ C である. C の定義と hj (j = 1, 2, . . . , p) の凸性と (D.64)

より

hj(x
∗) +

〈∇hj(x
∗), x− x∗

〉
2, n

≤ hj(x) ≤ 0 (D.68)

がわかる. なぜならば, 関数 φ(t) := hj

(
x∗ + t(x− x∗)

)
(0 ≤ t ≤ 1) を考

える. すると関数 hj の凸性から関数 φ も凸となる. したがって

hj(0) + t
d

dt
φ(t)

∣∣∣∣
t=0

≤ hj(t) (D.69)

を得る. さらに

d

dt
φ(t)

∣∣∣∣
t=0

=
〈∇hj(x

∗), x− x∗
〉
2, n

であることに注意して, (D.69) に t = 1 を代入すると

hj(x
∗) +

〈∇hj(x
∗), x− x∗

〉
2, n

= φ(0) +
d

dt
φ(t)

∣∣∣∣
t=0

≤ φ(1) = hj(x)

を得る. (D.68) の両辺を µ∗j (≥ 0) 倍して和をとれば

0 ≥ 〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p︸ ︷︷ ︸

≥0 *(D.66)

+

〈 p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗), x− x∗

〉

2, n

がわかる. したがって, 上式と (D.65) から

〈 p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗), x− x∗

〉

2, n

≤ 0 ⇔
〈
∇f(x∗), x− x∗

〉

2, n

≥ 0 (∀x ∈ C)

(D.70)

がわかる. 関数 f の凸性と (D.70) から

f(x) ≥ f(x∗) +
〈∇f(x∗), x− x∗

〉
2, n

≥ f(x∗) (∀x ∈ C)

を得る. したがって x∗ は問題 (D.62) の解であることが示せた. 2

定義 D.46. 問題 (D.62) を考える.

ある x ∈ Rn が存在してh(x) < 0p (D.71)

が成り立つとき, 問題 (D.62)に対する Slater 条件が成立するという. た
だし, h(x) < 0p は, hj(x) < 0 (∀j = 1, 2, . . . , p) が成り立つことである.
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定理 D.47. Slater 条件 (D.71) が成立するとする.

f, h1, h2, . . . , hp : Rn → R

は凸関数かつ連続微分可能とし, x∗ をは問題 (D.62) の解とする.

(i)このとき µ∗ ∈ Rp が存在してKKT条件 (D.65)と (D.66)が成り立つ.

(ii) さらに
x 7→ f(x) + 〈µ∗, h(x)〉2, p

は点 x∗ で最小となる.

Proof. 定理 D.37 の John の formulation から, ある　非負実数の組
γ∗, µ∗1, µ∗2, . . . , µ∗p が存在 (すべてが同時に零になることはない. )して

γ∗∇f(x∗) +

p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗) = 0n (D.72)

γ∗ ≥ 0, µ∗ ≥ 0p, 〈µ∗, h(x∗)〉2, p ≥ 0 (D.73)

が成立する.

まず

γ∗ 6= 0 (D.74)

を示す. そのために γ∗ = 0 を仮定して矛盾を導く. すべては同時に零に
ならないのでµ∗ 6= 0p である. 一方, γ∗ = 0 の仮定と (D.72) から

p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗) = 0n (D.75)

となる. したがって, (D.75) と Slater 条件 D.71 から
〈 p∑

j=1

µ∗j∇hj(x
∗), x− x∗

〉

2, n

= 0 かつ h(x) < 0p (D.76)

である. しかし hj (j = 1, 2, . . . , p) は凸関数なので

hj(x
∗) +

〈∇hj(x
∗), x− x∗

〉
2, n

≤ hj(x)

が成り立つ. 上式の辺々と µ∗j (j = 1, 2, . . . , p) の積を取り, j について和
を取ると

〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

=

p∑
j=1

µ∗jhj(x) =

p∑
j=1

µ∗jhj(x
∗) +

p∑
j=1

µ∗j

〈
∇hj(x

∗), x− x∗
〉

2, n

=
〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p

+

〈 p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗), x− x∗

〉

2, n︸ ︷︷ ︸
=0 *(D.76)

=
〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p
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から
〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

=
〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p

(D.77)

を得る. よって, µ∗ ≥ 0p かつµ∗ 6= 0p で h(x) < 0p

(
∵ (D.74)

)
なので,

(D.79) と合わせると

　
〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p

< 0

となる. これは (D.73) と矛盾する. 背理法の仮定から γ∗ 6= 0 となる.

よって, このことと D.73) から γ∗ > 0 が示せた.

次に, (D.72) を γ∗ > 0 で割り

∇f(x∗) +

p∑
j=1

µ∗j
γ∗
∇hj(x) = 0n

を考える. µ̃∗j = µ∗j/γ
∗ ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , p) とおけば, (D.73) から

∇f(x∗) +

p∑
j=1

µ̃∗j∇hj(x
∗) = 0n, (D.78)

µ̃ = (µ̃∗1, µ̃∗2, . . . , µ̃∗p) ≥ 0p,〈
µ̃∗, h(x∗)

〉
2, p

= 0

を得る. ただし, µ̃∗ = (µ̃∗1, µ̃∗2, . . . , µ̃∗p)
>とした. 関数 hj (j = 1, 2, . . . , p)

の凸性より

hj(x) ≥ hj(x
∗) +

〈∇hj(x
∗), x∗ − x

〉
2, n

を得る. 上式の辺々に µ̃j を掛けて, j について和ををると

〈
µ̃∗, h(x)

〉
2, p
≥ 〈

µ̃∗, h(x∗)
〉
2, p

+

〈 p∑
j=1

µ̃∗j∇hj(x
∗), x∗ − x

〉

2, p

(D.79)

を得る. さらに f の凸性から

f(x) ≥ f(x∗) +
〈∇f(x∗), x− x∗

〉
2, n

(D.80)

がわかる. (D.79) と (D.80) を合わせると

f(x) +
〈
µ̃∗, h(x)

〉
2, p
≥ f(x∗) +

〈∇f(x∗), x− x∗
〉

2, n
+

〈
µ̃∗, h(x∗)

〉
2, p

+

〈 p∑
j=1

µ̃∗j∇hj(x), x− x∗
〉

2, n

= f(x) +
〈
µ̃∗, h(x∗)

〉
2, p

+

〈
∇f(x∗) +

p∑
j=1

µ̃∗j∇hj(x)

︸ ︷︷ ︸
=0n *(D.78)

, x− x∗
〉

2, n

= f(x∗) +
〈
µ̃∗, h(x∗)

〉
2, p
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を得る. よって (ii) は示された. 2

D.8 凸双対性

D.8.1 双対問題

与えられた関数 f, g1, g2, . . . , gm, h1, h2, . . . , hp : Rn → R に対して

h =




h1

h2

...

hp


 , g =




g1

g2

...

gm




と書くことにする.

問題

minimize f(x) subject to g(x) = 0m and h(x) ≤ 0p (D.81)

の解を x∗ をみつけたいとする.

定義 D.48. 問題 (D.81) に対応する Lagrange 問題 L(x, λ, µ) (x ∈
Rn, λ ∈ Rm, µ ∈ Rp) を

L(x, λ, µ) = f(x) +
〈
λ, g(x)

〉
2, m

+
〈
µ, h(x)

〉
2, p

で定める. さらに

L∗(λ, µ) = inf
x∈Rn

L(x, λ, µ)

と定める.

注意 D.49. λ = (λ1, λ2, . . . , λm)>, µ = (µ1, µ2, . . . , µp)
> と書いたとき

L(x, λ, µ) = f(x) +
m∑

j=1

λjgj(x) +

p∑
j=1

µjhj(x)

とも書ける. 2

例 D.50. 関数 f は凸とし, 問題

minimize f(x) subject to Ax = b and x ≥ 0n (D.82)
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を考える. ただし A ∈ Mat(m, n; R), b ∈ Rm とする. λ ∈ Rm と
µ ≤ 0n (µ ∈ Rn) を取り, h(x) = −x とおくと

L∗(λ, µ) = inf
x∈Rn

{
f(x) +

〈
λ, g(x)

〉
2, m

+
〈
µ, h(x)

〉
2, n

}

= inf
x∈Rn

{
f(x) +

〈
λ, Ax− b

〉
2, m

− 〈
µ, x

〉
2, n

}

= −〈λ, b〉2, m + inf
x∈Rn

{
f(x) +

〈
A>λ− µ, x

〉
2, n

}

= −〈λ, b〉2, m − sup
x∈Rn

{〈
µ−A>λ, x

〉
2, n
− f(x)

}

となる. したがって

L∗(λ, µ) = −〈λ, b〉2, n − f ∗
(
µ−A>λ

)

となる. ただし

f ∗(x) = sup
x∈Rn

{
〈x, y〉2, n − f(x)

}

は凸関数 f の双対関数である. 2

定義 D.51. 問題 (D.81) に対する双対問題は

minimizeL∗(λ, µ) subject to µ ≥ 0p (D.83)

の解 λ∗ ∈ Rm, µ∗ ∈ Rp をみつけることである.

例 D.52. f(x) = 〈x, a〉2, n とする. ただし a ∈ Rn は定数ベクトルであ
る. 線型計画法

minimize 〈x, a〉2, n subject to Ax = b, x ≥ 0n

を考える. ただしA ∈ Mat(m, n; R), b ∈ Rm である. いま

f ∗(y) = max
x∈Rn

{〈y − a, x〉2, n

}
=

{
0 (y = a)

∞ (その他の場合)

と定める. したがって

L∗(λ, µ) = −〈λ, b〉2, m − f ∗
(
µ−A>λ

)

=

{
−〈λ, b〉2, n (µ−A>λ = a)

−∞ (その他の場合)

となる. このとき双対問題は

minimize − 〈λ, b〉2, m subject to µ−A>λ = a = 0p and µ ≥ 0p

となる. 2
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定理 D.53. (弱双対不等式) 不等式

sup
—∈Rp,–∈Rm

L∗(λ, µ) ≤ inf
x∈Rn; g(x)=0m,h(x)≤0p

f(x) (D.84)

が成立する. この不等式が厳密に成立するとき, 双対ギャップがあると
いう.

Proof. µ ≥ 0p, λ ∈ Rm, , g = 0m, h ≤ 0p とする. このとき

L(x, λ, µ) = f(x) + 〈µ, h(x)〉2, p︸ ︷︷ ︸
≤0

+〈λ, g(x)︸︷︷︸
=0

〉2, m ≤ f(x)

となる. さらに

L∗(λ, µ) = inf
x∈Rn

L(x, λ, µ) ≤ L(x, λ, µ)

より
L∗(λ, µ) ≤ f(x).

よって (D.84) が示された. 2

D.8.2 Slaker 条件 (再訪問)

A ∈ Mat(m, n; R), m ≤ n, b ∈ Rm とし

g(x) = Ax− b

とおく. さらに
rank (A) = m

とする.

主問題

minimize f(x) subject to Ax = b and h(x) ≤ 0p (D.85)

の解 x∗ ∈ Rn をみつけた. 対応する双対問題

maximize L∗(λ, µ) subject to µ ≥ 0p (D.86)

の解µ∗ ∈ Rp, λ ∈ Rm をみつけたい. ただし

L∗(λ, µ) = inf
x∈Rn

L(x, λ, µ),

L(x, λ, µ) = f(x) +
〈
λ, Ax + b

〉
2, m

+
〈
µ, h(x)

〉
2, p

である.
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定理 D.54. 関数 h1, h2, . . . , hp : Rn → R は凸かつ連続微分可能とす
る. さらに修正 Slaker 条件が成立するとする.

ある x ∈ Rn があって h(x) ≤ 0p かつ Ax = b　 (D.87)

をみたす. このとき以下が成り立つ.

(i) x∗ は主問題 (D.85) の解のとき

組 (λ∗, µ∗) は双対問題 (D.86) の解である. (D.88)

(ii) さらに

L∗(λ∗, µ∗) = f(x∗) (D.89)

が成立する. したがって, 強双対性

sup
—∈Rp,–∈Rm,—≥0p

L∗(λ, µ) = inf
g(x)=0m,h(x)≥0p

f(x)

が成立する.

Proof. 定理 D.40 から (γ∗, λ∗, µ∗) 6= (0, 0p, 0m) があって F.John の条
件をみたす. すなわち

γ∗∇f(x∗) + A>λ∗ +∇h(x∗)>µ∗ = 0n, (D.90)

γ∗ ≥ 0, µ ≥ 0m, λ ≥ 0p,
〈
µ∗, h)(x∗)

〉
2, n

= 0 (D.91)

が成り立つ.

まず背理法を用いて

γ∗ 6= 0 (D.92)

を示す. そのために γ = 0 と仮定すると (D.90) から

A>λ∗ +∇h(x∗)>µ∗ = 0n (D.93)

となる. さらに (D.87) をみたす x を用いてx∗ − x と上の式の内積をと
ると

0 =
〈
A>λ∗, x− x∗

〉
2, n

+
〈∇h(x∗)>µ∗, x− x∗

〉
2, n

=
〈
λ∗, Ax−Ax∗

〉
2, m

+
〈
µ∗, ∇h(x∗)(x− x∗)

〉
2, p

となる. しかし
Ax−Ax∗ = b− b = 0m
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なので
〈
µ∗, ∇h(x∗)(x− x∗)

〉
2, p

= 0 (D.94)

を得る. 背理法の仮定から γ 6= 0 なので KKT 条件は

∇h(x∗) + A>λ∗ +∇h(x∗)>µ∗ = 0n (D.95)

となる. ただし, µ∗ = γ−1µ とλ∗ = γ−1λ とした. この等式が (D.92) を
導くことを示そう. f, hj (j = 1, 2, . . . , p) は凸関数であることと (D.94)

を用いると

f(x∗) = f(x∗) +
〈
λ∗, Ax∗ − b︸ ︷︷ ︸

=0m

〉
2, m

+
〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p︸ ︷︷ ︸

=0

≤ f(x) +
〈∇f(x∗), x∗ − x

〉
2, n︸ ︷︷ ︸

f の凸性から

+
〈
λ∗, (Ax∗ −Ax) + (Ax− b)

〉
2, m

+
〈
µ∗, h(x) +∇h(x∗)(x∗ − x)

〉
2, p︸ ︷︷ ︸

hj の凸性と µ∗ ≥ 0p

= f(x) +
〈
λ∗, Ax− b

〉
2, m

+
〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

+
〈∇f(x∗) + A>λ∗ +∇h(x∗)>µ∗, x∗ − x︸ ︷︷ ︸

=0n *(D.95)

〉
2, n

= f(x) +
〈
λ∗, Ax− b

〉
2, p

+
〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

となる. さらに hj (j = 1, 2, . . . , p) の凸性から

hj(x
∗) +

〈∇hj(x
∗), x− x∗

〉
2, n

≤ hj(x)

を得る. 上式の辺々に µ∗j (j = 1, 2, . . . , p) を掛けて, j について和をと
ると

p∑
j=1

µ∗jhj(x
∗) +

p∑
j=1

µ∗j
〈∇hj(x

∗), x− x∗
〉
2, n

≤
p∑

j=1

µ∗jhj(x)

⇔
p∑

j=1

µ∗jhj(x
∗) +

〈 p∑
j=1

µ∗j∇hj(x
∗), x− x∗

〉

2, n

≤
p∑

j=1

µ∗jhj(x)

⇔ 〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p

+
〈(∇h(x∗)

)>
µ∗, x− x∗

〉
2, n

≤ 〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

⇔ 〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p

+
〈
µ∗, ∇h(x∗)(x− x∗)

〉
2, p︸ ︷︷ ︸

=0 *(D.94))

≤ 〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

がわかる. したがって
〈
µ∗, h∗(x∗)

〉
2, p
≤ 〈

µ∗, h(x)
〉
2, p

(D.96)
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となる. しかし, µ∗ 6= 0p のとき, 修正 Slater 条件より

〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

< 0 (D.97)

となる. (D.96) と (D.97) から

〈
µ∗, h(x∗)

〉
2, p

< 0

となり, (D.91) と矛盾する. よって γ∗ 6= 0 ならばµ 66= 0m とはならない.

次に µ = 0m の場合を考える. すると (D.95) から

Aλ∗ = 0m

となる. A は非退化なので λ∗ = 0p となり, (λ∗, λ, µ) = (0, 0m, 0p) と
なるので矛盾する. よって γ∗ 6= 0 となる. したがって

f(x∗) ≤ inf
x∈Rn

{
f(x) +

〈
λ∗, Ax− b

〉
2, m

+
〈
µ∗, h(x)

〉
2, p

}
= L∗(λ∗, µ∗)

となる. 逆向きの不等式は定理 D.53 よりわかる. 2

D.9 凸双対性（その２）

D.9.1 Fenchel双対性

2 つの凸かつ下半連続関数5

f : Rn → (−∞, ∞) ∪ {+∞}, g : Rm → (−∞, ∞) ∪ {+∞}

と m× n 行列 A が与えられたとする.

定義 D.55. 関数 f と g の領域をそれぞれ

dom f = {x ∈ Rn; f(x) < ∞}
dom g = {y ∈ Rm; g(y) < ∞}

で定義する.

5関数 f は点 xで
かはん

下半連続であるとは,任意の点列{xk}∞k=1 ⊂ Rnで limk→∞ xk = x
なるものに対して

lim inf
k→∞

f(xk) = f(x)

をみたすときをいう.
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仮定 D.56. 関数 f と g は −∞ の値は取らず

dom f 6= ∅, dom g 6= ∅

とする. このことが成り立つとき, これらの関数は proper であるという.

関数 f, g は凸なので, Young の不等式 (補題 D.32) を利用すると, 任
意の x ∈ Rn と y ∈ Rm に対して

f(x) + f ∗(A>y) ≥ 〈
x, A>y

〉
2, n

,

g
(
Ax

)
+ g∗(−y) ≥ −〈

Ax, y
〉

2, m

が成立するとする.

これらの不等式の辺々を加えると

f(x) + g
(
Ax

) ≥ −f
(
A>y

)− g∗(−y) (x ∈ Rn, y ∈ Rm) (D.98)

となる. このことを踏まえて以下の主問題と双対問題を導入することに
する.

minimize

{
f(x) + g

(
Ax

)}
(x ∈ Rn) (D.99)

と双対問題

maximize

{
−f ∗

(
A>y

)− g∗(−y)

}
(y ∈ Rm). (D.100)

このとき (D.98) は弱双対性を保証する.

以上の議論から以下の定理を得る.

定理 D.57. 不等式

sup
y∈Rm

{
−f ∗

(
A>y

)− g∗(−y)

}
≤ inf
x∈Rn

{
f(x) + g

(
Ax

)}

が成立する.

定義 D.58. 関数 v : Rm → R ∪ {+∞} を

v(a) := inf
x∈Rn

{
f(x) + g

(
Ax + a

)}
(a ∈ Rm)

で定める.

補題 D.59. 関数 v : Rm → (−∞, ∞)∪{+∞}は凸かつ下半連続である.
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Proof. 凸性の証明: 任意の a, ã ∈ Rm と 0 ≤ λ ≤ 1 に対して, 関数 g の
凸性から

g
(
Ax + (λa + (1− λ)ã)

) ≤ λg
(
Ax + a

)
+ (1− λ)g

(
Ax + ã

)

となる. 上の不等式と inf の性質から

v
(
λa + (1− λ)ã

) ≤ inf
x∈Rn

{
Ax + λg

(
Ax + a

)
+ (1− λ)g

(
Ax + ã

)}

= inf
x∈Rn

{
λ
(
Axg

(
Ax + a

))
+ (1− λ)

(
Ax + g

(
Ax + ã

))}

≤ λ inf
x∈Rn

{
Ax + g

(
Ax + a

)}

+ (1− λ) inf
x∈Rn

{
Ax + g

(
Ax + ã

)}

= λv(a) + (1− λ)v(ã)

を得る. よって, 関数 v は凸であることがわかる.

下半連続性の証明:任意の a ∈ Rm に対して, 任意の数列 {ak}∞k=1 ⊂ Rm

で limk→∞ ak = aとなるものを取る. このとき,関数 g の下半連続性から

lim inf
k→∞

v(ak) = lim inf
k→∞

{
f(x) + g

(
Ax + ak

)}

= f(x) + lim inf
k→∞

g
(
Ax + ak

)

= f(x) + g
(
Ax + a

)
(∵ g は下半連続)

を得る. よって 関数 v も下半連続である. 2

定義 D.60. 関数 f, g と行列 A の組が双対条件をみたすとは

値関数 v は原点の近くで +∞ の値を取らない (D.101)

をみたすときをいう.

注意 D.61. 条件 (D.101) は次のように書きかえることができる. ある
小さな正数 δ > 0 があって a ∈ Rm が |a|2, m ≤ δ をみたすとき, ある
y ∈ dom g, x ∈ dom f があって

a = y −Ax (D.102)

とかけることである. したがって

v(a) ≤ f(x) + g
(
Ax + a

)
= f(x) + g(y) < ∞

となる. 2
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定理 D.62. x∗ ∈ Rn が主問題 (D.99) の解とし, 関数 f, g と行列 A は
双対条件 (D.101) をみたすとする. このとき以下が成立する.

(1) y∗ ∈ Rm が存在して

f(x∗) + g
(
Ax

)
= −f ∗

(
A>y∗

)− g∗(−y∗)

をみたす.

(2) 強双対性

inf
x∈Rn

{
f(x) + g

(
Ax

)}
= sup
y∈Rm

{
−f ∗

(
A>y∗

)− g∗(−y∗)
}

(D.103)

が成立する.

Proof. 注意 D.61 より, 双対条件 (D.101) は原点の近くで有限の値を取
ることがわかる. よって, 関数 v : Rm → R は凸であることを合わせて
考えると ∂v(0) 6= ∅ となることがわかる. そこで

−y∗ ∈ ∂v(0m)

を取る. このとき x ∈ Rn と a ∈ Rm に対して

f(x∗) + g
(
Ax

)
= v(0m) ≤ v(a) + 〈a, y∗〉2, m (∵ −y∗ ∈ ∂v(0m))

≤ f(x) + g
(
Ax + a

)
+ 〈a, y∗〉2, m

= −
(〈

A>y∗, x
〉
2, n
− f(x)

)

−
(
−〈

y∗, Ax + a
〉
2, n
− g

(
Ax + a

))

となる. a に関して infimum を取ると

f(x∗) + g
(
Ax

) ≤ −
(〈

A>y∗, x
〉
2, n
− f(x)

)
− g∗(−y∗)

となる. さらに x に関して infimum を取ると

f(x∗) + g
(
Ax∗

) ≤ −f
(
A>y∗

)− g∗(−y∗)

を得る.

逆向きの不等式は定理 D.57 からわかる. 2
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D.10 半正定値計画法
記号 (1) Sym(n; R) を n× n 対称行列全体の成す線型部分空間とし

Sym+(n; R) = {A ∈ Sym(n; R); A º 0n×n}

とする. ただし

A º 0n×n ⇔ x>Ax ≥ 0 (∀x ∈ Rn)

である.

(2) 行列 A, B ∈ Sym(n; R) の内積を

〈
A, B

〉
F

=
n∑

i, j=1

aijbij (A = (aij), B = (bij))

で定める.

与えられた Ak, C ∈ Sym(n; R) (k = 1, 2, . . . , m) と bk ∈ R (k =

1, 2, . . . , k) に対して半正定値計画問題

minimize
〈
C, X

〉
F

(D.104)

subject to
〈
A1, X

〉
F

= b1,
〈
A2, X

〉
F

= b2, . . . ,
〈
Am, X

〉
F

= bm

X º 0n×n

を考える.

双対性. まず写像α : Sym(n; R) → Rm を

α(X) =
[〈

A1, X
〉

F
,
〈
A2, X

〉
F
, . . . ,

〈
Am, X

〉
F

]>

と定める. さらに写像 α> : Rm → Sym(n; R) を

〈
α>(y), X

〉
F

=
〈
y, α(X)

〉
2, m

=
m∑

k=1

yk

〈
Ak, X

〉
F

(∀X ∈ Sym(n; Rn))

で定める. 主問題 (D.104) を

minimize f(X) + g
(
α(X)

)
(D.105)

と書きかえる. ただし, b = (b1, b2, . . . , bm)> で

f(X) =

{ 〈
C, X

〉
F

(X º 0)

+∞ (その他の場合)
; (D.106)

g(y) =

{
0 (y = b)

+∞ (その他の場合)
(D.107)
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である. このとき z ∈ Rm に対し

g∗(z) = sup
y∈Rm

{〈z, y〉2, m − g(y)
}

= 〈z, b〉2, m (D.108)

(∵ y 6= b のとき g(y) = +∞ )

となる. さらにW ∈ Sym(n; R) に対して

f ∗(W) = sup
X∈Sym(n;R)

{〈
W, X

〉
F
− f(W)

}
(D.109)

= sup
X∈Sym(n;R)

{〈
W −C, X

〉
F

}
(D.110)

=

{
0 (C ¹ W)

+∞ (その他の場合)
(D.111)

(∵ X º 0n でなければ f(X) = +∞)

となる. ただし
C ¹ W ⇔ W −C º 0

である. さらに, 任意のX ∈ Sym(n; R) と y = (y1, y2, . . . , ym)> ∈ Rm

に対し

〈
α>y, X

〉
F

=
〈
y, αX

〉
2, n

=

〈



y1

y2

...

ym


 ,




〈
A1, X

〉
F〈

A2, X
〉
F

...〈
Am, X

〉
F




〉

2, m

=
m∑

k=1

yk

〈
Ak, X

〉
F

=

〈
m∑

k=1

ykAk, X

〉

F

から

α>y =
m∑

k=1

ykAk

がわかる.

Fenchel 双対問題.

f ∗(α>y)− g∗(−y)

を最大化することは半正定値双対問題

minimize
〈
y, b

〉
2, m

subject to
m∑

k=1

ykAk ¹ C(⇔ f ∗(α>y) = 0)

(D.112)

となる. これは線型計画法の双対問題のアプローチとなる. ただし制約
は対称行列に対する不等式制約である. さらに主問題 (D.104) は対称行
列X が未知であり, 双対問題 (D.105) はベクトル y ∈ Rm が未知である.

384



数理統計学序説 D.10. 半正定値計画法

定理 D.63. 主問題 (D.104) の実行可能解X で

X º 0n×n (D.113)

をみたすものが存在したとする. さらに写像

　　α : Sym(n; R) → Rm

は全射とする. このとき主問題 (D.104) の解をX∗ としたとき双対問題
(D.105) の実行解 y∗ が存在し

〈
C, X∗〉

F
=

〈
b, y∗

〉
2, m

をみたす.

Proof. (D.112) を考慮すると, 十分小さな正数 λ > 0 が存在して
〈
Y, Y

〉
F
≤ λ2 ⇒ X = X + Y ∈ Sym+(n; R)

とできる. 写像
α : Sym(n; R) → Rm

は全射なので, ある正数 η > 0 が存在して

α(BSym(0m, 1)) ⊃ BRm(0m, λ) = {y ∈ Rm; |y|2, m ≤ λ}

とできる. ただし BSym(0m, 1) = {A ∈ Sym(n; R);
〈
A, A

〉
F
≤ 1} であ

る. よって, 各 a ∈ BRm(0m, λη) に対してX = X + Y ∈ Sym+(n; R) か
つY ∈ BSym(0m, λ) が存在して

α(X) = α(X) + α(Y) = b− a

となる.

関数 f, g の定義 (D.106) と (D.107) から

dom f = Sym+(n; R), dom g = {b}

である. したがって λ = δη かつ |a|2, m ≤ δ のとき (D.102) から

a = b−α(X)

と書ける. 結局双対条件 (D.101) をみたす. すると値関数

v(a) = inf
X∈Sym(n;R)

{
f(X) + g

(
α(X) + a

)}

は原点近くで有限の値を取るので, ∂v(0m) 6= ∅ となる. そこで

−y∗ ∈ ∂v(0m)
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を取る. このとき, 任意の X ∈ Sym(n; R) と a ∈ Rm に対して

f(X∗) + g
(
AX

)
= v(0) ≤ v(a) + 〈a, y∗〉2, m

≤ f(X) + g
(
α(X) + a

)
+ 〈a, y∗〉2, m

= −
(〈

α>y, X
〉

F
− f(X)

)

−
(
−〈

y, α(X) + a
〉

2, m
− g

(
α(X) + a

))

を得る. 上の式の最右辺を a に関して infimum を取ると

f(X∗) + g
(
α(X∗)

) ≤ −
(〈

α>(y), X
〉
F
− f(X)

)
− g∗(−y∗)

を得る. さらに上の式の右辺を X に関して infimum を取ると

f(X∗) + g
(
α(X∗)

) ≤ −f ∗
(
α>(y∗)

)− g∗(−y∗)

を得る. 逆向きの不等式は常に成立するので,

f(X∗) + g
(
α(X∗)

)
= −f ∗

(
α>(y∗)

)− g∗(−y∗) (D.114)

を得る. (??)− (D.111) から

f(X∗) =
〈
C, X∗〉

F
,

g
(
α(X∗)

)
= 0(⇔ α(X∗) = b),

f ∗
(
α>(y∗)

)
= 0 (⇔ α>(y) ¹ C),

g∗(−y∗) = −〈y∗, b〉2, m

となるので, これらを (D.114) に代入すると
〈
C, X∗〉

F
= 〈y∗, b〉2, m

がわかる. 2

D.11 最適化アルゴリズム
この節では, 3 つの基本的なアルゴリズムである最急降下法 (steepest-

descent method), Newton法,共役勾配法 (conjugate-gradient method)に
ついて説明をする.　最初の 2 つのアルゴリズムに基づいて多くの最適
化がなされている. 最急降下法は収束のスピードは遅く実用的ではない
が, 簡単で信頼性が高い. Newton 法は非線型方程式の解をみつける一般
的な方法である. しかし解の近傍に初期値がないと停留点に収束しない
場合がある. 共役勾配法は凸 2 次計画法における最適化に用いると郊果
を発揮する.
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D.11.1 多変数関数の微分

定義 D.64. U ⊂ Rd を空でない開部分集合とし, f : U → R を関数と
する. x = (x1, x2, . . . , xd)

> ∈ U に対し, 極限

∂f

∂xi

(x) := lim
t→0

f(x1, . . . , xi−1, xi + t, xi+1, . . . , xd)− f(x)

t
(i = 1, 2, . . . , d)

が存在するとき,
∂f

∂xi

(x) 点 x における xi に関する f の偏微分係数とい

う. すべての変数に関して偏微分係数が存在するとき, ベクトル

∇f(x) :=

(
∂f

∂x1

(x),
∂f

∂x2

(x), . . . ,
∂f

∂xd

(x)

)>

は f の勾配 (gradient)という.

注意 D.65. b = (b1, b2, . . . , bd)
> ∈ Rd とし

ei := (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0)> (i = 1, 2, . . . , d)

とする. すると
b = b1e1 + b2e2 + · · ·+ bded

となる. 2

定義 D.66. 方向 d ∈ Rd に沿った点 x ∈ U における f の方向微分を

•
f (x; d) = lim

t↘0

f(x + td)− f(x)

t

で定める. ただし t > 0 が 0 に近づくとき上の式の右辺の極限が存在す
るときに方向微分を定める.

明らかに α ≥ 0 に対して

•
f (x; αd) = α

•
f (x; d)

となる. したがって
•
f (x; −d) = −

•
f (x; d) であるので

•
f (x; d) = lim

t→0

f(x + td)− f(x)

t

となる. 実際　

•
f (x; d) = −

•
f (x; −d) = − lim

t↘0

f(x− td)− f(x)

t
= lim

s↗0

f(x + sd)− x)

s

よりわかる.
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定義 D.67. 関数 f : U → R は点 x ∈ U でGâteaux 微分可能であると

は, 任意の方向 d ∈ Rd に対して, 方向微分
•
f (x; d) は存在し, それが d

の線型関数であるときをいう. f が U の任意の点 x で Gâtaeaux 微分
可能のとき, f は U 上でGâtaeux 微分可能という.

注意 D.68. 関数 f が点 x においてGâteaux 微分可能とする. このとき,

d = d1e1 + d2e2 + · · · + dded とおくと方向微分
•
f (x; d) は d の線型関

数なので
•
f (x; d) =

•
f (x; d1e1 + d2e2 + · · ·+ dded)

= d1

•
f (x; e1) + d2

•
f (x; e2) + · · ·+ dd

•
f (x; ed)

= 〈d, ∇f(x)〉2, d

となる. ただし, 〈 · , · 〉2, d は Rd 上の Euclid 内積である. 2

定義 D.69. 関数 f : U → R は点 x で Fréchet 微分可能であるとは,

ある線型関数 ` : Rd → R で `(x) = 〈`, x〉2, d (` ∈ Rd) なるものが存在
して

lim
|h|2, d→0

f(x + h)− f(x)− 〈`, h〉2, d

|h|2, d

= 0 (D.115)

が成り立つときをいう. ただし, | · |2, d =
√〈 · , · 〉2, d である.

注意 D.70. ベクトル o(h) ∈ Rd は

lim
|h|2, d→0

o(h)

|h|2, d

= 0

をみたすものとする. この記号を用いると f が点 x で Fréchet 微分可能
であることは

f(x + h) = f(x) + 〈`, h〉2, d + o(h) (h → 0d) (D.116)

と書けることがわかる.

h = tei (i = 1, 2, . . . , d) と t 6= 0 と取る. ` = (`1, `2, . . . , `d)
> とし

たとき, (D.115) は

lim
t→0

f(x + tei)− f(x)− t`i

t
= 0

と書きなおすことができる. このとき (D.116) は

f(x + h) = f(x) + 〈∇f(x), h〉2, d + o(h) (h → 0d)

となる. 2
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定理 D.71. U ⊂ Rd は空でない開部分集合とし, 関数 f : U → R は点
x ∈ U で Féchet 微分可能とする. このとき, 関数 f は点 x で Gâteaux

微分可能である.

Proof. Fréchet 微分と Gâteaux 微分の定義から明らか. 2

定義 D.72. x, y ∈ Rd を点とする. [x, y] は x と y の間の線分とする.

すなわち
[x, y] = {x + t(y − x) ∈ Rd; 0 ≤ t ≤ 1}

である. 同様に, 両端点を含まない x と y の間の線分を

(x, y) = {x + t(y − x) ∈ Rd; 0 < t < 1}

とする. さらに, x = y のとき

[x, y] = (x, y) = {x}

と定める.

補題 D.73. U ⊂ Rd を空でない開部分集合とし, 関数 f : U → R は U

上で Gâteaux 微分可能とする. x, y ∈ U は異なる点で [x, y] ⊂ U とす
る. このとき, 点 z ∈ (x, y) が存在して

f(y) = f(x) + 〈∇f(z), y − x〉2, d

とすることができる.

Proof. x + t(y − x) ∈ U なる任意の t ∈ R に対し

h(t) := f(x + t(y − x))

とおく. f は Gâteaux 微分可能なので, h(t) は微分可能で

•
h (t) = 〈∇f(x + t(y − x)), y − x〉2, d

となる. 1 変数実数値関数の中間値の定理から, ある 0 < t < 1 が存在
して

h(1)− h(0) =
•
h (t) = f(x + t(y − x)) = 〈∇f(x + t(y − x)), y − x〉2, d

と書ける. ここで, z := x+t(y−x)とおく. h(0) = f(x)かつ h(1) = f(y)

となるので

f(x)− f(y) = 〈∇f(z), y − x〉2, d

となる. 2
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定理 D.74. U ⊂ Rd を空でない開部分集合とし, f : U → R を関数とす
る. 関数 f は点 x0 ∈ U で Gâteaux微分可能で, ∂f/∂xi (i = 1, 2, . . . , d)

は点 x0 で連続微分可能ならば, f は点 x0 で Fréchet 微分可能である.

Proof. 補題 D.73 より任意の h (6= 0d) ∈ Rd に対して, ある x ∈ (x, x+

h) が存在し

f(x0 + h)− f(x0)− 〈∇f(x0), h〉2, d = 〈∇f(x)−∇f(x0), h〉2, d

と書ける. さらに, f の勾配 ∇f は点 x0 で連続であるので

|∇f(x)−∇f(x0)|2, d → 0 (|h|2, d → 0)

となる. Cauchy-Schwarz の不等式とこのことから

lim
|h|2, d→0

|∇f(x)−∇f(x0)|2, d

|h|2, d

≤ lim
|h|2, d→0

|∇f(x)−∇f(x0)|2, d|h|2, d

|h|2, d

= lim
|h|2, d→0

|∇f(x)−∇f(x0)|2, d = 0

を得る. したがって

f(x0 + h)− f(x0)− 〈∇f(x0), h〉2, d = o(h)

となり, f は点 x0 で Fréchet 微分可能であることが示せた. 2

D.12 勾配降下法

D.12.1 降下方向

定義 D.75. x ∈ M は ∇f(x) 6= 0n とする. したがって点 x は f

の停留点 (critical point)ではない. f の降下方向 (descent direction)は
d ∈ Rd (6= 0) で, ある t > 0 が存在して

f(x + td) < f(x) (0 < ∀t < t)

をみたすときをいう. したがって十分小さなステップ幅 t > 0 に対して
半直線R++ := {x + td; t > 0} 上で f は厳密に減少している.

補題 D.76. x ∈ U は f の停留点ではないとし, d ∈ Rd は d 6= 0n とす
る.

〈∇f(x), d
〉
2, d

< 0 のとき d は点 x における f の降下方向となる.

逆に dが点 xにおける降下方向としたとき
〈∇f(x), d

〉
2, d
≤ 0となる.
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Proof. f は Gâteaux 微分可能なので

f(x + td) = f(x) + t
〈∇f(x), d

〉
2, d

+ o(t) (D.117)

となる. d は　 〈∇f(x), d
〉
2, d

< 9

をみたすので十分小さな t > 0 に対して

f(x + td) < f(x)

となる.

逆に小さな t > 0 に対して

f(x + td) < f(x)

のとき, t ↓ 0 とすると

〈∇f(x), d
〉
2, d
≤ 0

となる. 2

D.12.2 最急降下方向

(D.117) から十分小さな t > 0 に対して

f(x + td) ≈ f(x) + t
〈∇f(x), d

〉
2, d

と書ける. t > 0を固定する. d ∈ Rdで |d|2, d = 1に対して
〈∇f(x), d

〉
2, d

を最小にするものが f を最小にする方向である.

∇f(x) と d の角度を θ とする. このとき

〈∇f(x), d
〉

2, d
=

∣∣∇f(x)
∣∣
2, d

· |d|2, d cos θ =
∣∣∇f(x)

∣∣
2, d

cos θ

となるので cos θ = −1 と取ると

d := − ∇f(x)∣∣∇f(x)
∣∣
2, d

となる. このことより方向 d = −∇f(x) を点 x における f の最急降下
方向 (steepest descent direction)とよぶ.
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D.12.3 ステップ幅の選択方法

k = 1, 2, . . . とする. xk における降下方向 dk が選択されると, ステッ
プ幅 tk を適切に選択して, 次の点 xk+1 を

xk+1 = xk + tdk (tk > 0)

と定める. この方法を直接降下法と呼ぶ. tk を適切に探索しないと xk が
停留点に収束する保証が得られないことがある.

代表的なステップ幅の選択方法である Armijo 法, Goldstein 法, Wolfe

法を説明する.

Armijo 法

s > 0, 0 < β < 1, 0 < σ < 1 を固定する. i = 0, 1, 2, . . . に対して

f(xk)− f(xk + βisdk) ≥ −σ(βis)
〈∇f(xk), dk

〉
2, d

(D.118)

をテストする.

i = 0 とすると

f(xk)− f(xk + sdk) ≥ −σ
〈∇f(x), sdk

〉
2, d

(D.119)

をテストすることになる. 不等式 (D.119) が成り立てば

xk+1 = xk + sdk

とする. 逆に, (D.119) が成立していなければ, ステップ幅が大きすぎる
ので, i = 1 の (D.118) をテストする. すなわち

f(xk)− f(xk + βsdk) ≥ −βσ
〈∇f(xk), sdk

〉
2, d

をテストする.

以上の操作を繰り返して, i をおおくしていくとある i で (D.118) が必
ず成立する.

このことを背理法を用いて証明する. すなわち, (D.118)をみたす i ∈ N
が存在しないと仮定して,矛盾を導く. iが十分おおきいとき, t := βis > 0

は十分小さい. したがって (D.118) において

f(xk + tdk) < f(xk) + σt
〈∇f(xk), dk

〉
2, d

であったとする. ここで, 上式と

f(xk + tdk) = f(xk) + t
〈∇f(xk), dk

〉
2, d

+ o(t)
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を比較すると

(σ − 1)
〈∇f(xk), dk

〉
2, d

+
o(t)

t
< 0

となる. t → 0 とすると

(σ − 1)
〈∇f(xk), dk

〉
2, d
≤ 0

となり, σ − 1 < 0 なので
〈∇f(xk), dk

〉
2, d

> 0

ととなる. これは dk が降下方向であることと矛盾することから (D.118)

をみたす i が存在することがわかる.

Rd の点列 {xk}∞k=1 は最急降下法により求められる点列とし, dk を xk

における f の降下方向とする. −∇f(xk) と dk の角度を θk と書く. す
るとある ε > 0 が存在して

cos θk :=

〈−∇f(xk), dk

〉
2, d∣∣∇f(xk)

∣∣
2, d

∈ (ε, 1] |dk|2, d = 1 (D.120)

となる.

Goldstein 法

c ∈ (0, 1/2) を固定する. 降下方向 dk (k = 1, 2, . . .) に対して, ステッ
プ幅 tk を t に関する不等式

f(xk) + (1− c)t
〈∇f(xk), dk

〉
2, d
≤ f(xk + tdk)

≤ f(xk) + ct
〈∇f(xk), dk

〉
2, d

をみたすように取る. そして

xk+1 = xk + tkdk

と定める.

Wolfe 法

ふたつの定数 0 < c1 < c2 < 1 を固定する. 降下方向 dk (k = 1, 2, . . .)

に対して, ステップ幅 tk を t に関する不等式

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + c1t
〈∇f(xk), dk

〉
2, d

,
〈∇f(xk + tdk, dk

〉
2, d
≥ c2

〈∇f(xk), dk

〉
2, d

をみたすように取る. そして

xk+1 = xk + tkdk

と定める.
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D.13 降下法アルゴリズムの収束
Armijo 法でステップ幅を定めた最急降下法の収束を保証する定理を述

べる. Goldstein 法と Wolfe 法による降下法の収束は Güller (2010, pp.

367-368) を参照のこと.

定理 D.77. {xk}∞k=1 を降下法によって生成された点列で

xk+1 = xk + αkdk

とする. ただし dk は (D.118) をみたし, αk はパラメータ s, β, σ に対
する Armijo 条件をみたしているとする. limk→∞ xk = x∗ としたときx∗

は f の停留点になる. すなわち

∇f(x∗) = 0d

をみたす.

Proof. 背理法で証明する. すなわち, ∇f(x∗) 6= 0d を仮定して矛盾を
導く. 必要であれば {dk}∞k=1 の部分列を取ることで {dki

}∞i=1 はある点
d∗ ∈ {d ∈ Rd; |d|2, d = 1} に収束する. |d∗|2 = 1 である. i 段階において
Armijo 条件が成立していたとする. すなわち

f(xki
)− f(xki

+ αki
dki

) ≥ −σαki

〈∇f(xki
), dki

〉
2, d

= σαki

∣∣∇f(xki
)
∣∣
2, d

cos θki

≥ εσαki

∣∣∇f(xki
)
∣∣
2, d

(D.121)

となる. ただし, ε は (D.120) で定めたものである. αki
で Armijo 条件が

成立しているので, i − 1 ステップでは Armijo 条件は成立していないこ
とになる. このことから

f(xki
)− f

(
xki

+
αki

β
dki

)
< −σ

αki

β

〈∇f(xki
), dki

〉
2, d

(D.122)

が成立していることになる. k →∞のとき,点列 {xk}∞k=1 は x∗ に収束す
るので, その部分列も x∗ に収束する. よって, xki

i→∞−→ x∗ で {f(xki
)}∞i=1

は減少列なので, f の連続性から

f(xki
) ↘ f(x∗)

となる. (D.121) の左辺は i → ∞ のとき 0 に収束する. なぜならば
f(xki

) − f(xki+1
)

i→∞−→ 0 からわかる. さらに αki
= |xki

− xki+1
|2 i→∞−→ 0

なので, (D.121) の他の項も i →∞ のときに 0 に収束する. dk の定め方
から (D.120) が成立するので,

lim
i→∞

〈∇f(xki
), dki

〉
2, d

=
〈∇f(x∗), d∗

〉
2, d

かつ
〈∇f(xki

), dki

〉
2, d

< 0
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である. さらに, 背理法の仮定から∇f(x∗) 6= 0d なので

〈∇f(x∗), d∗
〉

2, d
< 0, αki

= |xki
− xki+1

|2, d → 0 (i →∞) (D.123)

がわかる. i が十分大きいとき xki
においてバックトラックが必要となる

ことがわかる.

一方, 中間値の定理から zki
∈

(
xki

, xki
+

αki

β
dki

)
が存在して

f(xki
)− f

(
xki

+
αki

β
dki

)
= −αki

β

〈∇f(zki
), dki

〉
2, d

とできる. (D.122) と比較すると

− αki

β

〈∇f(zki
), dki

〉
2, d

< −σ
αki

β

〈∇f(xki
), dki

〉
2, d

⇔ 〈∇f(zki
), dki

〉
2, d

> σ
〈∇f(xki

), dki

〉
2, d

を得る. i →∞ のとき lim zki
= x∗ となり, 0 < σ < 1 なので, 上の 2 番

目の不等式より 〈∇f(x∗), d∗
〉

2, d
≥ 0

を得る. これは (D.123) と矛盾. よって∇f(x∗) = 0d を示すことができ
たが示せた. 2

D.14 章末注釈と参考文献
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第E章 特異値分解

E.1 特異値分解
定義 E.1. n, p ∈ N, n ≥ p とし, V ⊂ Rn をベクトル空間とする.

v1, v2, . . . , vp ∈ V とする.

(1) v1, v2, . . . , vp はベクトル空間 V の基底であるとは, 任意の v ∈ V

に対して, 唯一の a1, a2, . . . , ap ∈ R があって,

v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ apvp

とかけるときをいう. この p をベクトル空間 V の次元といい, dim(V )

と書く.

(2) v1, v2, . . . , vp は線型独立 (1 次独立)であるとは,

a1v1+a2v2+· · ·+apvp = 0 (a1, a2, . . . , ap ∈ R) ⇒ a1 = a2 = · · · = ap = 0

が成り立つときをいう. ただし, 0 = (0, 0, . . . , 0)> ∈ Rn である.

定義 E.2. (1) n, p ∈ N, n ≥ p とする. ベクトル x1, x2, . . . , xp ∈ Rn で
張られた Rn の部分空間 span{x1, x2, . . . , xp} を

span{x1, x2, . . . , xp} =
{
a1x1 + a2x2 + · · ·+ apxp; a1, a2, . . . , ap ∈ R

}

と定義する.

(2) m, n ∈ N とし, A ∈ Mat(m, n; R) とする. A と A> の像と核をそ
れぞれ

R
(
A

)
=

{
Ax; x ∈ Rn

} ⊂ Rm,

ker
(
A

)
=

{
x; Ax = 0 ∈ Rm

} ⊂ Rn,

R
(
A>)

=
{
A>y; y ∈ Rm

} ⊂ Rn,

ker
(
A>)

=
{
y; A>y = 0 ∈ Rn

} ⊂ Rm

で定める.

定義 E.3. n ∈ N とする. 行列式は関数 det : Mat(n; R) → R で以下の
ように定義する.
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(1) 1× 1 の行列 (a) の行列式を

det(a) = a.

(2) n ∈ N, n ≥ 2 とき, 行列

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


 ∈ Mat(n; R)

の行列式を以下のように定める. i, j = 1, 2, . . . , n に対しAij を A か
ら i 行と j 列をとった (n− 1)× (n− 1) 行列とする. n× n 行列 A の行
列式を

det(A) =
n∑

k=1

(−1)k+1a1kdet(A1k)

で定める.

命題 E.4. n× n の行列A = (a1, a2, . . . , an) ∈ Mat(n; R) に対して, 行
列式は以下の性質をみたす.

(1) k = 1, 2, . . . , n と d ∈ R に対し,

det(a1, . . . , λak, . . . , an) = λdet(a1, . . . , ak, . . . , an).

(2) j 6= k に対し,

det(a1, . . . , ak + λaj, . . . , an) = λdet(a1, . . . , ak, . . . , an).

(3) det(In) = 1.

(4) A, B ∈ Mat(n; R) に対し

det(AB) = det(A)det(B).

定義 E.5. A ∈ Mat(n; R) に対し, ある B ∈ Mat(n; R) が存在し,

AB = BA = In

が成り立つとき, A は可逆であるといい, B を A の逆行列といい, これ
を A−1 と記す.

命題 E.6. A ∈ Mat(n; R) とする. このとき

A は可逆 ⇔ det(A) 6= 0.
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定理 E.7. (特異値分解) m, n ∈ N とする. 任意の A ∈ Mat(m, n; R) は
次の分解をもつ.

A = UDV >.

ただしU ∈ Mat(m; R), V ∈ Mat(n; R)は直交行列で, D ∈ Mat(m, n; R)

は対角行列で, その対角成分は d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dmin(m, n) ≥ 0 である.

dj (j = 1, 2, . . . , min(m, n))を行列Aの特異値といい, {(dj, uj, vj); j =

1, 2, . . . , min(n, n)} を特異値系1という.

注意 E.8. n ≥ m のとき

D =




d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 0 · · · dm 0 · · · 0




である. m ≥ n のとき,

D =




d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dn

0 0 · · · 0
...

...

0 0 · · · 0




である. 2

定理 E.7 の証明 y ∈ Rm に対し,

|y|2 =
√

y>y

とする. ただし, 次元の異なる Euclid 空間のノルムも同じ記号を流用す
る. 行列 A のノルム

‖A‖ := sup
x∈Rn

∣∣Ax
∣∣
2

|x|2
で定義すると

d1 := ‖A‖ := sup
x∈Rn, |x|2=1

∣∣Ax
∣∣
2

1j = 1, 2, . . . , min(m, n) に対して

Avj = djuj

となっている.
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となる. d1 6= 0 と仮定する. そうでなければ, 定理の証明は自明となる.

あるベクトル x ∈ Rn (|x|2 = 1) が存在して
∣∣Ax

∣∣
2

= d1

をみたすとする.

y =
1

d1

Ax ∈ Rm

とおけば

|y|22 = y>y =
1

d2
1

x>A>Ax =
|Ax|22

d2
1

= 1

より |y|2 = 1となる. v2, v3, . . . , vn ∈ Rn と u2, u3, . . . , um ∈ Rm をう
まく選んで, {x, v2, . . . , vn} と {y, u2, . . . , um} はそれぞれ Rn と Rm

の正規直交基底となるようにする.

U 1 = (y, u2, . . . , um) ∈ Mat(m; R), V 1 = (x, v2, . . . , vn) ∈ Mat(n; R),

A1 = U>
1 AV 1

とおけば,

A1 = U>
1 AV 1 =




y>

u>2
...

u>m


 A[x, v2, . . . , vn] =




y>

u>2
...

u>m


 [Ax, Av2, . . . , Avn]

=




y>

u>2
...

u>m


 [d1y, Av2, . . . , Avn] =




d1y
>y y>Av2 . . . y>Avn

0 u>2 Av2 . . . u2Avn

...
...

. . .
...

0 umAv2 . . . umAvn




=:

[
d1 w>

0 B

]

と書き直せる. ただし

w =




y>Av2

y>Av3

...

y>Avn


 ∈ R

n−1,

B =




u>2 Av2 u>2 Av3 . . . u>2 Avn

u>3 Av2 u>3 Av3 . . . u>3 Avn

...
...

. . .
...

u>mAv2 u>mAv3 . . . u>mAvn


 ∈ Mat(m− 1, n− 1; R)
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である. 上記の形に注意して計算すると

A1

[
d1

w

]
=

[
d1 w>

0 B

][
d1

w

]
=

[
d2

1 + w>w

Bw

]

となる. したがって
∣∣∣∣A1

[
d1

w

] ∣∣∣∣
2

2

=

∣∣∣∣
[

d2
1 + w>w

Bw

] ∣∣∣∣
2

2

= {d2
1 + w>w}2 + w>B>Bw

≥ {d2
1 + |w|22}2

から
∣∣∣∣A1

[
d1

w

] ∣∣∣∣
2

≥ d2
1 + |w|22,

∣∣∣∣
1√

d2
1 + |w|2

[
d1

w

] ∣∣∣∣
2

= 1

がわかる. よって

‖A1‖ = sup
x∈Rn, |x|2=1

∣∣A1x
∣∣
2
≥ 1√

d2
1 + |w|22

∣∣∣∣A1

[
d1

w

] ∣∣∣∣
2

≥
√

d2
1 + |w|22. (E.1)

直交変換に関して ‖ · ‖ は不変2なので,

d1 = ‖A‖ = ‖A1‖.

である. これと (E.1) と合わせると

d1 = ‖A‖ = ‖A1‖ ≥
√

d2
1 + |w|22 ≥ d1

となるので,

|w|2 = 0 ⇔ w = 0.

よって

U>
1 AV 1 = A1 =

[
d1 0

0> B

]

2∀x ∈ Rn (|x|2 = 1) に対して |V 1x|2 = 1 に注意すれば,

‖A‖ = ‖U1A1V 1‖ = sup
x∈Rn; |x|2=1

|U1A1V 1x|2 = sup
x∈Rn; |x|2=1

|U1A1x|2

= sup
x∈Rn; |x|2=1

√
x>A>

1 U>
1 U1A1x = sup

x∈Rn; |x|2=1

√
x>A>

1 A1x

= sup
x∈Rn; |x|2=1

|A1x|2 = ‖A1‖

からわかる.
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と書けることがわかった.

次に, d2 = ‖B‖ とおけば,

d2 = sup
x∈Rn−1; |x|2=1

|Bx|2 = sup
x∈Rn−1; |x|2=1

∣∣∣∣
[

d1 0>

0 B

][
0

x

] ∣∣∣∣
2

≤ sup
z∈Rn; |z|2=1

|A1z|2 = ‖A1‖ = ‖A‖ = d1.

d2 = 0 のとき, B = 0 より証明はおわり. d2 > 0 と仮定して議論を進め
る. 前と同じようにすれば,

d2 = ‖B‖

とおき,

|Bx|2 = 1, x ∈ Rn−1 s.t.|x|2 = 1, y =
1

d2

Bx ∈ Rm−1

と取り,さきほどの議論を繰り返すと Ũ 2 ∈ Mat(m−1; R), Ṽ 2 ∈ Mat(n−
1; R) で

Ũ
>
2 BṼ 2 =

[
d2 0>

0 C

]
, C ∈ Mat(m− 2, n− 2; R)

とできて,

U 2 =

[
1 0>

0 Ũ 2

]
, V 2 =

[
1 0>

0 Ṽ 2

]

とおけば, U 2, V 2 は直交行列で

U>
2 U>

1 AV 1V 2 =




d1 0 0

0 d2 0

0 0 C




となる. さらにU 1U 2 ∈ Mat(m; R) と V 1V 2 ∈ Mat(n; R) も直交行列
であることに注意する.

以上の操作を繰り返せば, 定理は証明される. 2

定理 E.9. A = UDV > と特異値分解されたとする. ただし, p ≤
min(m, n) に対し

d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dp > dp+1 = dp+2 = · · · = dmin(m, n) = 0

とする.

U = (u1, u2, . . . , um), V = (v1, v2, . . . , vn)
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としたとき,

ker(A) = span{vp+1, vp+2, . . . , vn} = R(A)⊥,

ker(A>) = span
{
up+1, up+2, . . . , um

}
= R

(
A>)⊥

.

Proof. U の直交性より

Ax = 0 (x ∈ Rn) ⇔ DV >x =




d1v
>
1 x

d2v
>
2 x
...

dpv
>
p x

0
...

0




= 0.

よって ker(A) の任意の元 x は v1, v, . . . , vp と直交するので,

ker(A) = span{vp+1, vp+2, . . . , vn}.
さらにA> = V D>U> より

ker
(
A>)

= span{up+1, up+2, . . . , um} = R
(
A

)⊥
.

一方, ∀x̃ ∈ R
(
A>)

とすれば, ある y ∈ Rm があって, x̃ = A>y とかけ
る. このことより,

x ∈ ker
(
A

) ⇔ x>x̃ =
(
Ax

)>
y = 0

より, x は R
(
A>)

と直交する. 同様に, ∀ỹ ∈ R
(
A

)
をとる. ある x ∈ Rn

があって, ỹ = Ax とかける. このことより

y ∈ ker
(
A>) ⇔ y>ỹ =

(
A>y

)>
x = 0

より, y は R
(
A

)
と直交することもわかる. 2

注意 E.10.

U 1 = [u1, u2, . . . , up], U 2 = [up+1, up+2, . . . , um],

V 1 = [v1, v2, . . . , vp], V 2 = [vp+1, vp+2, . . . , vn]

とおく. すなわち

U = [U 1, U 2], V = [V 1, V 2]

である. このとき, Rn から ker
(
A

)
への直交射影を P , Rm から ker

(
A>)

への直交射影を Q とおくと

P = V 2V
>
2 , Q = U 2U

>
2

となる. 2
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E.2 Moore-Penrose の一般化逆行列
A ∈ Mat(m, n; R)でA 6= 0とする. 定理 E.7から 1 ≤ p ≤ min(m, n)

があって

A = ŨD̃Ṽ
>
,

Ũ ∈ Mat(m; R), Ṽ ∈ Mat(n; R)は直交行列,

D̃ ∈ Mat(m, n; R)は対角行列 (非対角成分は 0)で

その正の対角成分は d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dp > 0

と書ける. ここで Ũ , D̃, Ṽ を分解し

Ũ = [U , U⊥], U ∈ Mat(m, p; R),

Ṽ = [V , V ⊥], V ∈ Mat(n, p; R),

D =




d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dp


 ∈ Mat(p; R)

とする. すると

Ũ
>
Ũ =

[
U>U U>U⊥

(U⊥)>U (U⊥)>U⊥

]
= Im,

Ṽ
>
Ṽ =

[
V >V V >V ⊥

(V ⊥)>V (V ⊥)>V ⊥

]
= In

から
U>U = Ip, U>U⊥ = 0, V >V = Ip, V >V ⊥ = 0

となる. よって

A = ŨD̃Ṽ
>

= UDV > (E.2)

となる. ただし

U>U = V >V = Ip, D =




d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dp




となる.
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(E.2) を踏まえて, A† ∈ Mat(n, m; R) を

A† := V D−1U>, D−1 =




d−1
1 0 · · · 0

0 d−1
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · d−1
p


 (E.3)

と定める. A† をA の Moore-Penrose の一般逆行列と呼ぶことにする.

すると A† は下記の関係式をみたす n×m の行列となる.

AA†A = A, (E.4)

A†AA† = A†, (E.5)

AA† =
(
AA†)>, (E.6)

A†A =
(
A†A

)>
(E.7)

が成立する. 上記 (E.4)− (E.7) は (E.2) と (E.3) よりわかる. 実際

AA†A = UDV >V D−1U>UDV > = UDV > = A,

A†AA† = V D−1U>UDV >V D−1U> = V D−1U> = A†,

AA† = UDV †V D−1U † = UU> =
(
UU>)>

=
(
AA†)>,

A†A = V D−1U>UDV > = V V > =
(
V V >)>

=
(
A†A

)>

からわかる. さらに

P = AA† : Rm → ran(A ⊂ Rm,

Q = A†A : Rn → ran
(
A>) ⊂ Rn

は射影行列になっている. すなわちP ∈ Mat(m; R) と Q ∈ Mat(n; R)

P 2 = P , P> = P , Q2 = Q, Q> = Q

をみたしている.

最後に A† の一意性を示す. B† も A のMoore-Penrose の一般逆行列
とする. すると A† を B と替えた

ABA = A, (E.8)

BAB = B, (E.9)

AB =
(
AB

)>
, (E.10)

BA =
(
BA

)>
(E.11)
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も成立する. すると

A† = A†AA† (∵ (E.4))

= A†(ABA
)
A† (∵ (E.8))

= A†(AB
)>(

AA†)> (∵ (E.6)と (E.10))

= A†B>(
AA†A

)>

= A†B>A> (∵ (E.4))

= A†(AB
)>

= A†AB (∵ (E.10))

= A†ABAB (∵ (E.8)

=
(
A†A

)>(
BA

)>
B (∵ (E.7と (E.11))

=
(
AA†A

)>
B>B

= A>B>B (∵ (E.4))

=
(
BA

)>
B

= BAB (∵ (E.11))

= B (∵ (E.8))

からわかる. よって一意性を証明できた.

注意 E.11. 多くの本では, A ∈ Mat(m, n; R) に対して (E.4)− (E.7) を
みたす n×m の行列 A† をA のMoore-Penrose の一般逆行列と定義し
ている. 2

E.3 章末注釈と参考文献
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407

第F章 特性関数と分布の弱収束

F.1 特性関数の定義と性質
定義 F.1. (1) (R, B(R)) 上の分布 P に対して

ϕ(t) =

∫ ∞

−∞
e
√−1tx dP(x)

=

∫ ∞

−∞
cos(tx) dP(x) +

√−1

∫ ∞

−∞
sin(tx) dP(x)

(−∞ < t < ∞)

を P の特性関数 (characteristic function)という.

(2) また X ∼ P のとき, X の特性関数 ϕX を

ϕX(t) = E
[
e
√−1tX

]
(−∞ < t < ∞)

と書く.　

注意 F.2. (1)「確率変数の特性関数」と「分布の特性関数」は実質的に
同じであるので, 主として確率変数の特性関数の場合のみを書く.

(2) また
∣∣e
√−1tx

∣∣ ≤ 1 なので, 特性関数は常に存在する.

(3) この積分の計算の仕方は, X の p.m..f. または p.d.f. を p(x) と書く.

すると離散型の場合は

ϕX(t) =
∑

x

e
√−1txp(x) (−∞ < t < ∞)

となり, 連続の場合は

ϕX(t) =

∫ ∞

−∞
e
√−1txp(x) dx (−∞ < t < ∞)

となる.

定理 F.3. 確率変数 X の特性関数 ϕX は次の性質をみたす.

(1)
∣∣ϕX(t)

∣∣ ≤ 1, ϕX(0) = 1.

(2) ϕX(−t) = ϕX(t).

(3) ϕX(t) は t について連続.
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Proof. (1), (2) は定義と複素数の性質からわかる. (3) のみ証明を書いて
おく. ε 6= 0 に対して

∣∣e
√−1(t+ε)x − e

√−1tx
∣∣ =

∣∣e
√−1tx

∣∣ ·
∣∣e
√−1εx − 1

∣∣ ≤ 2

となるので, Lebeague の優収束定理より

lim
ε→0

{
ϕX(t + ε)− ϕX(t)

}
= lim

ε→0

{∫ ∞

−∞
e
√−1tx

{
e
√−1ε − 1

}
dP(x)

}

=

∫ ∞

−∞
e
√−1tx lim

ε→0

{
e
√−1ε − 1

}
dP(x)

}

= 0

となるので, ϕX(t) の t における連続性は示せた. 2

定理 F.4. a (6= 0), b は定数とし, 確率変数 X と aX + b の特性関数をそ
れぞれ ϕX(t), ϕaX+b(t) とおくと次の関係が成り立つ.

ϕaX+b(t) = e
√−1tbϕX(at).

Proof. 特性関数の定義からわかる. 2

注意 F.5. (1) X ∼ Bino(n, p) (n ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1) のとき

ϕX(t) =
(
e
√−1tp + (1− p)

)n
(−∞ < t < ∞).

(2) X ∼ Po(λ) (λ > 0) のとき

ϕX(t) = exp
{
λ(e

√−1t − 1)
}

(−∞ < t < ∞).

(3) X ∼ Exp(n, p) (n ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1) のとき

ϕX(t) =
λ

λ−√−1t
(−∞ < t < ∞).

(4) X ∼ N(µ, σ2) (µ ∈ R, 0 < σ < ∞) のとき

ϕX(t) = exp

{√−1µt− 1

2
σ2t2

}
(−∞ < t < ∞).

2

定理 F.6. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数 X の特性関数を ϕX とす
る. Pr(X = a) = Pr(X = b) = 0なる a, b (a < b)について次が成りたつ.

Pr
(
a < X ≤ b

)
= P((a, b]) =

1

2π
lim

T→∞

∫ T

−T

e−
√−1at − e−

√−1tb

√−1t
ϕX(t) dt.
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Proof. 2

系 F.7. 分布はその特性関数から一意的に定まる.

Proof. 定理 F.6 からわかる. 2

定理 F.8. (1) E
[∣∣X

∣∣] < ∞ のとき ϕX(t) は連続微分可能であり

•
ϕX (0) =

dϕX

dt
(t)

∣∣∣∣
t=0

=
√−1E

[
X

]

となる.

(2) E
[∣∣X2

∣∣] < ∞ のとき ϕX(t) は 2 回連続微分可能であり

••
ϕX (0) =

d2ϕX

dt2
(t)

∣∣∣∣
t=0

= −E
[
X2

]

となる.

(3) したがって

E
[
X

]
= −√−1ϕX(0), V

[
X

]
= − ••

ϕX (0) +
{ •
ϕX (0)

}2

となる.

Proof. 2

F.2 分布の収束と Glivenko の定理
定義 F.9. n ∈ N とする. {Pn}, P を (R, B(R)) 上の分布列とし, Fn, F

を Pn, P の分布関数とする. Pn が P に弱収束するとは

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)

が極限 F のすべての連続点 x において成り立つことをいう. また確率変
数 Xn の分布が確率変数 X の分布に弱収束するとき, Xn は X に法則収
束するという. これらのことを Pn Ã P, Xn Ã X 等と記すことにする.

注意 F.10. 弱収束の必要十分条件は

F(x− 0) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F(x + 0), (x ∈ R)

である. 証明は笠原 (2010, p.135) を参照のこと. 2
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定理 F.11. n ∈ N とする. Pn, P は可測空間
(
R, B(R)

)
上の分布列とす

るとき, 以下の 4 条件は同値である.

(1) Pn Ã P である.

(2) P({a}) = P({b}) = 0 なる任意の a < b に対して

Pn

(
(a, b]

) n→∞−→ P
(
(a, b]

)

となる.

(3) コンパクト台をもつ任意の連続関数 h(x) に対して
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)

n→∞−→
∫ ∞

−∞
h(x) dP(x) (F.1)

となる.

(4) 任意の有界連続関数 h(x) に対して (F.1) が成り立つ.

Proof. 証明は笠原 (2010, pp.136− 140) を参照のこと. 2

定理 F.12. n ∈ N とする. Xn, X は確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上で定義され

た確率変数列とする. このとき次の 4 条件は同値である.

(1) Xn Ã X となる.

(2) P({a}) = P({b}) = 0 なる任意の a < b に対して

Pr
(
a < Xn ≤ b

) n→∞−→ Pr
(
a < X ≤ b

)

となる.

(3) コンパクト台をもつ任意の連続関数 h(x) に対して

E
[
h(Xn)

] n→∞−→ E
[
h(X)

]
(F.2)

となる.

(4) 任意の有界連続関数 h(x) に対して (F.2) が成り立つ.

Proof. 節 E.F.3.1 で行う. 2

定理 F.13. (Glivenko の定理) n ∈ N とする. 測度空間
(
R, B(R)

)
上の

分布 Pn, P の特性関数を ϕn, ϕ とする. このとき次は同値である.

(1) Pn Ã P (n →∞) である.

(2) ϕn(t)
n→∞−→ ϕ(t) (−∞ < t < ∞) である.

Proof. 節 E.F.3.1 で行う. 2

定理 F.14. 確率変数 Xn が X に法則収束するための必要十分条件は

E
[
e
√−1tXn

] n→∞−→ E
[
e
√−1tX

]
(−∞ < t < ∞)

である.
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Proof. 定理 F.13 の言いかえである. 2

F.3 定理の証明

F.3.1 定理 F.11 の証明

(1) =⇒ (2): Pn

(
(a, b]

)
= Fn(b)− Fn(a) からわかる.

(2) =⇒ (3): 十分おおきな M > 0 をとり, 区間 [−M, M ] の分割 −M =

a0 < a1 < · · · < aN = M を考える. ただし N ∈ N で, すべての点
ak (k = 0, 1, . . . , N) は P

({ak}
)

= 0 となるように取る. P の不連続点は
高々可算個しかないのでこのような取り方ができることに注意せよ. こ
のとき

h(x) =
N∑

k=1

ck1l(ak−1, ak](x)

の形の階段関数を考える. ここで c1, c2, . . . , cN は実数である. この階段
関数に対して

∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x) =

N∑

k=1

ckPn

(
(ak−1, ak]

)
,

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x) =

N∑

k=1

ckP
(
(ak−1, ak]

)

と書けるから, 上の式の右辺をみると (2) を仮定すると (3) が階段関数
h(x) に成立することがわかる. 次に h がコンパクト台をもつ連続関数の
場合を考える. ∀ε > 0 に対して階段関数 hε(x) が存在して

sup
x∈R

∣∣h(x)− hε(x)
∣∣ < ε

とできることが知られている. このことに注意して
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
{h(x)− hε(x)} dPn(x)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
hε(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
hε(x) dP(x)

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
{h(x)− hε(x)} dP(x)

∣∣∣∣

≤ 2 sup
x∈R

∣∣h(x)− hε(x)
∣∣ +

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
hε(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
hε(x) dP(x)

∣∣∣∣

より, コンパクト台をもつ h(x) に対して (F.1) が成立することがわかる.
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(3) =⇒ (4): N > 1 とし

gN(x) =

{
1 (|x| ≤ N)

0 (|x| ≥ N + 1)

なる連続関数を考える. (3) を仮定すると hN(x) = h(x)gN(x) に対して

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x) =

∫ ∞

−∞
hN(x) dP(x)

が成り立つ. さらに

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x) = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
hN(x) dPn(x)

+ lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dPn(x) (F.3)

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x) = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
hN(x) dP(x)

+ lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dP(x) (F.4)

と書けることに注意する. (F.3) と (F.4) の右辺の 2 項目を評価すると

lim sup
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dPn(x)

≤ sup
x∈R

|h(x)| lim sup
n→∞

∫ ∞

−∞

{
1− gN(x)

}
dPn(x)

≤ sup
x∈R

|h(x)|
{

1− lim inf
n→∞

∫ ∞

−∞
gN(x) dPn(x)

}

= sup
x∈R

|h(x)|
{

1−
∫ ∞

−∞
gN(x) dP(x)

}

= sup
x∈R

|h(x)|{1− P
(
[−N, N ]

)}

= sup
x∈R

|h(x)|P(
[−N, N ]c

)
(F.5)

を得る. 同様にすると

lim sup
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dP(x) ≤ sup

x∈R
P
(
[−N, N ]c

)
(F.6)
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を得る. (F.3)− (F.6) を合わせると

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

∣∣∣∣

≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣
(∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

)

+

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dPn(x) +

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dP(x)

∣∣∣∣

≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

∣∣∣∣ + 2 sup
x∈R

|h(x)|P(
[−N, N ]c

)

−→ 0 (N →∞)

となるので, (4) を示せた.

(4) =⇒ (1): a < b に対して

ha, b =





1 (x ≤ a)
b− x

b− a
(a < x ≤ b)

0 (x ≥ b)

とおくと
1l(−∞, a](x) ≤ ha, b(x) ≤ 1l(−∞, b](x)

となる. 辺々を Pn と P で積分すると

F(x) =

∫ ∞

−∞
1l(−∞, a](x) dP(x) ≤

∫ ∞

−∞
ha, b(x) dP(x) ≤=

∫ ∞

−∞
1l(−∞, b](x) dP(x)

= F(b) (F.7)

を得る. よって

lim sup
n→∞

Fn(a) ≤ lim
n→∞

ha, b(x) dPn(x) =

∫ ∞

−∞
ha, b(x) dP(x)

となる. 上式と (F.7) と合わせると

lim sup
n→∞

Fn(a) ≤ F(b)

が任意の a < b に成り立つことがわかる. b を右から a に近づけると

lim sup
n→∞

Fn(a) ≤ F(a + 0)

を得る. 同様に

lim inf
n→∞

Fn(b) ≥ lim
n→∞

ha, b(x) dPn(x) =

∫ ∞

−∞
ha, b(x) dP(x) ≥ F(a)
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となるので
lim inf
n→∞

Fn(b) ≥ F(b− 0)

を得る. a < b は任意だったので, a と b を x とすると

F(x− 0) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F(x + 0) (F.8)

を得る. F の連続点 x では F(x− 0) = F(x + 0) となるので (F.8) の式は
等号で成立することがわかる. よって (1) が示せた.

F.3.2 Glivenko の定理の証明の準備

定義 F.15.
(
R, B(R)

)
上の分布族 {Pλ; λ ∈ Λ} がタイト (tight) である

とは, ∀ > 0 に対して次をみたすような M > 0 が存在することである.

Pλ

(
[−M, M ]c

)
< ε (∀λ ∈ Λ). (F.9)

注意 F.16. (F.9) は

lim
M→∞

sup
λ∈Λ

Pλ

(
[−M, M ]c

)
= 0 (F.10)

と書き直すことができる. 特に {Pλ}λ∈Λ が列 {Pn}n∈N のとき

lim
M→∞

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M, M ]c

)
= 0 (F.11)

と同値となる. 実際 (F.10 から (F.11) は明らかなので, 逆を示す. ∀ε > 0

と各 n = 1, 2, . . . に対して

Pn

(
[−Mn, Mn]c

)
< ε

となる Mn > 0 が存在する. タイトであるとはMn が n に依存せずに取
れることである. したがって {Mn}n∈N が有界であることを示せばよい.

(F.10) よりある M0 > 0 が存在して

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M0, M0]

c
)

<
ε

2

とできる. さらに数列 {an}n∈N に対して lim supn→∞ an ≤ supn an が成
立することに注意するとある n0 ∈ N が存在して

sup
n≥n0

Pn

(
[−M0, M0]

)

となる. よって n ≥ n0 に対しては Mn を M0 と取ると

sup
n

Mm = max{M1, M2, . . . , Mn0 , M0}

となり, {Mn}n∈N は有界となることがわかる. 2
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定理 F.17. (
ヘリー

Helly の定理) 分布列 {Pn}n∈N はタイトし, Pn の分布関数
を Fn とする. するとある部分列 {Fn(k)}k∈N と分布 F が存在して

Fn(k) Ã F (k →∞)

となる.

Proof. Bass (2011, pp.369–370)を参照. 2

補題 F.18. ϕ を
(
R, B(R)

)
上の分布 P の特性関数とする. このとき

∀M > 0 に対して ε = 2/M とおくと

P
(
[−M, M ]c

) ≤ 1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)} dt

が成り立つ.

Proof. 特性関数 ϕ の定義から

1

2ε

∫ ε

−ε

ϕ(t) dt =
1

2ε

∫ ε

−ε

{∫ ∞

−∞
e
√−1tx dP(x)

}
dt

と書ける. Fubini の定理を適用すると

1

2ε

∫ ε

−ε

{∫ ∞

−∞
e
√−1tx dP(x)

}
dt =

1

2ε

∫ ∞

−∞

{∫ ε

−ε

e
√−1tx dt

}
dP(x)

=
1

2ε

∫ ∞

−∞

[
e
√−1tx

√−1x

]ε

−ε

dP(x)

=
1

2ε

∫ ∞

−∞

e
√−1εx − e−

√−1εx

√−1x
dP(x)

=
1

2ε

∫ ∞

−∞

cos εx +
√−1 sin εx− (

cos εx−√−1 sin εx
)

√−1x
dP(x)

=

∫ ∞

−∞

sin εx

εx
dP(x)

となる. よって

1

2ε

∫ ∞

−∞
{1− ϕ(t)} dt =

∫ ∞

−∞

(
1− sin εx

εx

)
dP(x)

≥
∫

|εx|>2

(
1− sin εx

εx

)
dP(x)

>

∫

|εx|>2

1

2
dP(x)

=
1

2
P

([
−2

ε
,

2

ε

]c)
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を得る. 最後の不等式は |y| > 2 のとき
∣∣∣∣
sin y

y

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
1

y

∣∣∣∣ <
1

2

であることよりわかる. 2

補題 F.19. 分布列 {Pn}n∈N が分布 P に弱収束するための必要十分条件
は次の条件 (1) と (2) がともに成立することである.

(1) {Pn}n∈N は相対コンパクトである.

(2) 任意の部分列 {Pn(k)}k∈N の極限分布は P に限る.

Proof. Pn が P に弱収束していれば, (1) と (2) は成り立つのは明らかな
ので, 逆を示す. そのために Pn が P に弱収束していても (1) が成り立っ
ていたら, (2) が不成立であることを示せばよい. Fn と F を Pn と P の
分布関数とする. Pn が P に弱収束していないとき

∣∣Fn(k)(x0)− F(x0)
∣∣ > ε (F.12)

となる ε > 0 と F の連続点 x0 および部分列 1 ≤ n(1) < n(2) < · · · が
あることである. このとき (1) が成り立っているので, さらなる部分列
{Fn(k(`))}`∈N と分布関数 P∗ をうまく選ぶと

Pn(k(`)) Ã P∗ (` →∞)

となる. この P∗ は P と異なる. なぜならば, もし P = P∗ ならば
Fn(k(`))(x0)

`→∞−→ F(x0) となるので, (F.12) と矛盾するので, P 6= P∗ であ
ることがわかる. よって (2) は成立しない. これで補題の題意は示せた.

2

F.3.3 Glivenko の定理の証明

補題 F.19(1)(2) を示せばよい. そのために {Pn}n∈N がタイトであること
を示す. すると Helly の定理から (1) が成立することがわかる. また (2)

は明らかである.

{Pn}n∈N がタイトであることの証明: 補題 F.18 から

Pn

(
[−M, M ]c

) ≤ 1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)n} dt,

(
ε =

2

M

)

である. 仮定 ϕn(t)
n→∞−→ ϕ(t) と Fatou の補題から

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M, M ]c

) ≤ 1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)} dt
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が成り立つ. M →∞ のとき ε → 0 と定理 F.3(1) に注意すると

lim
M→∞

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M, M ]c

) ≤ lim
ε→0

{
1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)} dt

}
= 2− 2ϕ(0) = 0

となり, {Pn}n∈N はタイトである. 2

F.4 章末注釈と参考文献
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419

第G章 大数の強法則と中心極限
定理の証明

G.1 大数の強法則の証明

G.1.1 Borel-Cantelli の補題

(Ω, A, Pr) を確率空間とする. {An}∞n=1 を Ω の部分集合列とする. こ
のとき

lim sup An :=
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Am = lim
n→∞

∞⋃
m=n

Am,

lim inf An :=
∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Am = lim
m→∞

∞⋂
m=n

Am,

と定める. これを

lim sup An := {ω ∈ Ω; ω ∈ An, i.o.} = {An, i.o.}
とも書くことにする. また

lim inf An ⊂ lim sup An

となるとなることに注意する. . なぜならば ω ∈ lim inf An ならば, あ
る n0 ∈ N が存在して ω ∈ ⋂∞

m=n0
Am となるので, ∀n ∈ N に対して

ω ∈ ⋃∞
m=n Am である. よって　 ω ∈ ⋂∞

n=1

⋃∞
m=n Am がわかる.

また

lim sup
n→∞

1lAn = 1llim sup An , lim inf
n→∞

1lAn = 1llim inf An

となる. さらに {An}∞n=1 ⊂ A のとき, Fatou の補題より

Pr

(
lim inf An

)
=

∫
1llim inf An(x) dPr(x)

=

∫
lim inf
n→∞

1lAn(x) dPr(x)

≤ lim inf
n→∞

∫
1lAn(x) dPr(x) = lim inf

n→∞
Pr(An)

となる.
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補題 G.1. (Borel-Cantelli の第 1 補題) {An}∞n=1 ⊂ A に対して
∞∑

n=1

Pr(An) < ∞ ⇒ Pr
(
An, i.o.

)
= 0.

Proof. N(ω) :=
∑∞

n=1 1lAn(ω) (ω ∈ Ω) と定める. 単調収束定理から

E
[
N

]
=

∫ ∞∑
n=1

1lAn(ω) dPr(ω) =
∞∑

n=1

∫
1lAn(ω) dPr(ω) =

∞∑
n=1

Pr(An) < ∞

となる. よって Pr
(
N < ∞)

= 1 がわかる. したがって Pr
(
An, i.o.

)
= 0

がわかる. 2

定理 G.2. {Xn}∞n=1, X は確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数列とする. こ
のとき次の 2 つの条件は同値である.

(1) Xn
P→ X.

(2) {Xn}∞n=1 の任意の部分列 {Xn(k)}∞k=1 に対して, さらなる部分列
{Xn(k(`))}∞`=1 が存在してXn(k(`))

a.s.→ X (` →∞) となる. すなわち

Pr

(
lim
`→∞

Xn(k(`)) = X

)
= 1.

Proof. (1) ⇒ (2) の証明: {ε(`)}∞`=1 は正の実数列で ε(`) ↓ 0 (` →∞) と

する. Xn
P→ X から, 各 ` ≥ 2に対してn(k(`)) > n(k(`−1))が存在して

Pr

(
|Xn(k(`)) −X| > ε(`)

)
≤ 1

2`

とできる. これより

∞∑

`=1

Pr

(
|Xn(k(`)) −X| > ε(`)

)
< ∞

となるので, Borel-Cantelliの第 1 の補題から

Pr

(
|Xn(k(`)) −X| > ε(`), i.o.

)
= 0.

すなわち

Pr

(
lim
`→∞

Xn(k(`)) = X

)
= 1

がわかる (詳細な議論は注意 G.3 を参照のこと).
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(2) ⇒ (1) の証明: ∀δ > 0 に対して

yn := Pr
(|Xn −X| > δ

)

とおく. すると任意の {yn(k)}∞k=1 に対して部分列 {yn(k(`))}∞`=1 が存在して

yn(k(`))
`→∞−→ 0

となる1. このことと命題 B.5 から yn
n→∞−→ 0 がわかる. 2

注意 G.3. 事象 {ω ∈ Ω; limn→∞ Xn(ω) = X(ω)} は以下のように書きか
えることができる. ∀ε > 0 に対して, ある整数 n := n(ε, ω) ≥ 1 が存在
して, ∀m ≥ 1 (m ∈ N) に対して

∣∣Xn+m(ω)−X(ω)
∣∣ < ε (G.1)

を意味する. さらに (G.1)が成立することは, ∀ε > 0に対して,ある n ∈ N
が存在して, ∀m ≥ 1 (m ∈ N) に対して

ω ∈ {
ω ∈ Ω;

∣∣Xn+m(ω)−X(ω)
∣∣ < ε

}
(G.2)

と同値である. これは ∀ε > 0 に対して

ω ∈
∞⋃

n=1

∞⋂
m=1

{
ω ∈ Ω;

∣∣Xn+m(ω)−X(ω)
∣∣ < ε

}
(G.3)

を意味する. さらに ∀ε > 0 に対して

ω ∈
∞⋂

k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
m=1

{
ω ∈ Ω;

∣∣Xn+m(ω)−X(ω)
∣∣ <

1

k

}

と同値である. 以上から

{ω ∈ Ω; lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)}

=
∞⋂

k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
m=1

{
ω ∈ Ω;

∣∣Xn+m(ω)−X(ω)
∣∣ <

1

k

}

を得る. 2

1なぜならばXn(k(`))
a.s.→ X (` →∞) なので.
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G.1.2 大数の強法則の証明

定理 G.4. X1, X2, . . . は対独立な確率変数列で各 Xn (n ∈ N) は同じ分
布に従い, E

[|Xn|
]

< ∞とする. E
[
Xn

]
=: µと Sn := X1 +X2 + · · ·+Xn

とおく. このとき

Sn

n

a.s.→ µ (n →∞)

が成立する.

大数の強法則を証明するための補題を２つ述べる.

補題 G.5. n ∈ N に対して Yn = Xn1l‖|Xn| ≤ n} とし,

Tn := Y1 + Y2 + · · ·+ Yn (G.4)

とする. このとき

Tn

n

a.s.→ µ ⇒ Sn

n

a.s.→ µ

が成立する.

Proof. Yn の定義から

∞∑
n=1

Pr
(
Xn 6= Yn

)
=

∞∑
n=1

Pr
(|Xn| > n

) ≤
∫ ∞

0

Pr
(|X1| > t

)
dt = E

[|X1|
]

< ∞

となる. よって Borel-Cantelli の第 1 の補題から

Pr

(
Xn 6= Yn, i.o.

)
= 0

がわかる. すると ω ∈ Ω に対して有限個の n に対してXn 6= Yn なので

lim
n→∞

|Sn(ω)− Tn(ω)| = 0

となる. よって定理の主張は証明された. 2

補題 G.6. 定理 G.4 と補題 G.5 の仮定のもと

∞∑
n=1

Var
(
Yn

)

n2
≤ 4E

[|X1|
]

< ∞

が成立する.
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Proof. Fubini の定理を用いると

Var
[
Yn

] ≤ E
[
Y 2

n

]
=

∫ ∞

0

2t Pr
(|Yn| > t

)
dt =

∫ n

0

2t Pr
(|Yn| > t

)
dt

=

∫ ∞

0

1l{t < n}2t Pr
(|Yn| > t

)
dt

となる. よって

∞∑
n=1

E
[
Y 2

n

]

n2
≤

∞∑
n=1

1

n2

∫ ∞

0

1l{t < n}2t Pr
(|Yn| > t

)
dt

=

∫ ∞

0

{ ∞∑
n=1

1l{t < n}
n2

}
2t Pr

(|Yn| > t
)
dt

となる. 最後の等号は, 各項が非負なので, Fubini の定理を用いることで
和と積分の記号の交換が保証されることがわかる. よって後は ∀t ≥ 0 に
対して

2t
∑
n>t

1

n2
≤ 4 (G.5)

を示せばよい. m ≥ 2 (m ∈ N) に対して

∑
n≥m

1

n2
≤

∫ ∞

m−1

dx

x2
=

1

m− 1

となる. t ≥ 1 のとき, (G.5) の和は n = [t] + 1 ≥ 2 で始まるので

2t
∑
n>t

1

n2
≤ 2t

[t]
≤ 4 (G.6)

となる2. 0 ≤ t ≤ 1 の場合

2t
∑
n>t

1

n2
≤ 2

(
1 +

∞∑
n=2

1

n2

)
≤ 4 (G.7)

となる. よって (G.6), (G.7) から (G.5) がわかる. 2

定理 G.4 の証明: n ∈ N に対して

X+
n := max{Xn, 0}, X−

n := max{−Xn, 0}
2なぜならば

t

[t]
≤ 2 (t ≥ 1)

であることからわかる.
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とおくとX+
n と X−

n は定理 G.4 の仮定をみたし, Xn = X+
n −X−

n であ
る. したがって一般性を失うことなく Xn ≥ 0 (n ∈ N) と仮定してよい.

α > 1 をとり
k(n) = [αn]

と定める. ∀ε > 0 を取る. Chebyshev の不等式から

∞∑
n=1

Pr

(∣∣Tk(n) − E
[
Tk(n)

]∣∣ > εk(n)

)
≤ 1

ε2

∞∑
n=1

Var
[
Tk(n)

]

{k(n)}2

=
1

ε2

∞∑
n=1

1

{k(n)}2

k(n)∑
m=1

Var
[
Ym

]

=
1

ε2

∞∑
m=1

V
[
Ym

] ∑

n: k(n)≥m

1

{k(n)}2

(G.8)

を得る. 最後の等号は, すべての項が非負なので Fubini の定理を用いて
和の順番を交換した. n ≥ 1 に対して

k(n) = [αn] かつ [αn] ≥ αn

2

なので

∑
n: αn≥m

1

[αn]2
≤ 4

∑
n: αn≥m

1

α2n
≤ 4

(1− α−2)m2
(G.9)

となる. (G.8) と (G.9) を合わせると

∞∑
n=1

Pr

(∣∣Tk(n) − E
[
Tk(n)

]∣∣ > εk(n)

)
≤ 4

(1− α−2)ε2

∞∑
m=1

E[Y 2
m]

m2

< ∞ (∵補題 G.6)

となる. ε は任意だったので

Tk(n) − E[Tk(n)]

k(n)

a.s.→ 0

を得る. 有界収束定理から

E[Yk]
n→∞−→ E[X1]

である. よって

E
[
Tk(n)

]

k(n)

n→∞−→ E[X1]
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を得る. これより

Tk(n)

k(n)

a.s.→ E[X1] (n →∞)

がわかる. Yn ≥ 0 (∀n ∈ N) なので, k(n) ≤ m < k(n + 1) (m ∈ N) に対
して

Tk(n)

k(n + 1)
≤ Tm

m
≤ Tk(n+1)

k(n)

である. k(n) = [αn] だったので,

k(n + 1)

k(n)

n→∞−→ α

である. よって

1

α
E[X1] ≤ lim inf

m→∞
Tm

m
≤ lim sup

m→∞

Tm

m
≤ αE[X1]

となる. α > 1 は任意だったので

Tm

m

a.s.→ E[X1]

がわかる. 2

G.2 中心極限定理の証明: Lindeberg の証明
まず E[X3

1 ] < ∞ を仮定して証明をする.

Yj =
Xj − µ

σ
, (j = 1, 2, . . . , n)

とおくと E[Y1] = 0, E[Y 2
1 ] = 1, E[|Y1|3] < ∞ となることに注意する.

Z1, Z2, . . . , Zn
i.i.d.∼ N(0, 1) とし

Sn =
1√
n

n∑
j=1

Yj, S =
1√
n

n∑
j=1

Zj ∼ N(0, 1)

とおく.

∀x ∈ R に対して

Pr
(
Sn ≤ x

) n→∞−→ Pr
(
S ≤ x

)
(G.10)
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を示せばよい. ここで

g(y) = 1l(−∞, x](y) (y ∈ R)

とおくと (G.10) を

E
[
g(Sn)

] n→∞−→ E
[
g(S)

]
(G.11)

と書きかえることができる. さらに ∀δ > 0 に対して関数 gδ, x : R −→
[0, 1] を以下のような性質をもつ関数とする.

• gδ, x(y) = 1 (y ≤ x).

• gδ, x(y) = 0 (y ≤ x + δ).

• gδ, x は有界な 3 次の導関数をもつ. 3 次の導関数の絶対値の上界を
C と書くことにする.

さらに gδ, x−δ(y) = gδ, x(y + δ) と定める. すると

gδ, x−δ(y) ≤ g(y) ≤ hδ, x(y), (y ∈ R)

となる. このことから ∀x ∈ R に対して

Pr
(
Sn ≤ x

)
= E

[
gδ, x(Sn)

]

= E
[
gδ, x(Sn)

]− E
[
gδ, x(S)

]
+ E

[
gδ, x(S)

]

≤ Pr
(
Z ≤ x + δ

)
+

∣∣E[
gδ, x(Sn)

]− E
[
gδ, x(S)

]∣∣

を得る. 同様に

Pr
(
Sn ≤ x

) ≥ Pr
(
S ≤ x− δ

)−
∣∣E[

gδ, x−δ(Sn)
]− E

[
gδ, x−δ(S)

]∣∣

を得る. これらの不等式を合わせると

Pr
(
S ≤ x + δ

)
+

∣∣E[
gδ, x(Sn)

]− E
[
gδ, x(S)

]∣∣
≥ Pr

(
Sn ≤ x

)

≥ Pr
(
S ≤ x− δ

)−
∣∣E[

gδ, x−δ(Sn)
]− E

[
gδ, x−δ(S)

]∣∣

となる. δ を 0 に近づけると Pr
(
S ≤ x± δ

)
は Pr

(
S ≤ x

)
に近づく. し

たがって

E
[
gδ, x(Sn)

] n→∞−→ E
[
gδ, x(S)

]
と E

[
gδ, x−δ(Sn)

] n→∞−→ E
[
gδ, x−δ(S)

]

(G.12)

を示せばよい. よって h : R → [0, 1] を有界な 3 次の導関数をもつ関数
として (G.12) を示す.
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1 ≤ m ≤ n + 1 に対して

Tm =
1√
n

(
Y1 + · · ·+ Ym−1 + Zm + · · ·+ Zn

)

とおく. このとき

∣∣E[
h(Sn)

]− E
[
h(S)

]∣∣ =

∣∣∣∣
n+1∑
m=1

{
E
[
h(Tm)

]− E
[
h(Tm+1)

]}∣∣∣∣

≤
‘∑

m=1

n + 1
∣∣E[

h(Tm)− h(Tm+1)
]∣∣ (G.13)

と書きかえる. 次にm = 1, 2, . . . , n に対して

Um =
1√
n

(
Y1 + · · ·+ Ym−1 + Zm+1 + · · ·+ Zn

)

とおくと

Tm = Um +
1√
n

Zm, Tm+1 = Um +
1√
n

Ym

となる. Taylor 展開を用いると

h(Tm)− h(Um) = (Tm − Um)
•
h (Um) +

1

2
(Tm − Um)2

••
h (Um)

+
1

6
(Tm − Um)3

•••
h (U∗

m), (G.14)

h(Tm+1)− h(Um) = (Tm+1 − Um)
•
h (Um) +

1

2
(Tm+1 − Um)2 1

2

•
h (Um)+

••
h (Um)

+
1

6
(Tm+1 − Um)3

•••
h (U∗∗

m ), (G.15)

を得る. ただし
•
h,

••
h,

•••
h は h の 1 次, 2 次, 3 次の導関数で, U∗

m, U∗∗
m は

Tm と Um の間と Tm+1 と Um の間の数である. Um は Ym と Zm の両方
とも独立であるので

E
[•
h (Um)Zm

]
= E

[•
h (Um)Ym

]
= 0,

E
[••
h (Um)Z2

m

]
= E

[••
h (Um)

]
= E

[••
h (Um)Y 2

m

]
,

∣∣E[•••
h (U∗

m)]
∣∣ ≤ C,

∣∣E[•••
h (U∗∗

m )]
∣∣ ≤ C

となる. 上の期待値と (G.14) と (G.15) を合わせると
∣∣∣∣E

[
h(Tm)− h(Tm+1)

]∣∣∣∣ =

∣∣∣∣E
[
h(Tm)− h(Um)− (

h(Tm+1)− h(Um)
)
)
]∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

C

6n3/2
E
[|Zm|3 + |Ym|3

]∣∣∣∣
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を得る. この式を (G.12) に代入すると

|E[
h(Sn)

]− E
[
h(S)

]∣∣∣∣ ≤
C

6
√

n
E
[|Z1|3 + |Y1|3

] n→∞−→ 0

を得る. よって Y1 が有界な 3 次の積率をもつとき

Sn Ã S ∼ N(0, 1)

が示せた.

最後に E
[
Y 3

1

]
< ∞ の仮定を除くための議論を行う. そのために任意

の ε > 0 とし, supx∈R |
••
h (y)| ≤ C ′, supx∈R |

•••
h (y)| ≤ C をみたす定数

C をとる. m = 1, 2, . . . , n に対して, |Ym| ≤ ε
√

n のとき

∣∣∣∣h(Tm)− h(Um)−
•
h (Um)Ym√

n
−

••
h (Um)Y 2

m

2n

∣∣∣∣1l{|Ym| ≤ ε
√

n}

≤ C

∣∣∣∣
•••
h (U∗

m)Y 3
m

6n3/2

∣∣∣∣1l{|Ym| ≤ ε
√

n}

≤ Cε

6n
Y 2

m1l{|Ym| ≤ ε
√

n}

となる. 一方 |Ym| > ε
√

n のとき

∣∣∣∣h(Tm)− h(Um)−
•
h (Um)Ym√

n
−

••
h (Um)Y 2

m

2n

∣∣∣∣1l{|Ym| > ε
√

n}

≤
{∣∣∣∣h(Tm)− h(Um)−

•
h (Um)Ym√

n

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
••
h (Um)Y 2

m

2n

∣∣∣∣
}

1l{|Ym| > ε
√

n}

≤
{∣∣∣∣

••
h (U∗∗∗

m )Y 2
m

2n

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
••
h (Um)Y 2

m

2n

∣∣∣∣
}

1l{|Ym| > ε
√

n}

≤ C ′Y 2
m

n
1l{|Ym| > ε

√
n}

となる. ただし U∗∗∗
m は Tm と Um の間にあるものである. これらの不等

式を合わせると

∣∣∣∣h(Tm)− h(Um)−
•
h (Um)Ym√

n
−

••
h (Um)Y 2

m

2n

∣∣∣∣

≤ Cε

6n
Y 2

m1l{|Ym| ≤ ε
√

n}+
C ′Y 2

m

n
1l{|Ym| > ε

√
n}
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をなる. この式と (G.15) を合わせると

∣∣E[
h(Sn)]− E

[
h(S)

]∣∣ ≤ C√
n

E
[
Z3

1

]
+

C

6
εE

[
Y 2

1 1l{|Y1| ≤ ε
√

n}]

+ C ′E
[
Y 2

1 {Y1 > ε
√

n}]

≤ C√
n

E
[
Z3

1

]
+

Cε

6
+

C ′

6
E
[
Y 2

1 {Y1 > ε
√

n}]

n→∞−→ C ′

6
ε

を得る. 上の式で ε → 0 とすれば

E
[
h(Sn)]

n→∞−→ E
[
h(S)

]

が証明できた. 2

G.3 中心極限定理の証明: 特性関数を利用
補題 G.7. n ∈ N とする. 0 を含む開区間 I ⊂ R で関数 h が n 回連続微
分可能であるとき

h(x) =
n−1∑
j=1

h(j)(0)

j!
xj +

1

(n− 1)!

∫ x

0

(x− t)n−1h(n)(t) dt (G.16)

が成り立つ. ただし h(n)h(x) =
dn

dxn
h(x) (n ≥ 1), h(0)(x) = h(x) である.

Proof. 帰納法で証明する. 微積分の基本定理から

h(x)− h(0) =

∫ x

0

h(1)(t) dt

となるので, n = 1 のときは成立する. n = k のとき (G.16) は成立する
と仮定する. すると部分積分の公式から

1

(k − 1)!

∫ x

0

(x− t)k−1h(k)(t) t =
−1

k!

∫ x

0

(
d

dt
(x− t)k

)
h(k)(t) dt

= − 1

k!
(x− t)kh(k)(t)

∣∣∣∣
t=x

t=0

+
1

k!

∫ x

0

(x− t)kh(k+1)(t) dt

=
1

k!
xkh(k)(0) +

1

k!

∫ x

0

(x− t)kh(k+1)(t) dt

となり, n = k + 1 のときも (G.16) は成立することがわかる. よって補
題は証明された. 2

429



数理統計学序説 第 G. 大数の強法則と中心極限定理の証明

補題 G.8. ∀x ∈ R に対して次の不等式が成り立つ.

(1)
∣∣e
√−1x − 1

∣∣ ≤ |x|.
(2)

∣∣e
√−1x − 1−√−1x

∣∣ ≤ 1

2
x2.

(3)

∣∣∣∣e
√−1x − 1−√−1x− 1

2
x2

∣∣∣∣ ≤
1

6
|x|3.

Proof. h(x) = e
√−1x として補題 G.16 を適用する. あとは |e

√−1x| ≤
1 (x ∈ R) に注意すればよい. 2

補題 G.9. 確率変数 Y は E[Y ] = 0, E[Y 2] = 1をみたすとする. このとき

lim
n→∞

n

(
E

[
e
√−1t Y√

n

]
− 1

)
= −t2

2
(−∞ < t < ∞)

が成り立つ.

Proof. 補題 G.8(3) から
∣∣∣∣e
√−1t Y√

n − 1−√−1t
Y√
n

+
t2Y 2

2n

∣∣∣∣ ≤
t3

6n3/2
|Y |3 (G.17)

である. つぎに ε > 0 をとる. |Y | ≤ εt
√

n のとき, (G.17) の右辺の |Y |3
は

|Y |3 = |Y |2|Y | ≤ εt
√

nY 2

と評価できるので
∣∣∣∣e
√−1t Y√

n − 1−√−1t
Y√
n

+
t2Y 2

2n

∣∣∣∣1l{|Y | ≤ εt
√

n}

≤ ε
t4

6n
|Y |41l{|Y | ≤ εt

√
n} (G.18)

を得る. 一方 |Y | > εt
√

n のとき補題 G.8(2) から
∣∣∣∣e
√−1t Y√

n − 1−√−1t
Y√
n

+
t2Y 2

2n

∣∣∣∣1l{|Y | > εt
√

n}

≤
{∣∣∣∣e

√−1t Y√
n − 1−√−1t

Y√
n

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
t2Y 2

2n

∣∣∣∣
}

1l{|Y | > εt
√

n}

≤ t2Y 2

n
1l{|Y | > εt

√
n} (G.19)

を得る. (G.18) と (G.18) を合わせると
∣∣∣∣e
√−1t Y√

n − 1−√−1t
Y√
n

+
t2Y 2

2n

∣∣∣∣ ≤ ε
t2

6n
Y 4 +

t2Y 2

n
1l{|Y | > εt

√
n}
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となる. E[Y ] = 0, E[Y 2] = 1 を用いると

n

∣∣∣∣E
[
e
√−1t Y√

n − 1 +
t2

2n

]∣∣∣∣ ≤ ε
t2

4
+ t2E

[
Y 21l{|Y | > εt

√
n}]

となる. よって

lim
n→∞

n

∣∣∣∣E
[
e
√−1t Y√

n − 1 +
t2

2n

]∣∣∣∣ ≤ ε
t2

4
↘ 0 (ε → 0)

を得る. 2

補題 G.10. 確率変数 Y は E[Y ] = 0, E[Y 2] = 1 をみたすとする. この
とき

lim
n→∞

(
E

[
e
√−1t Y√

n

])n

= lim
n→∞

(
1− t2

2n

)n

= e−t2/2, (−∞ < t < ∞)

が成り立つ.

Proof. 笠原 (2010, pp.162-163) を借用. 2

中心極限定理の証明: j = 1, 2, . . . , n に対して

Yj =
Xj − µ

σ

とし

Sn =
1√
n

(
X1 − µ

σ
+

X2 − µ

σ
+ · · ·+ Xn − µ

σ

)
=

1√
n

(
Y1 +Y2 + · · ·+Yn

)

とおく. すると補題 G.9 から t ∈ R に対して

lim
n→∞

ϕn(t) = lim
n→∞

E
[
e
√−1tSn

]
= lim

n→∞

(
E

[
e
√−1t

Y1√
n

])2

= e−t2/2

を得る. 定理 F.13 から
Sn Ã N(0, 1)

がわかる. 2

G.4 中心極限定理の証明: Stein の方法による
証明
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定義 G.11. Z ∼ N(0, 1) と関数 h : R → R は E
[∣∣h(Z)

∣∣] < ∞ をみた
すとする.

fh(x) =
E
[
h(Z)1l(−∞, x](Z)

]− E
[
h(Z)

]
Pr

(
Z ≤ x

)

φ(x)

= ex2/2

∫ x

−∞

{
h(y)− E[h(Z)]

}
e−y2/2 dy (G.20)

で定義される関数 fh : R → R を h に付随する Stein 関数 (Stein func-

tion)とよぶ. ただし φ(x) =
1√
2π

e−x2/2 (−∞ < x < ∞) である.

補題 G.12. Z ∼ N(0, 1) とし, 関数 h : R −→ R は E
[
h(Z)

]
< ∞ をみ

たすとする. さらに関数 fh : R −→ R は h に付随する Stein 関数とす
る. 関数 h が連続ならば, fh は連続微分可能で ∀x ∈ R に対して

•
fh (x)− xfh(x) = h(x)− E

[
h(Z)

]
(G.21)

をみたす. ただし
•
fh (x) =

d

dx
fh(x) である.

Proof. Libniz の公式と微積分学の基本定理より, fh は微分可能である.

実際

•
fh (x) =

d

dx

(
ex2/2

∫ x

−∞

{
h(y)− E

[
h(Z)

}
e−y2/2 dy

)

= xex2/2

∫ x

−∞

{
h(y)− E

[
h(Z)

}
e−y2/2 dy +

{
h(x)− E

[
h(Z)

]}

となることから (G.21) をみたすことがわかる. よって fh は連続微分可
能となることもわかる. 2

X を任意の確率変数とし, 関数 h : R → R は E
[
h(Z)

]
< ∞ をみた

すとする. すると補題 G.12 より

•
fh (X)−Xfh(X) = h(X)− E

[
h(Z)

]

となる. 両辺の期待値を X に関してとると

E
[ •
fh (X)−Xfh(X)

]
= E

[
h(X)

]− E
[
h(Z)

]

となる. 上の式の絶対値を評価するためには

∣∣E[ •
fh (X)−Xfh(X)

]∣∣

を評価すればよいことがわかる.
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補題 G.13. φ(x) =
1√
2π

e−x2/2, Φ(x) =
∫ x

−∞ φ(t) dt (x ∈ R) とする. こ

のとき以下が成り立つ.

(1) x > 0 に対して

x

1 + x2
≤ 1− Φ(x)

φ(x)
≤ 1

x
.

(2) x ∈ R に対して

−(1 + x2)Φ(x)

φ(x)
≤ x ≤ (1 + x2)

(
1− Φ(x)

)

φ(x)
.

Proof. (1) の証明:

1− Φ(x) =

∫ ∞

x

φ(t) dt =

∫ ∞

x

{
−
•
φ (t)

t

}
dt ≤ −1

x

∫ ∞

x

•
φ (t) dt =

φ(x)

x

より
1− Φ(x)

φ(x)
≤ 1

x

がわかる.

(2) の証明: ∀x > 0 に対して

x

1 + x2
≤ 1− Φ(x)

φ(x)
⇔ (1 + x2)

(
1− Φ(x)

)

φ(x)
≥ x

となる. 上の式は明らかに x ≤ 0 のときも成立する. さらに Φ(x) =

1− Φ(−x) と φ(x) = φ(−x) に注意すると

(1 + x2)
(
1− Φ(−x)

)

φ(x)
≥ −x ⇔ (1 + x2)Φ(x)

φ(x)
≥ −x ⇔ (1 + x2)Φ(x)

φ(x)
≤ x.

2

補題 G.14. X を確率変数とする. f : R → R と g : R → R は非減少
関数で E

[∣∣f(X)g(X)
∣∣] < ∞ とする. このとき

E
[
f(X)g(X)

] ≥ E
[
f(X)

]
E
[
g(X)

]

が成り立つ.
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Proof. X1 と X2 は X と同じ分布をもつ独立な確率変数 ( X とも独立)

とする. f(X1)− f(X2) と g(X1)− g(X2) は同符号であるので

{
f(X1)− f(X2)

}{
g(X1)− g(X2)

} ≥ 0

となる. X1, X2 に関して期待値をとると

E
[{

f(X1)− f(X2)
}{

g(X1)− g(X2)
}] ≥ 0

なので

E
[
f(X1)g(X1)

]
+ E

[
f(X2)g(X2)

]
= E

[
f(X1)g(X2)

]
+ E

[
f(X2)g(X1)

]

を得る. X1 と X2 は独立に X と同じ分布に従うので

E
[
f(X1)g(X2)

]
= E

[
f(X2)g(X1)

]
= E

[
f(X)

]
E
[
g(X)

]

となる. よって

E
[
f(X)g(X)

] ≥ E
[
f(X)

]
E
[
g(X)

]

がわかる. 2

補題 G.15. Z ∼ N(0, 1) とする. 関数 h : R → R はほとんどいたると
ころで連続微分可能で

K := sup
x∈R

∣∣ •
h (x)

∣∣ (G.22)

をみたすものとする. このとき E
[∣∣h(Z)

∣∣] < ∞ である. さらに h に付随
する Stein 関数 fh は C2 級であり

sup
x∈R

∣∣ ••f h (x)
∣∣ ≤ 2K (G.23)

となる.

Proof. 平均値の定理より 0 < ∃C < ∞ があって
∣∣h(x)

∣∣ ≤ C + K|x|

となるので

E
[∣∣h(Z)

∣∣] ≤ C + KE[|Z|] < ∞

を得る.
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つぎに補題 G.12 より fh は連続可能微分になることは Lebeague の有
界収束定理を (G.20) に適用するとわかる.

最後に (G.23) を３つの段階にわけて証明する.

段階 1: ∀x ∈ R に対して

h(x)− E[h(Z)] =

∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt−

∫ x

−∞

•
h (t)

{
1− Φ(t)

}
dt (G.24)

が成り立つことを示す. ただし Φ(x) =
∫ x

−∞ φ(t) dt, φ(x) =
1√
2π

e−x2/2

である. 実際, 部分積分により
∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt−

∫ ∞

x

•
h (t)

{
1− Φ(t)

}
dt

= h(t)Φ(t)

∣∣∣∣
x

−∞
−

∫ x

−∞
h(t)φ(t) dt− h(t)

{
1− Φ(t)

}∣∣∣∣
∞

x

−
∫ ∞

x

h(t)φ(t) dt

= h(x)Φ(x) + h(x)
{
1− Φ(x)

}−
∫ ∞

−∞
h(t)φ(t) dt

= h(x)−
∫ ∞

−∞
h(t)φ(t) dt

= h(x)− E[h(Z)]

からわかる.

段階 2: ∀x ∈ R に対して

fh(x) = −1− Φ(x)

φ(x)

∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt− Φ(x)

φ(x)

∫ ∞

x

•
h (t)

{
1− Φ(t)

}
dt

(G.25)

が成り立つ. 実際, 部分積分の公式から

　 fh(x) = ex2/2

∫ x

−∞

{
h(t)− E

[
h(Z)

]}
e−t2/2 dt

= ex2/2

[{
h(t)− E[h(Z)]

} ∫ t

−∞
e−y2/2 dy

∣∣∣∣
x

−∞

−
∫ x

−∞

•
h (t)

{∫ t

−∞
e−y2/2 dy

}
dt

]

=
√

2πex2/2

[{
h(x)− E[h(Z)]

}
Φ(x)−

∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt

]

(G.26)
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を得る. (G.24) を (G.26) に代入すると

fh(x) =
√

2πex2/2

{(∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt

−
∫ x

−∞

•
h (t)

{
1− Φ(t)

}
dt

)
Φ(x)−

∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt

}

=
1

φ(x)

{{
Φ(x)− 1

}∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt− Φ(x)

∫ ∞

x

•
h (t)

{
1− Φ(t)

}
dt

}

を得る. よって (G.25) は示された.

段階 3: (G.21) から

••
f h (x) = fh(x) + x

•
fh (x)+

•
h (x)

= (1 + x2)fh(x) + x
{
h(x)− E[h(Z)]

}
+

•
h (x)

を得る. (G.24)− (G.25) から

(1 + x2)fh(x) + x
{
h(x)− E[h(Z)]

}

= −(1 + x2)(1− Φ(x))

φ(x)

∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt− (1 + x2)Φ(x)

φ(x)

∫ ∞

x

•
h (t)

{
1− Φ(t)

}
dt

+ x

∫ x

−∞

•
h (t)Φ(t) dt− x

∫ ∞

x

•
h (t)

{
1− Φ(t)

}
dt

と書ける. 補題 G.13(2) から

(1 + x2)
(
1− Φ(x)

)

φ(x)
− x ≥ 0, と

(1 + x2)Φ(x)

φ(x)
+ x ≥ 0

となるので
∣∣∣∣(1 + x2)fh(x) + x

{
h(x)− E[h(Z)]

}∣∣∣∣

≤ K

{
(1 + x2)

(
1− Φ(x)

)

φ(x)
− x

}∫ x

−∞
Φ(t) dt

+ K

{
(1 + x2)Φ(x)

φ(x)
+ x

}∫ ∞

x

{
1− Φ(t)

}
dt (G.27)

を得る. 再度, 部分積分の公式から
∫ x

−∞
Φ(t) dt = xΦ(x)−

∫ x

−∞
tφ(t) dt = xΦ(x) +

∫ x

−∞

•
φ (t) dt = xΦ(x) + φ(x),

∫ ∞

x

{
1− Φ(t)

}
dt = −x

{
1− Φ(x)

}
+

∫ ∞

x

tφ(t) dt = −x
{
1− Φ(x)

}−
∫ ∞

x

•
φ (t) dt

= −x
{
1− Φ(x)

}
+ φ(x)
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が成り立つ. これらの式を (G.27) に代入して整理すると
∣∣∣∣(1 + x2)fh(x) + x

{
h(x)− E[h(Z)]

}∣∣∣∣

≤ K

{
(1 + x2)x

(
1− Φ(x)

)

φ(x)
− x

}{
xΦ(x) + φ(x)

}

+ K

{
(1 + x2)Φ(x)

φ(x)
+ x

}{−x
{
1− Φ(x)

}
+ φ(x)

}

= K

{
(1 + x2)

(
1− Φ(x)

)
Φ(x)

φ(x)
+ (1 + x2)

(
1− Φ(x)

)− x2Φ(x)− xφ(x)

− (1 + x2)x
(
1− Φ(x)

)
Φ(x)

φ(x)
+ (1 + x2)Φ(x)− x2

(
1− Φ(x)

)
+ xφ(x)

}

= K

を得る. この式と (G.22) から

∣∣ ••f h (x)
∣∣ ≤

∣∣ •
h (x)

∣∣ +
∣∣(1 + x2)fh(x) + x

{
h(x)− E[h(Z)]

}∣∣ ≤ 2K

を得る. 2

ここで与えられた δ > 0 と ∀z ∈ R に対して

hδ, z(x) =





1 (x ≤ z),

0 (x ≥ z + δ)
δ + z − x

δ
(その他)

(x ∈ R) (G.28)

と定める. すると

sup
x∈R

∣∣ •
hδ, z (x)

∣∣ =
1

δ

となる. したがって補題 G.13 から

∣∣ sup
x∈R

••
hδ, z (x)

∣∣ ≤ 2

δ

となる. よって ∀x, y ∈ R に対して
∣∣ •
hδ, z (x)− •

hδ, z (y)
∣∣ ≤

∫ max(x, y)

min(x, y)

∣∣ ••hδ, z (t)
∣∣ dt ≤ 2

δ
|x− y|

を得る. 2

定理G.16. Z ∼ N(0, 1)とSn =
1√
n

∑n
j=1 Yj とおく. ただし Y1, Y2, . . . , Yn

は互いに独立で E[Yj] = 0, E[Y 2
j ] = 1, E[|Yj|3] < ∞ (j = 1, 2, . . . , n) で
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ある. このとき

sup
x∈R

∣∣∣∣Pr
(
Sn ≤ x

)− Pr
(
Z ≤ x

)∣∣∣∣ ≤ 2

√√√√ 3

n3/2

n∑
j=1

E
[|Yj|3

] n→∞−→ 0

が成り立つ.

Proof. 定数 δ > 0 と ∀z ∈ R に対して, hδ, z は (G.28) で与えられ,

fh(x) := ex2/2

∫ x

−∞

{
hδ, z(t)− E[hδ, z(Z)]

}
e−t2/2 dt

とおく. このとき ∀x ∈ R に対して
Pr

(
Sn ≤ x

)− Pr
(
Z ≤ x

)
= E

[
hδ, x(Sn)

]− E
[
hδ, x(Z)

]
+ E

[
hδ, x(Z)

]− Pr
(
Z ≤ x

)

≤
∣∣∣∣E

[
hδ, x(Sn)

]− E
[
hδ, x(Z)

]∣∣∣∣ + Pr
(
x ≤ Z ≤ x + δ

)

=

∣∣∣∣E
[
hδ, x(Sn)

]− E
[
hδ, x(Z)

]∣∣∣∣ +

∫ x+δ

x

1√
2π

e−t2/2 dt

≤
∣∣∣∣E

[
hδ, x(Sn)

]− E
[
hδ, x(Z)

]∣∣∣∣ + δ (G.29)

となる. ∀x ∈ R に対して
∣∣∣∣E

[
hδ, x(Sn)

]− E
[
hδ, x(Z)

)∣∣∣∣　 ≤
n∑

j=1

3

δn3/2
E
[|Yj|3

]
(G.30)

を示すことができれば

δ =

√√√√ 3

n3/2

n∑
j=1

E
[|Yj|3

]
(G.31)

として, これを (G.29)− (G.30) に代入して整理すると

Pr
(
Sn ≤ x

)− Pr
(
Z ≤ x

) ≤ 2

√√√√ 3

n3/2

n∑
j=1

E
[|Yj|3

]
(G.32)

を得る. 同様に

Pr
(
Z ≤ x

)− Pr
(
Sn ≤ x

) ≤ Pr
(
Z ≤ x

)− E
[
hδ, x(Z + δ)

]

+ E
[
hδ, x(Z + δ)

]− E
[
hδ, x(Sn + δ)

]

≤
∣∣∣∣E

[
hδ, x(Sn + δ)

]− E
[
hδ, x(Z + δ)

]∣∣∣∣

+

∫ x+δ

x

1√
2π

e−t2/2 dt

≤
∣∣∣∣E

[
hδ, x−δ(Sn)

]− E
[
hδ, x−δ(Z)

]∣∣∣∣ + δ
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となるので, (G.30)− (G.31) と合わせると

Pr
(
Z ≤ x

)− Pr
(
Sn ≤ x

) ≤ 2

√√√√ 3

n3/2

n∑
j=1

E
[|Yj|3

]
(G.33)

を得る. (G.32)− (G.33) を合わせると

∣∣∣∣Pr
(
Sn ≤ x

)− Pr
(
Z ≤ x

)∣∣∣∣ ≤ 2

√√√√ 3

n3/2

n∑
j=1

E
[|Yj|3

]
(G.34)

を得る. よって (G.30) を示すことができれば, 定理は証明される.

(G.30) を示すために

S(j)
n = Sn − 1√

n
Yj (j = 1, 2 . . . , n

とおき, Wj は Yj と同じ分布をもち, 他のすべてと独立な確率変数とす
る. すると

Var[Sn] =
n∑

j=1

1

n
Var[Wj] = 1

と

E
[
Yjfh(S

(j)
n )

]
= E[Yj]E

[
fh

(
S(j)

n

)]
= 0

となる. すると不等式

∣∣Sn − S(j)
n + t

∣∣ ≤ |t|+ 1√
n
|Yj|
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と補題 G.13 から∣∣∣∣E
[
hδ, x(Sn)

]− E
[
hδ, x(Z)

]∣∣∣∣ =

∣∣∣∣E
[ •
fh (Sn)− Snfh(Sn)

]∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
n∑

j=1

{
E

[
1

n
W 2

j

•
fh (Sn)− Yj√

n
fh(Sn)

]
+ E

[
Yj√
n

fh(S
(j)
n )

]

︸ ︷︷ ︸
=0

}∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
n∑

j=1

E

[
1

n
W 2

j

•
fh (Sn)− Yj√

n

{
fh(Sn)− fh(S

(j)
n )

}]∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
n∑

j=1

E

[
1

n
W 2

j

•
fh (Sn)− Yj√

n

∫ Yj/
√

n

0

•
fh

(
S(j)

n + t
)
dt

]∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
n∑

j=1

E

[
1√
n

Wj

∫ Wj/
√

n

0

•
fh (Sn) dt− Wj√

n

∫ Wj/
√

n

0

•
fh

(
S(j)

n + t
)
dt

]∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
n∑

j=1

E

[
1√
n

Wj

∫ Wj/
√

n

0

{ •
fh (Sn)−

•
fh

(
S(j)

n + t
)
dt

}]∣∣∣∣

≤
n∑

j=1

E

[
1√
n

Wj

∫ Wj/
√

n

0

∣∣∣∣
•
fh (Sn)−

•
fh

(
S(j)

n + t
)∣∣∣∣ dt

]

≤
n∑

j=1

E

[
1√
n
|Wj|

∫ Wj/
√

n

0

2

δ

∣∣∣∣Sn −
(
S(j)

n + t
)∣∣∣∣ dt

]]

≤
n∑

j=1

E

[
1√
n
|Wj|

∫ Wj/
√

n

0

2

δ

{
|t|+ 1√

n
|Yj|

)}
dt

]

=
n∑

j=1

E

[ |Wj|
δ
√

n

{ |Wj|2
n

+
2

n
|Wj||Yj|

}]

=
n∑

j=1

1

δn3/2

{
E
[|Wj|3

]
+ 2E

[|Wj|2
]
E
[|Yj|

]}

=
n∑

j=1

1

δn3/2

{
E
[|Wj|3

]
+ 2E

[|Wj|2
]
E
[|Wj|

]}

≤
n∑

j=1

1

δn3/2

{
E
[|Wj|3

]
+ 2E

[|Wj|3
]}

(∵補題 G.14 より)

=
n∑

j=1

3

δn3/2
E
[|Wj|3

]

=
n∑

j=1

3

δn3/2
E
[|Yj|3

]

を得る. よって定理は示された. 2
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G.5 Fisher 情報量による証明
清水 (1976, pp.141-145) を借用.

G.6 Berry-Esseen 定理

G.7 章末注釈と参考文献
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第H章 条件付き期待値, 条件付
き確率, Martingale

借用する本の候補

• Durret

• Resnick

• 竹田正登 (2020):入門　確率過程の 5 章. Martingale 収束定理を利
用した大数の法則の証明 (pp.15-162)は使うこと.

H.1 条件付き期待値

H.1.1 条件付き期待値の性質

H.1.2 正則条件付き確率

H.2 Martingaleと概収束

H.2.1 再訪問: Radon-Nikodym の微分

H.3 Doob の不等式と Lp 収束

H.4 2 乗可積分 Martingale

H.5 一様可積分性と L1 収束

H.6 reversed Martingale

H.7 章末注釈と参考文献
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索 引

F 分布, 51

χ2 分布, 36

確率関数, 28

確率空間, 17

確率測度, 17

確率ベクトル, 22

確率変数, 22, 59

確率密度関数, 28

可測空間, 16

可測写像, 22

ガンマ分布, 35

幾何分布, 34

期待値, 59

σ 加法性, 15

試行, 15

事象, 15

事象の従属性, 38

事象の独立性, 38

指数分布, 36

自由度 n の χ2 分布, 50

周辺確率関数, 37

周辺確率密度関数, 38

条件付き確率, 20

条件付き確率関数, 40

条件付き確率密度関数, 40

乗法の公式, 21

正規分布, 35

多項分布, 42

多変量正規分布, 44

t 分布, 53

同時確率関数, 36

同時確率密度関数, 36

独立性, 20

独立同一分布に従う, 42

2 項分布, 34

標準正規分布, 35

標本空間, 15

分位点, 29

分位点関数, 29

分布, 25

ベータ関数, 50

Bernoulli 分布, 33

Poisson 分布, 34

ほとんど確実に収束, 24

Borel 集合族, 17

メディアン, 29

離散型確率変数, 28

累積分布関数, 25

連続型確率変数, 28


