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第6章 経験過程の収束

6.1 導入
X, X1, X2, . . . , Xn を i.i.d. 確率変数とし, 2 次の積率は有限とする.

すると標本平均Xn =
1

n

∑n
j=1Xj に対して, 大数の強法則と中心極限定

理を適用すると, n→ ∞ のとき

Xn
a.s.→ E[X] と

√
n
(
Xn − E[X]

)
⇝ N

(
0, σ2)

となる. ただし, σ2 は X の分散である. したがって, R 上の連続関数 g

で E[g2(X)] <∞ なるものに対して, n→ ∞ のとき

1

n

n∑
j=1

g(Xj)
a.s.→ E

[
g(X)

]
と

1√
n

n∑
j=1

(
g(Xj)− E

[
g(X)

])
⇝ N

(
0, σ2

g)

が成り立つ. ただし, σ2
g は確率変数 g(X) の分散である. 統計的推測論の

多くの文脈では, 関数 g 自身がランダムなものであり, 観測に依存するこ

とがある. 標本に基づく g の推定量 ĝn に対する経験過程
1

n

∑n
j=1 ĝn(Xj)

を考察する必要が出てくる. すなわち, G を実数値関数のある族としたと
き, g ∈ G で添え字付けれらた経験過程

1

n

n∑
j=1

{
g(Xj)− E[g(X)]

}
の確率の一様な評価が必要となってくる.

6.1.1 sup の可測性についての注意

以後では, G を関数族としたとき, 次のような経験過程

sup
g∈G

g(X) (6.1)

の挙動を調べることになる. すると

E

[
sup
g∈G

g(X)

]
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の数学的な厳密な意味が問題になる. 実際, 一般には仮定 (6.1) の可測性
が保障されなくなる. しかし, この困難を克服するためには 2 つのアプ
ローチが知られている.

一つは

E∗
[
sup
g∈G

g(X)

]
:= sup
G̃⊂G

{
E

[
sup
g∈G̃

g(X); G̃ は有限集合
]}

と定義することである. 上の流儀では, 有限集合に対しては sup を取る
だけなので, 可測性が保障される.

もう一つは

E∗
[
sup
g∈G

g(X)

]
:= inf

{
E[U ]; U : Ω −→ R は U ≥ sup

g∈G
g(X) なる確率変数

}
と定義するアプローチである. もちろん, G が有限集合であれば, ふたつ
の定義はともに通常の期待値に一致することがわかる. さらに, この講義
録で扱う経験過程は漸近連続性 1を持ち, 関数族 G は可分 2である. した
がって, sup

g∈G
g(X) の可測性が保障されることになることが知られている.

6.2 経験過程の例

6.2.1 教育と雇用

個人からなる母集団からの標本

X1 = (Y1, Z1), X2 = (Y2, Z2), . . . , Xn = (Yn, Zn)

を観測したとする. ただし, Yj ∈ {0, 1} (j = 1, 2, . . . , n) は個人 j が雇
用されている場合は Yj = 1, そうでない場合には Yj = 0 である. また,

Zj ∈ R は教育年限である. ここでの興味は, 教育年限と雇用との関係を
理解することである. そのために以下のような関数

g∗(z) = Pr
(
Y = 1|Z = z

)
を想定する. ただし, Y と Z は generic な確率変数とする. 自然な仮定
として, g∗ は非減少関数とする. いま, g∗ を含む関数族として

Λ1 :=
{
g : R −→ (0, 1); g は非減少

}
1この定義については, 定義 ?? を参照のこと.
2まず, G に対して, 位相を sup ノルム ∥g∥∞ := sup |g(x)| で入れる. このとき, G は

稠密な可算部分集合を持つことである.
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を考える. 関数 g∗ に対する自然な推定量は最尤推定量である.

ĝn ∈ arg min
g∈Λ1

[ n∑
j=1

{
Yj log g(Zj) + (1− Yj) log

(
1− g(Zj)

)}]
(6.2)

である.

ここで, Q を確率変数 Z の母集団分布としたとき, 推定量 (6.2) の精
度を評価する尺度として

∥∥ĝn − g∗
∥∥
L2(Q)

=

(∫
R

(
ĝn(z)− g∗(z)

)2
dQ(z)

)1/2

を考えることができる. 後に説明する道具を用いると∥∥ĝn − g∗
∥∥
L2(Q)

= OP

(
1

n1/3

)
となることがわかる.

目的関数の仮定として

Λ2 :=

{
g : R −→ (0, 1); 0 ≤ dg

dz
≤M, g は concave

}
を考えることもできる. この文脈では∥∥ĝn − g∗

∥∥
L2(Q)

= OP

(
1

n2/5

)
となることが証明される.

最後に, 母数 θ ∈ R で添え付けられた母数モデル

Λ3 :=

{
g : R −→ (0, 1); g(z) = g∗(θz), θ ∈ R, g∗(z) =

ez

1 + ez

}
を考える. すると θ∗ を真の母数 3とし, θ̂n をその最尤推定量としたとき,

∥∥ĝn − g∗
∥∥
L2(Q)

≤ C|θ̂n − θ∗| = OP

(
1√
n

)
となる. ただし, C は generic 定数である.

3すなわち,

g∗(z) =
eθ

∗z

1 + eθ∗z

が成立する.
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6.2.2 Kullback-Leiblier 偏差

X(⊂ R)を標本空間とし, mを R上の Lebesgue測度とする. 真の p.d.f.

を含む母数空間 Θ の要素 θ ∈ Θ で添え付けられた関数族 (Lebesgue 測
度 m に関する p.d.f.の族)

　
{
pθ; θ ∈ Θ

}
を考える. 真の分布はこの関数族に含まれると仮定し, 真の p.d.f. に対
応する母数を θ∗ と書くことにする.

いま, pθ∗ からの i.i.d. 標本X1, X2, . . . , Xn を観測したとする. この
ときの推定精度の評価尺度として, Hellinger 距離 h と呼ばれるものを
考えよう.

h(p, q) =

(
1

2

∫
X

(√
p−√

q
)2

dm

)1/2

, (p, q は X 上の p.d.f.).

Hellinger 距離は

KL(p, q) =

∫
X
log

(
p(x)

q(x)

)
p(x) dm(x) (6.3)

によって定義される Kullback-Leibler 偏差で制御される.

注意 6.1. (6.3) の右辺の積分は, q が p に対して絶対連続のときは問題
なく定義される. 一方, 絶対連続でない場合には, KL(p, q) = ∞ と約束
する. 2

命題 6.2. 任意の p.d.f. p, q(Lebesgue 測度 m に関する p.d.f.) に対して,

以下が成立する.

(1) KL(p, q) ≥ 0.

(2) h2(p, q) ≤ 1

2
KL(p, q).

Proof. v > 0 に対して, 不等式

log v ≤ v − 1;
1

2
log ≤

√
v − 1
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が成立することに注意する.　 (1) の証明:

KL(p, q) =

∫
log

(
p(x)

q(x)

)
p(x) dm(x)

= −
∫

log

(
q(x)

p(x)

)
p(x) dm(x)

≥ −
∫ {

q(x)

p(x)
− 1

}
p(x) dm(x)

= −
∫

q(x) dm(x) +

∫
p(x) dm(x)

= 0

から示せた.

(2) の証明:

1

2
KL(p, q) =

∫
1

2
log

(
p(x)

q(x)

)
p(x) dm(x)

= −
∫

1

2
log

(
q(x)

p(x)

)
p(x) dm(x)

≥ −
∫ {√

q(x)

p(x)
− 1

}
p(x) dm(x)

=

∫
p(x) dm(x)−

∫ √
p(x)q(x) dm(x)

=
1

2

{∫
p(x) dm(x) +

∫
q(x) dm(x)−

∫
2
√
p(x)q(x) dm(x)

}
=

1

2

∫ {√
p(x)−

√
q(x)

}2
dm(x)

= h2(p, q)

から示せた. 2

注意 6.3. 上の証明において, 積分領域は {x ∈ R; p(x) > 0} =: A となっ
ていることに注意せよ. さらに∫

A

p(x) dm(x) =

∫
A

p(x) dm(x) +

∫
Ac

p(x)︸︷︷︸
=0

dm(x) =

∫
R
p(x) dm(x) = 1

である.

θ∗ ∈ Θ を真の母数とする. X1, X2, . . . , Xn を母集団分布 pθ∗ からラ
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ンダム標本としたとき, pθ∗ の最尤推定量は

pθ̂n ∈ argmin
θ∈Θ

{ n∑
j=1

log

(
pθ∗(Xj)

pθ(Xj)

)}

⇔ pθ̂n ∈ argmax
θ∈Θ

{ n∑
j=1

log pθ(Xj)

}
で与えられる. これは Kullback-Leibler 偏差の経験過程版と解釈できる.

最尤推定量の定義から

0 ≥ 1

n

n∑
j=1

log pθ∗(Xj)−
1

n

n∑
j=1

log pθ̂n(Xj) =
1

n

n∑
j=1

log

(
pθ∗(Xj)

pθ̂n(Xj)

)

=
1

n

n∑
j=1

log

(
pθ∗(Xj)

pθ̂n(Xj)

)
− KL

(
pθ∗ , pθ̂n

)
+ KL

(
pθ∗ , pθ̂n

)
となる. したがって

KL
(
pθ∗ , pθ̂n

)
≤
∣∣∣∣ 1n

n∑
j=1

log

(
pθ∗(Xj)

pθ̂n(Xj)

)
− KL

(
pθ∗ , pθ̂n

)∣∣∣∣
≤ sup

θ∈Θ

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

log

(
pθ∗(Xj)

pθ(Xj)

)
− KL

(
pθ∗ , pθ

)∣∣∣∣
を得る. しかし, 任意の固定した θ ∈ Θ に対して

1

n

n∑
j=1

log

(
pθ∗(Xj)

pθ(Xj)

)
− KL

(
pθ∗ , pθ

)
= OP (n

−1/2)

が成り立つこと 4を知っている. このことから, 中心極限定理の一様バー
ジョンを導出できれば, KL

(
pθ∗ , pθ̂n

)
の 0 への収束のスピードが評価で

きることが期待される.

6.3 計量エントロピー, 被覆数と ϵ 網
この章では,

(
D, d

)
を一般の擬距離空間とする. ただし, 擬距離関数 d

は, 「d(x, y) = 0 ⇒ x = y (∀x, y ∈ D) 」を除いた距離関数の公理 5を
みたしている. x ∈ D と ϵ > 0 に対して, 点 x を中心とした半径 ϵ の開
球Bd(x, ϵ) を

Bd(x, ϵ) :=
{
y ∈ D; d(x, y) < ϵ

}
で定める.

4中心極限定理から用意に想像できる.
5任意の x, y, z ∈ D に対して, 1⃝ d(x, y) ≥ 0; 2⃝ d(x, y) = d(y, x); 3⃝ d(x, z) ≤

d(x, y) + d(y, z), をみたす.
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定義 6.4.
(
D, d

)
を擬距離空間とし, A ⊂ D とする.

• 擬距離空間 D における部分集合 A の半径 ϵ (> 0) の被覆とは, ϵ 球
の有限集合族 C で ∪

C∈C

C ⊃ A

となるものである.

• A の ϵ 被覆集合族の全体を Cover(A, ϵ) と記す.

• 部分集合 A の ϵ 被覆 C に対して, 被覆 C で使われた ϵ 開球の中心
の集合を Centers(C, ϵ) と記すことにする.

(1) 部分集合 A に対する被覆数 N(ϵ, A, d) をA を被覆するために必要
な ϵ 開球の個数の最小で定義する. すなわち

N(ϵ, A, d) = min
C∈Cover(A)

#
(
Centers(C, ϵ)

)
である. ここで, 有限集合 B に対して, #(B) は B の元の個数である.

(2) H(ϵ, A, d) = logN(ϵ, A, d) を部分集合 A の ϵ エントロピーという
ことにする.

(3)部分集合 Aは全有界であるとな,任意の ϵ > 0に対して H(ϵ, A, d) <

∞ が成立することである.

注意 6.5. 全有界な集合のみに興味があるので, ϵ 網の中心が A に含まれ
るかいなかは重要ではない. 実際, A の被覆

∪N
j=1Bd(xj, ϵ)(⊃ A) が存在

すれば, x′j ∈ A をうまく取り,
∪N

j=1Bd(x
′
j, 2ϵ) ⊃ A とできることがわか

る. 2

6.3.1 関数族のエントロピー

R 上の確率測度を Q とし, 1 ≤ p < ∞ とする. このとき, 実数値関数
の集合 G に対する距離 d を

d(f, g) = ∥f − g∥Lp(Q) =

(∫
R
|f − g|p dQ

)1/p

(f, g ∈ Lp(R))

で定める. 距離 dに関する関数族 G の ϵ (> 0)エントロピーをHp(ϵ, G, d)
を H(ϵ, G, Q) やH

(
ϵ, G, ∥ · ∥p,Q

)
とも記すことにする. この場合には,

G は距離空間

Lp(Q) :=
{
g : R −→ R; g は可測関数で

∫
R |g|

p dQ <∞
}

に含まれる. さらに, ∥g∥∞ = sup
x∈R

|g(x)|に関するエントロピーをH∞(ϵ, G)

と記すことにする.
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N(ϵ, A, 距離関数) と N(ϵ, A, ノルム) 等の記法を統一する必要あり.

(2025/02/13 記)

定義 6.6. G を R 上の実数値関数のある部分集合族とし, Q を R 上の確
率測度とする. さらに, ϵ > 0 とする. このとき, Np,B(ϵ, G, Q) で次の条
件をみたす関数の組 {(gLj , gRj )}Nj=1 の最小の個数で定義する.

• すべての j = 1, 2, . . . , N に対して

∥gLj − gRj ∥Lp(Q) ≤ ϵ.

• すべての g ∈ G に対して, ある j ∈ {1, 2, . . . , N} が存在して

gLj (x) ≤ g(x) ≤ gRj (x) (x ∈ R)

が成り立つ.

Hp,B(ϵ, G, Q) = logNp,B(ϵ, G, Q) を関数族 G の括弧付き ϵ エントロ
ピーとよぶ.

次の命題は異なるエントロピー間の関係を述べたものである.

命題 6.7. (1)

Hp(ϵ, G, Q) ≤ Hp,B(ϵ, G, Q)

(2)

Hp,B(ϵ, G, Q) ≤ H∞

(
ϵ

2
, G.
)

(3) A ⊂ D とし, d, d′ を D 上の擬距離で

d(x, y) ≤ d′(x, y) (∀x, y ∈ D)

が成立するとする. このとき

H(ϵ, A, d) ≤ H(ϵ, A, d′)

が成り立つ.

Proof. (1) ϵ > 0と 1 ≤ p <∞とし, Qを R上の確率測度とする. 関数族
G に対して,以下が成立する. logN := Hp,B(ϵ, G, Q)とし, {(gRj , gLj )}Nj=1

を関数の組とする. すると ∀g ∈ G に対して, ∃j0 ∈ {1, 2, . . . , N} が
あって

gLj0(x) ≤ g(x) ≤ gRj0(x) かつ ∥gLj0 − gRj0∥Lp(Q) ≤ ϵ
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なので

∥g − gRj0∥Lp(Q) ≤ ϵ

となるので, {gR1 , gR2 , . . . , gRN} は網となる. よって

Hp(ϵ, G, Q) ≤ Hp,B(ϵ, G, Q)

がわかる.

(2) の証明: logN := H∞(ϵ/2, G) とし, {g1, g2, . . . , gN} を関数の組と
する. このとき

gLj (x) := gj(x)−
ϵ

2
, gRj (x) := gj(x) +

ϵ

2

とおく. すると ∀g ∈ G に対して, ∃j0 ∈ {1, 2 . . . , N} があって

gRj0(x) ≤ g(x) ≤ gLj0(x)

となるので

Hp,B(ϵ, G, Q) ≤ H∞

(
ϵ

2
, G
)

がわかる.

(3) の証明: logN := H(ϵ, A, d′)とし, g1, g2, . . . , gN を関数の組とする.

∀g ∈ G に対して, ∃j0 ∈ {1, 2, . . . , N} があって

d(g, gj0) ≤ d′(g, gj0) ≤ ϵ

となるので

H(ϵ, A, d) ≤ logN

がわかる. 2

6.3.2 ϵ 網

定義 6.8. (D, d) を擬距離空間とし, ∥x∥ =
√
d(x, x) (x ∈ D) と記す.

ϵ > 0 とする. 空でない部分集合 A (⊂ D) の ϵ 網とは A の有限部分集合
{c1, c2, . . . , cN} で

• 任意の j ̸= k に対して, ∥cj − ck∥ ≥ ϵ,

• 集合 {c1, c2, . . . , cN} は包含関係による順序に関して最大である.
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命題 6.9. 部分集合 A ⊂ D の ϵ 網 {c1, c2, . . . , cN} は A の被覆 C の中
心とすることができる.

Proof. 1 ≤ j ≤ N とする. cj を中心とする半径 ϵ の球を Bj := {x ∈
D; ∥x − cj∥ < ϵ} とする. すると

∪N
j=1Bj ⊃ A となる. このことを

背理法で示す. そのために, ある c0 ∈ A が存在して, c0 ̸∈
∪N

j=1Bj

と仮定する. すると {c1, c2, . . . , cN , c0} も部分集合 A の ϵ 網となる.

#{c1, c2, . . . , cN , c0} = N + 1 となるので, {c1, c2, . . . , cN} が部分集合
A の ϵ であることと矛盾する. 2

補題 6.10. d を Rd の Euclid の距離とし, 0d を Rd の原点とし, R > 0

とする. A = Bd(0d, R) ⊂ Rd に対して,

N(ϵ, A, d) ≤
(
2R + ϵ

ϵ

)d

が成立する.

Proof. {cj}Nj=1 を部分集合 A の ϵ 網とする. 命題 6.9 から

N(ϵ, A, d) ≤ N かつ
N∪
j=1

Bd

(
cj, ϵ) ⊃ A

となる. j ̸= k (j, k ∈ {1, 2, . . . , N} に対して, ∥cj − ck∥ ≥ ϵ なので

Bd

(
cj,

ϵ

2

)∩
Bd

(
ck,

ϵ

2

)
= ∅ (6.4)

となる. また
N∪
j=1

Bd

(
cj,

ϵ

2

)
⊂ Bd

(
0d, R +

ϵ

2

)
(6.5)

であることがわかる. すると (6.4) に注意して (6.5) の両辺の体積を比較
すると

Nvol(Bd(01, 1))

(
ϵ

2

)d

≤ vol(Bd(0d, 1))

(
R +

ϵ

2

)d

(6.6)

を得る. ただし, vol(Bd(0d, 1)) は Rd の単位球の体積で
(2π)d/2

dΓ(d/2)
で与え

られる. (6.6) の両辺を
(
ϵ

2

)d

で割って整理すると

N ≤
(
2R + ϵ

ϵ

)d

を得る. 2
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問 6.1. (6.4) と (6.5) を確認せよ.

例 6.11. 2

例 6.12.

G := {g : [0, 1] −→ [0, 1] s.t. sup
x∈[0, 1]

|
•
g (x)| ≤ 1

とする. このとき, ある A > 0 が存在して

H∞(ϵ,G) ≤
A

ϵ
(ϵ > 0) (6.7)

となる. (6.7) を証明するために, Nϵ > 1 となるように N ∈ N を取り,

ak = kϵ (k = 0, 1, . . . , N − 1), aN = 1 とおく. Bk = (ak−1, k) (k =

1, 2, . . . , N) とおき関数 g̃ : [0, 1] −→ [0, 1] を

g̃(x) =
N∑
k=1

ϵ

⌊
g(ak)

ϵ

⌋

で定める. ただし, ⌊a⌋ は a ∈ R の整数部分である. supx∈[0, ] |
•
g (x)| ≤ 1

から

sup
x∈[0, 1]

|g − g̃| ≤ 2ϵ (6.8)

となる. また, g̃ の構成から {kϵ}N−1k=0 ∪ {1} に値をとる. さらに

|g̃(ak)− g̃(ak−1)|
≤ |g̃(ak)− g(ak)|+ |g(ak)− g(ak−1)|+ |g̃(ak−1)− g(ak−1)|

≤ |g̃(ak)− g(ak)|+
∣∣∣∣ ∫ ak

ak−1

•
g (t) dm(t)

∣∣∣∣+ |g̃(ak−1)− g(ak−1)|

≤ |g̃(ak)− g(ak)|+
∫ ak

ak−1

|
•
g (t)| dm(t) + |g̃(ak−1)− g(ak−1)|

≤ |g̃(ak)− g(ak)|+
∫ ak

ak−1

dm(t) + |g̃(ak−1)− g(ak−1)|

≤ |g̃(ak)− g(ak)|+ (ak − ak−1) + |g̃(ak−1)− g(ak−1)|
≤ 3ϵ (6.9)

となる. g̃(a0) の取りうる点の個数は ⌊ϵ−1⌋ + 1 である. (6.9) から g̃(a1)

の取りうる値の点は {g̃(a0) + kϵ}3k=−3 の 7 点である. 以上から, g̃ の取り
うる点の数は最大

(⌊ϵ−1⌋+ 1)7⌊ϵ
−1⌋
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である. したがって, 上の式と (6.8) から, ある A′ (> 0) が存在して

H∞
(
2ϵ, G

)
≤ log(⌊ϵ−1⌋+ 1)7⌊ϵ

−1⌋ ≤ 1

ϵ
log 7 + log

(
1

ϵ
+ 1

)
≤ A′

ϵ

となることがわかる. よって

H∞
(
ϵ, G

)
≤ 2A′

ϵ
=:

A

ϵ

が示せた. 2

例 6.13. 2

例 6.14. L > 0 を定数とる. 区間 I ⊂ R 上の実数値関数 g : I → R が
Lipschitz係数 L (> 0)の Lipschitz関数とする. 任意の x, x′ ∈ I に対し,

|g(x)− g(x′)| ≤ L|x− x′|

をみたすことである.

一般性を失うことなく, I = (0, 1] としてよい. さらに,

G := {g : (0, 1] → [0, 1]; g Lipschitz 係数 1 の Lipschitz 関数 }

とする.

ϵ > 0 を固定し, 閉区間 [0, 1] をN ≤ 1 +
1

ϵ
個の区間 (aj−1, aj] (j =

1, 2, . . . , N) で分割する. ただし

aj − aj−1 ≤ ϵ (j = 1, 2, . . . , N)

である. 任意の g ∈ G と x ∈ (aj−1, aj] (j = 1, 2, . . . , N) に対して

g̃(x)

ϵ
= ⌊g(aj)

ϵ
⌋

とする. ただし, r ∈ R に対して, ⌊r⌋ を r を越えない最大の整数とする.

このとき, x ∈ (aj−1, aj] (j = 1, 2, . . . , N) に対して

g̃(aj)− ϵ < ⌊g(aj)
ϵ

⌋ϵ < g̃(aj)

なので

g(aj)− g(x)− ϵ < ⌊g(aj)
ϵ

⌋ϵ− g(x)− ϵ < g̃(x)− g(x) < g(aj)− g(x)

となる. よって, x ∈ (aj−1, aj] (j = 1, 2, . . . , N) に対して

|g(x)− g̃(x)| ≤ |g(x)− g(aj)|+ ϵ ≤ 2ϵ
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を得る.

⌊g(a1)
ϵ

⌋, ⌊g(a2)
ϵ

⌋, . . . , ⌊g(aN)
ϵ

⌋

に対して, 最大
(
1 +

1

ϵ

)
の選択があり, j ∈ {1, 2, . . . , N − 1} を固定す

ると∣∣∣∣⌊g(aj+1)

ϵ
⌋ − ⌊g(aj)

ϵ
⌋
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣⌊g(aj+1)

ϵ
⌋ − ⌊g(aj+1)

ϵ
⌋
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣⌊g(aj)ϵ ⌋ − g(aj)

ϵ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣⌊g(aj+1)

ϵ
⌋ − g(aj+1)

ϵ

∣∣∣∣
+
|g(aj)− g(aj+1)|

ϵ

≤ 2 +
1

ϵ
|aj+1 − aj| ≤ 3

となる. 一度, ⌊g(aj)
ϵ

⌋ を選ぶと, ⌊g(aj+1)

ϵ
⌋ の選び方は最大 7 通りある.

したがって, g ∈ G が動くとき, 関数 g̃ の個数の最大は(
1 +

1

ϵ

)
×7× 7× · · · × 7︸ ︷︷ ︸

N−1

≤
(
1 +

1

ϵ

)
71/ϵ.

よって, 0 < ϵ < 1 に対して,

H∞(ϵ, G) ≤ log

(
1 +

1

ϵ

)
+

1

ϵ
log 7.

2

6.4 括弧付きエントロピーによる Glivenko-Cantelli

族の定理
定義 6.15. Pを R上の確率測度とし, X, X1, X2, . . . , Xn

i.i.d.∼ Pとする.

関数族 G は P-Glivenko-Cantelli 族であるとは

sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

g(Xj)− E[g(X)]

∣∣∣∣ a.s.→ 0

をみたすことである.

定理 6.16. Pを R上の確率測度とする. G を関数族とする. 任意の ϵ > 0

に対して, H1, B(ϵ, G, P) <∞ が成立するとする. このとき, 関数族 G は
P-Gilivenko-Cantelli 族である.
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Proof. ϵ > 0 を固定する. 定理の仮定からN := N1, B(ϵ, G, P) <∞ とお
く. すると N 個の関数の組 {gLj , gRj }Nj=1 が存在して

max
j=1, 2, ..., N

sup
x∈R

|gLj (x)− gRj (x)| ≤ ϵ

となる. さらに, 任意の g ∈ G に対して, ある ∃j0 ∈ {1, 2, . . . , N} が存
在して

gLj0 ≤ g ≤ gRj0

となる. したがって∫
g d
(
P̂n − P

)
=

∫
g dP̂n −

∫
g dP

≤
∫
gRj0 dP̂n −

∫
g dP

=

∫
gRj0 d

(
P̂n − P

)
+

∫
(gRj0 − g) dP

≤
∫
gRj0 d

(
P̂n − P

)
+ ϵ

となる. 同様に∫
g d
(
P̂n − P

)
=

∫
g dP̂n −

∫
g dP

≥
∫
gLj0 dP̂n −

∫
g dP

=

∫
gLj0 d

(
P̂n − P

)
+

∫
(gLj0 − g) dP

≥
∫
gRj0 d

(
P̂n − P

)
− ϵ

となる. {gLj , gRj } の個数は有限個なので, 古典的な大数の強法則から

max
j=1, 2, ..., N

∣∣∣∣ ∫ gLj d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ a.s.→ 0 (n→ ∞)

max
j=1, 2, ..., N

∣∣∣∣ ∫ gRj d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ a.s.→ 0 (n→ ∞)

となる. よって, 十分大きな n に対して

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ ≤ 2ϵ

)
= 1

を得る. よって, 定理は証明された. 2

112



2025 年統計数学特別講義第二 (2025年 6月 5日)

定義 6.17. 実数値関数のある族 G に対し,　関数

G(x) := sup
g∈G

|g(x)| (x ∈ R)

を関数族 G の封筒関数 (envelope)という.

補題 6.18. P を R 上の確率測度, G を関数族, G をその封筒関数とする.

このとき, 任意の ϵ > 0 に対して, H1, B(ϵ, G, P) <∞ ならば, G ∈ L1(P)

である.

Proof. ∀ϵ > 0 に対して, H1, B(ϵ, G, P) < ∞ なので, 命題 6.7(1) から,

H1(ϵ, G, P) < ∞ である. よって,
(
G, ∥ · ∥L1(P)

)
は全有界となる. すな

わち, N := H1, B(ϵ, G, P) と書いた 6とき, ある {g1, g2, . . . , gN} ⊂ G が
存在して,

G ⊂
N∪
j=1

B(gj, ϵ)

とできる. ここで, L1(P) は完備であることに注意すると, G の閉包 cl(G)
も完備となる. よって, cl(G) はコンパクトであること 7 がわかる. さ
らに, 写像 G ∋ g 7→ ∥g∥L1(P) は連続なので, この写像による G の像
{∥g∥L1(P); g ∈ G} (⊂ R) もコンパクトとなる. よって, ある R > 0 が存
在して

{∥g∥L1(P); g ∈ G} ⊂ [−R, R] ⇒ sup
g∈G

∥g∥L1(P) ≤ R

となる. いま, ϵ > 0を固定して, {gLj , gRj }Nj=1 ⊂ G をうまくとると, ∀g ∈ G
に対して, ある j ∈ {1, 2, . . . , N} が存在して

gLj ≤ g ≤ gRj ⇒ |g| ≤ |gLj |+ |gRj − gLj | かつ ∥gRj − gLj ∥L1(P ) ≤ ϵ

6あとの都合で, N := H1(ϵ, G, P) とせずに, 上のように置いた.
7距離空間 X の部分集合 A について, 以下は同値である.

(1) A はコンパクト.

(2) A の任意の点列は A の中に収束する部分列を持つ.

(3) A は X の部分集合として完備かつ全有界.

[12, p.48] を参照のこと.
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とできる. このことから∫
G(x) dP(x) =

∫
sup
g∈G

|g(x)| dP(x)

≤ max
j∈{1, 2, ..., N}

∫ {
|gLj (x)|+ |gRj (x)− gLj (x)|

}
dP(x)

≤
N∑
j=1

{∫
|gLj (x)| dP(x)︸ ︷︷ ︸

≤R

+

∫
|gRj (x)− gLj (x)| dP︸ ︷︷ ︸

≤ϵ

}
dP

≤ N(R + ϵ) <∞

がわかる. よって, 主張は証明された. 2

命題 6.19. P を R 上の確率測度, G を関数族, G をその封筒関数とす
る. 関数族 G は P-Glivenko-Cantelli でL1(P) 有界ならば, G ∈ L1(P) で
ある.

Proof. 標本X1, X2, . . . , Xnに基づく経験測度を P̂nと書き,標本X1, X2, . . . , Xn−1

に基づく経験測度を P̂n−1 と書くことにする. 関数族 G は P Glivenko-

Cantelli なので

1

n
sup
g∈G

∣∣P̂ng − Pg
∣∣ a.s.→ 0

となる.

1

n

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣ = 1

n

∣∣nP̂n − (n− 1)P̂n−1 − Pg
∣∣

≤
∣∣P̂n − Pg

∣∣+ n− 1

n

∣∣P̂n−1 − Pg
∣∣

と書き直すことができる. したがって

sup
g∈G

1

n

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣ ≤ sup

g∈G

∣∣P̂n − Pg
∣∣+ n− 1

n
sup
g∈G

∣∣P̂n−1 − Pg
∣∣

a.s.→ 0

がわかる. よって

Pr

(
sup
g∈G

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣ ≥ n, i.o.

)
= 0 (6.10)

となる. したがって, 補題 1.44 の対偶から

∞∑
n=1

Pr
(
sup
g∈G

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣ ≥ n

)
<∞
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がわかる. よって

E
[
sup
g∈G

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣] = ∫ ∞

0

Pr
(
sup
g∈G

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣ > t

)
dt (∵命題 1.31)

≤
∞∑
n=1

Pr
(
sup
g∈G

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣ ≥ n

)
<∞ (6.11)

となる. 任意の g ∈ G に対して, ∥g∥L1(P) <∞ であることと (6.11) から

E[G] ≤ E

[
sup
g∈G

∣∣g(Xn)− Pg
∣∣]+ sup

g∈G

∣∣Pg∣∣ <∞

が示せた. 2

6.5 エントロピーによる Glivenko-Cantelli 族の
定理

定理 6.20. P を R 上の確率測度, G を関数族, G をその封筒関数とする.

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P に対して, P̂n をこれらに基づく経験測度とする.

すなわち

P̂n(B) =
#{j ∈ {1, 2, . . . , n}; Xj ∈ B}

n
(B ∈ B(R))

である. G ∈ L1(P) かつ, ∀ϵ > 0 に対して

1

n
H1(ϵ, G, L1(P̂n))

P→ 0 (n→ ∞)

が成り立つとき, G は P-Glivenko-Cantelli 族である.

Proof. この定理の証明の準備のための主張を述べた後に, 証明を与える.

2

注意 6.21. 以下の証明では, 定理の仮定のもと

sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

g(Xj)−
∫
g dP

∣∣∣∣ P→ 0 (n→ ∞) (6.12)

を証明する. すると (6.12) と逆マルチンゲールの収束定理の議論から

sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

g(Xj)−
∫
g dP

∣∣∣∣ a.s.→ 0 (n→ ∞)

が成立することが知られている. 2
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6.5.1 対称化トリック

補題 6.22. X1, X2, . . . , Xn を独立な確率過程, 各過程Xi = {Xi, s}s∈T
は中心化されているとする. すなわち, E[Xi, s] = 0 である. ただし,

T は添え字集合である. ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn は Rademacher 確率変数列で,

X1, X2, . . . , Xn とは独立とする. このとき

1

2
E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

ϵjXj, s

∣∣∣∣] ≤ E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

Xj, s

∣∣∣∣] ≤ 2E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

ϵjXj, s

∣∣∣∣]
(6.13)

と

E

[
sup
s∈T

n∑
j=1

Xj, s

]
≤ 2E

[
sup
s∈T

n∑
j=1

ϵjXj, s

]
(6.14)

が成立する.

Proof. 1⃝ (6.13) の 2 番目の不等号の証明: X ′j を Xj の独立複製とする.

各確率過程 Xj は中心化されていることに注意すると

E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

Xj, s

∣∣∣∣] = E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

{
Xj, s − E

[
X ′j, s

]}∣∣∣∣]

= E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣E[ n∑
j=1

{
Xj, s −X ′j, s

}∣∣∣∣X ′j]∣∣∣∣]

≤ E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

{
Xj, s −X ′j, s

}∣∣∣∣]
(∵ Jensen の不等式と towerring propaty)

= E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

ϵj
{
Xj, s −X ′j, s

}∣∣∣∣]
(∵ Xj, s −X ′j, s の分布の対称性)

≤ 2E

[
sup
s∈T

∣∣∣∣ n∑
j=1

ϵjXj, s

∣∣∣∣]
からわかる.

2⃝ (6.13) の 1 番目の不等号の証明: 1⃝ と同じように示せばよい.

3⃝ (6.14) の証明: 1⃝ と同様. 2
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補題 6.23. G を関数族, P を R 上の確率測度, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P と

する. さらに, 任意の g ∈ G とある δ > 0 に対して

Pr

(∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

2

)
≤ 1

2

が成立するとする. ただし, P̂n は X1, X2, . . . , Xn に基づく経験確率測
度である. このとき

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

)
≤ 2Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P̂′n

)∣∣∣∣ > δ

2

)
が成り立つ. ただし, P̂′nは, (X1, X2, . . . , Xn)の独立複製 (X ′1, X

′
2, . . . , X

′
n)

に基づく経験確率測度である.

Proof. X = (X1, X2, . . . , Xn) とおき, g ∈ G に対して, ランダムな部分
集合 Ag ⊂ Rn を

　Ag :=

{
X;

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

}
で定める. さらに

A := sup
g∈G

Ag

とする. 部分集合 A の定義から

X ∈ A ⇔ ∃gX := g∗ ∈ G s.t.X ∈ Ag∗

である. g∗ は X に依存するので, G に値を取るランダム関数である. P̂n

と P̂′n の独立性から

Pr

(
X ∈ Ag∗かつ

∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

)
= E

[
1l

{{
X ∈ Ag∗

}∩{∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

}}]
= EX

[
1l

{{
X ∈ Ag∗

}
E

[
1l

{∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

}∣∣∣∣X]]
= EX

[
1l

{{
X ∈ Ag∗

}
Pr

(∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

}∣∣∣∣X)︸ ︷︷ ︸
≤1/2

]

≤ 1

2
Pr
(
Ag∗
)

=
1

2
Pr

(∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

)
(6.15)
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となる. この不等式を用いると

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

)
= Pr

(
X ∈

∪
g∈G

Ag)

)
≤ Pr

(
X ∈ Ag∗

)
= Pr

(∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

)
≤ 2Pr

(
X ∈ Ag∗かつ

∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

)
(∵ (6.15))

= Pr

({
X ∈ Ag∗

}∩{∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

})
= 2Pr

({∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

}∩{∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

})
≤ 2Pr

(∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P̂′n

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

)
≤ 2Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P̂′n

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

)
がわかる. 最後の不等号は∣∣∣∣ ∫ g∗ d

(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δかつ

∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′n − P

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

ならば ∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P̂′n

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

であること 8からわかる. 2

系 6.24. G を関数族, P を R 上の確率測度, X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P とす

る. ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn を Rademacher 確率変数列で Xj (j = 1, 2, . . . , n) は

8三角不等式と条件から

δ <

∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P̂′

n

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂′
n − P

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ∫ g∗ d

(
P̂n − P̂′

n

)∣∣∣∣+ δ

2

から ∣∣∣∣ ∫ g∗ d
(
P̂n − P̂′

n

)∣∣∣∣ ≤ δ

2

がわかる.
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独立とする. このとき, ある δ > 0 とすべての g ∈ G に対して

Pr

(∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

2

)
≤ 1

2

とする. このとき

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

)
≤ 4Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

ϵg(Xj)

∣∣∣∣ > δ

4

)
が成り立つ.

Proof. 補題 6.23 から

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > δ

)
≤ 2Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P̂′n

)∣∣∣∣ > δ

2

)
= 2Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣1n
n∑

j=1

ϵj
{
g(Xj)− g(X ′j)

}∣∣∣∣ > δ

2

)

≤ 2

{
Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > δ

4

)
+ Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

ϵjg(X
′
j)

∣∣∣∣ > δ

4

)}

= 4Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣1n
n∑

j=1

ϵg(Xj)

∣∣∣∣ > δ

4

)
からわかる. 最後の不等式は以下のような議論からわかる. U と V を実
数値確率変数とする. このとき

|U | ≤ δ

4
かつ |V | ≤ δ

4

ならば

|U − V | ≤ |U |+ |V | ≤ δ

4

となる. したがって

|U | ≤ δ

4
かつ |V | ≤ δ

4
ならば |U − V | ≤ δ

4

となる. これの対偶をとれば

|U − V | > δ

4
ならば |U | > δ

4
または |V | > δ

4
.

なので

Pr

(
|U − V | > δ

4

)
≤ Pr

(
|U | > δ

4

)
+ Pr

(
|V | > δ

4
.

)
よりわかる. 2
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補題 6.25. 関数族 G は有限集合とし, #G = N > 1 とする. ある定数
K > 0 が存在して,

max
g∈G

∥g∥∞ ≤ K

と仮定する. このとき, t > 0 に対して

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

g(Xj)

∣∣∣∣ > K

√
2(logN + t)

n

)
≤ e−t

が成り立つ. さらに, logN + t ≥ 1 なる t > 0 に対して,

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > 4K

√
2(logN + t)

n

)
≤ 8 e−t

が成り立つ.

Proof. ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn をX1, X2, . . . , Xn とは独立な Rademacher 列とす
る. g ∈ G と j = 1, 2, . . . , n に対して

E [ϵjg(Xj)] = E[E[ϵjg(Xj)|Xi]]

= E

[
1

2
g(Xj)−

1

2
g(Xj)

]
= 0

となる. また

|ϵjg(x)| ≤ K (x ∈ X)

である. Hoeffding の不等式（命題 5.14）より, s > 0 に対して

Pr

(∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > s

∣∣∣∣X1, X2, . . . , Xn

)

= Pr

(∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)− E

[
1

n

n∑
j=1

ϵjg(Xj)

]∣∣∣∣ > s

∣∣∣∣X1, X2, . . . , Xn

)
≤ 2 exp

{
−2n2s2

4nK2

}
= 2 exp

{
− ns2

2K2

}
を得る. さらに, towering property から

Pr

(∣∣∣∣1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > s

)
≤ 2 exp

{
− ns2

2K2

}
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を得る. さらに, 上の不等式と union bound を用いると

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > s

)
= Pr

(∪
g∈G

{∣∣∣∣1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > s

})

≤
∑
g∈G

Pr

(∣∣∣∣1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > s

)
= 2N exp

{
− ns2

2K2

}
= 2 exp

{
− ns2

2K2
+ logN

}
を得る. ここで

t =
ns2

2K2
− logN ⇔ s = K

√
2(t+ logN)

n

とおくと

Pr

(∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > K

√
2(t+ logN)

n

)
≤ 2e−t (t > 0)

を得る. つぎに, 各 g ∈ G と K2/(nδ2) ≤ 1/2 なる δ > 0 に対して,

Chebyshev の不等式（系 1.33）より

Pr

(∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ ≥ δ

)
= Pr

(∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

{
g(Xj)− E[g(Xj)]

}∣∣∣∣ ≥ δ

)

≤ Var[g(X)]

nδ2
≤ K2

nδ2
≤ 1

2

となる. logN + t ≥ 1 のとき, 確率の対称化定理（系 6.24）より

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ ∫ g d
(
P̂n − P

)∣∣∣∣ > K

√
2(t+ logN)

n

)
≤ 4Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

ϵjg(Xj)

∣∣∣∣ > K

√
2(t+ logN)

n

)
≤ 8e−t

を得る. 2

6.5.2 定理 6.20 の証明

δ > 0, N = N(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
) とし, g1, g2, . . . , gN を関数族 G の δ

被覆数とする.
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g ∈ G を任意に取る. ある j ∈ {1, 2, . . . , N} に対して

P|gj − g| := 1

n

n∑
k=1

∣∣gj(Xk)− g(x)
∣∣ < δ

のとき∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkgj(Xk)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵk
{
g(Xk)− gj(Xk)

}∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1n

n∑
k=1

ϵkgj(Xk)

∣∣∣∣+ 1

n

n∑
k=1

∣∣g(Xk)− gj(Xk)
∣∣

≤
∣∣∣∣ 1n

n∑
k=1

ϵkgj(Xk)

∣∣∣∣+ δ

である. したがって,

sup
g∈G

∣∣∣∣1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ ≤ max
j=1, 2, ..., N

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkgj(Xk)

∣∣∣∣+ δ (6.16)

を得る. X = (X1, X2, . . . , Xn)とする. Hoeffdingの不等式（補題 5.13）
より t > 0 に対して,

Pr

(
max

j=1, 2, ..., N

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkgj(Xk)

∣∣∣∣ > K

√
2(t+ logN)

n

∣∣∣∣X
)

≤ 2e−t (6.17)

となる. (6.17) より

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > δ +K

√
2(t+ logN)

n

∣∣∣∣X
)

≤ Pr

(
max

j=1, 2, ..., N

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkgj(Xk)

∣∣∣∣ > K

√
2(t+ logN)

n

∣∣∣∣X
)

≤ 2e−t

(6.18)

をえる. 条件付き期待値の性質と (6.18) を用いると

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > 2δ +K

√
2t

n

)

≤ 2e−t + Pr

K
√

2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
)

n
> δ

 (6.19)

となる. これは以下の議論からわかる.

A :=

{
K

√
2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)

)

n
> δ

}
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とおいたとき

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > 2δ +K

√
2t

n

)

≤ Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > 2δ +K

√
2t

n
かつ Ac

)

+ Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > 2δ +K

√
2t

n
かつ A

)

≤ Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > δ +K

√
2 logN

n
+K

√
2t

n

)

+ Pr

K
√

2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
)

n
> δ


(
∵ Ac ⇒ 2δ +K

√
2 logN

n
≥ δ +K

√
2 logN

n
+K

√
2 logN

n

)
≤ Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > δ +K

√
2(t+ logN)

n

)

+ Pr

K
√

2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
)

n
> δ


(
∵
√
a+

√
b ≥

√
a+ b (a, b ≥ 0)

)
= E

[
Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > δ +K

√
2(t+ logN)

n

)∣∣∣∣X
]

+ Pr

K
√

2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
)

n
> δ


≤ 2e−t + Pr

K
√

2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
)

n
> δ

 .

からわかる. いま

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

g(Xk)−
∫
g dP

∣∣∣∣ > δ

2

)

≤ 4

δ2
E

[
sup
g∈G

∣∣∣∣1n
n∑

k=1

g(Xk)−
∫
g dP

∣∣∣∣2
]
≤ 8K

nδ2
≤ 1

2

より

n ≥ 16K

δ2
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のとき, 系 6.24 と (6.19) を用いれば

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

g(Xk)−
∫
g dP

∣∣∣∣ > 8δ + 4K

√
2t

n

)

≤ 4Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ϵkg(Xk)

∣∣∣∣ > 2δ +K

√
2t

n

)

≤ 8e−t + 4Pr

K
√

2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
)

n
> δ


を得る. ϵ > 0 に対して

8e−t ≤ ϵ

2
かつ 4Pr

K
√

2H1(δ, G, ∥ · ∥Lp(P̂n)
)

n
> δ

 ≤ ϵ

2

になるように t と n を取り, さらに,

4K

√
2t

n
≤ 2δ

になるように n を大きくとり直せば

Pr

(
sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

g(Xj)−
∫
g dP

∣∣∣∣ > 10δ

)
≤ ϵ

とできるので

sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

g(Xj)−
∫
g dP

∣∣∣∣ P→ 0 (n→ ∞)

がわかる. 2

例 6.26. X = R とし,

G := {g : R → R; 0 ≤ g(x) ≤ 1 で g は単調増加 }

とする. N( · , G, ∥ · ∥L∞(P̂n)
) を半ノルム

max
1≤j≤n

|g(Xj)|

により誘導される擬距離に関する被覆数とする. δ > 0 とする. 関数
g ∈ G を

g̃ =

⌈
g(x)

δ

⌉
(x ∈ R)
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とおく. ただし, a ≥ 0 に対して, ⌈a⌉ := min{b ∈ N; b ≥ a} である. する
と g̃ は多くともm ≤ 1 + 1/δ の飛躍点（X1, X2, . . . , Xn のいずれかの
点）をもつ. したがって, g̃ を n − 1 の 0 と m の 1 の列で表現できる.

そのような列の個数は (
m+ n− 1

m

)
となる. したがって

N(δ, G, ∥ · ∥L∞(P̂n)
) ≤

(
m+ n− 1

m

)

となる.　これより

H(δ, G, ∥ · ∥L1(P̂n)
) ≤ logN∞(δ, G, ∥ · ∥L∞(P̂n)

)

≤ m log(m+ n− 1)

≤
(
1 +

1

δ

)
log

(
n+

1

δ

)
となるので

1

n
H(δ, G, ∥ · ∥L1(P̂n)

)
P→ 0 (n→ ∞)

がわかる. この主張と定理 6.20 より, G は GC 族である.

以下の定理は, 定理 6.20 と同じ内容のようにみえる. 対称トリックを使
用せず, やけに簡単に証明している.

定理 6.27. X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ P とする. G を関数族 G の包絡関数

とし
G ∈ L1(P)

で, δ > 0 に対して,

1

n
H(δ, ,G, ∥ · ∥L1(P̂n)

)
P→ 0 (n→ ∞)

と仮定する. このとき

∥P̂n − P∥G
P→ 0 (n→ ∞)

が成り立つ. ただし

∥P̂n − P∥G := sup
g∈G

∣∣∣∣1n
n∑

j=1

g(Xj)−
∫
R
g dP

∣∣∣∣
である.
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Proof. すべての g ∈ G と任意の K > 0 に対して,∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

g(Xj)−
∫
R
g dP

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1n

n∑
j=1

g(Xj)1l{G(Xj) ≤ K} −
∫
R
g1l{G ≤ K} dP

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

g(Xj)1l{G(Xj) > K} −
∫
R
g1l{G > K} dP

∣∣∣∣
となる.

ふたつの段階にわけて, 証明をする.

1⃝ 関数族 G の部分族 GK を　 GK := {g1l{G ≤ K} : g ∈ G} で定める.

すると, 任意の g ∈ GK に対して

sup
x∈X

|g(x)| ≤ K

である. さらに

H(δ, GK , ∥ · ∥L1(P̂n)
) ≤ H(δ, G, ∥ · ∥L1(P̂n)

)

なので, 定理 6.20 より

∥Pn − P∥GK
P→ 0 (n→ ∞) (6.20)

がわかる.

2⃝ 次に, 関数族 G に対して, (6.20) を拡張する. そのために, G と GK の
違いを評価する.

sup
g∈G

|(P̂n − P)g1l{G > K}|

= sup
g∈G

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

g(Xj)1l{G(Xj) > K} −
∫
R
g1l{G > K} dP

∣∣∣∣
=

1

n

n∑
j=1

G(Xj)1l{G(Xj) > K} −
∫
R
G1l{G > K} dP

+ 2

∫
R
G1l{G > K} dP

である. 任意の K に対して, 大数の法則より

1

n

n∑
j=1

G(Xj)1l{G(Xj) > K} −
∫
R
G1l{G > K} dP P→ 0 (n→ ∞)
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となる. また, G ∈ L1(P) なので

lim
K→∞

∫
R
G1l{G > K} dP = 0

である. よって

∥P̂n − P∥G ≤ ∥P̂n − P∥GK + sup
g∈G

|(P̂n − P)g1l{G > K}| P→ 0 (n→ ∞)

がわかる. 2

6.6 VC 集合族
D を X の部分集合の集まりとする. n ∈ N とし, {ξ1, ξ2, . . . , ξn} をX

の点の集合とする.

定義 6.28.

∆D(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = #{D ∩ {ξ1, ξ2, . . . , ξn}; D ∈ D}

とする. すなわち, D ∈ D によって, {ξ1, ξ2, . . . , ξn} から抽出できる部
分集合の個数である. したがって,

∆D(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ≤ 2n

であり, 上の式で等号が成立する（∆D(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = 2n ）とき, D は
{ξ1, ξ2, . . . , ξn} を完全に分離するという. さらに,

VCD(n) = sup{∆D(ξ1, ξ2, . . . , ξn); ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ X}

と書く.

例 6.29. X = R とし,

D := {(−∞, r]; r ∈ R}

とする. すべての {ξ1, ξ2, . . . , ξn} ⊂ R に対して,

∆D(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ≤ n+ 1

定理 6.30. 次の 2 つは同値である:

(1)
1

n
log∆D(X1, X2, . . . , Xn)

P→ 0 (n→ ∞).

(2)

sup
D∈D

|P̂n(D)− P(D)| P→ 0 (n→ ∞).
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Proof. (1) ⇒ (2) の証明:

G := {1lD(x) : X −→ R : D ∈ D}

とおき, 定理 6.20 を用いる.

まず, 任意の g ∈ G に対して

|g(x)| ≤ 1 (∀x ∈ X)

であることに注意する. δ > 0 に対して, N(δ, G, L∞(Pn)) を疑ノルム

max
1≤i≤n

|g(Xi)|

から誘導された半ノルムに関する δ 被覆数とする. このとき

N(δ, G, ∥ · ∥L1(P̂n)
) ≤ N(δ, G, ∥ · ∥L∞(P̂n)

)

であることが

∥g∥L1(P̂)
=

1

n

n∑
j=1

|g(Xj)| ≤ max
1≤j≤n

|g(Xj)| = ∥g∥L∞(P̂n)

からすぐにわかる. しかし, 0 < δ < 1 に対して

N(δ, {1lD; D ∈ D), ∥ · |L∞(P̂n)
) = ∆D(X1, X2, . . . , Xn)

である.

(2) ⇒ (1) の証明: もし

1

n
log∆D(X1, X2, . . . , Xn)

P→ 0 (n→ ∞)

ならば,

1

n
H(δ, {1lD; D ∈ D}, ∥ · ∥L1(P̂n)

) ≤ 1

n
log∆D(X1, X2, . . . , Xn)

である. よって

1

n
H(δ, {1lD; D ∈ D}, ∥ · ∥L1(P̂n)

)
P→ 0 (n→ ∞)

がわかる. 2

定義 6.31. n ∈ N に対して,

VCD(n) := sup{∆D(x1, x2, . . . , xn); x1, x2, . . . , xn ∈ X}

とおく. D がバプニィック・チェルヴォネンキス (Vapnik-Cheronenkis)

族または VC 族であるとは, ある定数 C > 0 と V > 0 が存在して, すべ
ての n に対して,

VCD(n) ≤ C nV

が成り立つときをいう.
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定理 6.32. D が VC 族ならば, GC 族.

Proof.

G := {1lD(x); D ∈ D}

とおく. すると, δ > 0 に対して,

1

n
H(δ, G, ∥ · ∥L1(P̂n)

) ≤ 1

n
log∆D(X1, X2, . . . , Xn) ≤ log VCD(n)

≤ 1

n
log{C nV } = V

log n

n
+
C

n

n→∞−→ 0

となる. 2

例 6.33. (1) X = R, D = {(−∞, r]; r ∈ R} は VC 族である. なぜなら
ば, VCD(n) ≤ n+ 1 よりわかる.

(2) p ≥ 2 を自然数とする. X = Rp, D = {1l(−∞,r](x); r ∈ Rp} は
VC 族である. なぜならば, VCD(n) ≤ (n + 1)p よりわかる. ただし,

r = (r1, r2, . . . , rp) に対して,

(−∞, r] = (−∞, r1]× (−∞, r2]× · · · × (−∞, rp]

とした.

(3) X = Rp とする.

D =

{
x ∈ Rp; θ⊤x > t,

(
θ

t

)
∈ Rp+1

}
は VC 族である. なぜならば

VCD(n) ≤ 2p

(
n

p

)

よりわかる. ただし,

(
n

p

)
は n 個から p 個の組を取り出す組み合わせ

数である.

補題 6.34. D, D1, D2 は VC 族とする. このとき, 以下の族も VC 族で
ある.

(1) Dc := {Dc; D ∈ D}.
(2) D1 ∩ D2 := {D1 ∩D2; D1 ∈ D1, D2 ∈ D2}.
(3) D1 ∪ D2 := {D1 ∪D2; D1 ∈ D1, D2 ∈ D2}.
(4) p を自然数とする. Rp の開球

{x ∈ Rp; |x− µ|2 ≤ c, µ ∈ Rp, c ≥ 0}.
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Proof. 証明は略. 2

定義 6.35. 集合族 D の VC 次元を

VCD := inf{n ∈ N; VCD(n) < 2n}

で定義する. 上記の式をみたす n が存在しないとき, VCD = ∞ とする.

補題 6.36. 次の 2 つは同値である:

(1) D は VC 族.

(2) VCD <∞.

Proof. V = VCD としたとき,

VCD ≤
V∑

k=0

(
n

k

)
.

2

6.7 VC 関数族
定義 6.37. 関数 g; X → R のサブグラフとは

subgraph(g) := {(x, t) ∈ X× R; g(x) ≥ t}

である. 関数族 GがVC族であるとは,そのサブグラフの族 {subgraph(g); g ∈
G} が VC 族のときをいう.

例 6.38. D が VC 族ならば, G = {1lD; D ∈ D} も VC 族.

注意 6.39. 自然数 p に対して, φk : X → R (k = 1, 2, . . . , p) を固定し
た関数とする. このとき,

G := {θ1φ1 + · · ·+ θpφk; θ1, . . . , θp ∈ R}

は VC 族となる. 実際,

D := {subgraph(g); g ∈ G}

としたとき,

VCD ≤ p+ 2

である. Pollard (1984) を参照.
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定義 6.40. S は距離空間 (M, d) の空でない部分集合とする. δ > 0 に
対して, S の δ パッキング数D(δ, S, ∥ · ∥d) は, 次をみたす最大の自然
数 N である. S の元 s1, s2, . . . , sN が存在して,

d(sk, sj) > δ, (∀k ̸= j, k, j = 1, 2, . . . , N).

補題 6.41. 任意の δ > 0 に対して以下が成り立つ.

(i)

N(δ, S, ∥ · ∥d) ≤ D(δ, S, ∥ · ∥d).

(ii)

D(δ, S, ∥ · ∥d) ≤ N

(
δ

2
, S, ∥ · ∥d

)
.

Proof. (i) は明らか. (ii) を示すために,

{s1, s2, . . . , sN} ⊂ S, N = D(δ, S, ∥ · ∥d)

とする. 明らかに

N

(
δ

2
, S, ∥ · ∥d

)
≥ N

(
δ

2
, {s1, s2, . . . , sN}, ∥ · ∥d

)
.

しかし,

N

(
δ

2
, {s1, s2, . . . , sN}, ∥ · ∥d

)
= N.

2

定理 6.42. Q を X 上の確率測度, G を X 上の実数値関数の族, G を関
数族 G の封筒関数, N1(δ, G, ∥ · ∥L(Q)) (δ > 0) を L1(Q) ノルムから誘
導される距離に関する δ 被覆数とする. 族 G の VC 次元 VCG =: V が
V <∞ のとき, V に依存する定数 A > 0 が存在して,

N(δQG, G, ∥ · ∥L1(Q)) ≤ max{Aδ−2V , eδ/4}

となる.

Proof. 一般性を失うことなく, G > 0 で

QG :=

∫
X
G(x) dQ(x) = 1

としてよい. X 値確率要素 S を取り, その分布を

QS(A) = Pr(S ∈ A) =

∫
A

G(x) dQ(x) (A ∈ B(X))
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とする. S = s を与えたとき, 確率変数 T は区間 [−G(s), G(s)] 上の一様
分布に従うとする. {g1, g2, . . . , gN} は gj : X −→ R (j = 1, 2, . . . , N)

で
Q(|gj − gk|) > δ (j ̸= k, j, k = 1, 2, . . . , N)

をみたす最大の N を持つ集合とする. S = s を与えたとき, 区間

[max{gj(s), gk(s)}, min{gj(s), gk(s)}]

上に T が落ちる確率は
|gj(s)− gk(s)|

2G(s)

である. したがって, (S, T ) が gj と gk のグラフの間に落ちる確率は∫
X

|gj(s)− gk(s)|
2G(s)

dQS(x) =

∫
X

|gj(s)− gk(s)|
2

dQ(x)

=
Q|gj − gk|

2
>
δ

2

となる. {(Si, Ti)}ni=1を (S, T )の i.i.d. 複製とする. (S1, T1), (S2, T2), . . . , (Sn, Tn)

のすべてが gj と gk のグラフの間に落ちる確率は, 大きくとも(
1− δ

2

)n

である. ある j ̸= k に対して, (S1, T1), (S2, T2), . . . , (Sn, Tn) のすべて
が gj と gk のグラフの間に落ちない確率は大きくとも(

N

2

)(
1− δ

2

)n

≤ N2

2
e−nδ/2 =

1

2
exp

(
2 logN − nδ

2

)
となる. n を大きくして

n ≥ 4 logN

δ

とすれば, (
N

2

)(
1− δ

2

)n

≤ 1

2
< 1.

そのような n に対して, 任意の j ̸= k (j, k = 1, 2, . . . , N) に対して,

(Si, Ti) (i = 1, 2, . . . , n) は gj と gk のグラフの間に落ちる確率は正な
ので,

D(δ, G, ∥ · ∥L1(Q)) = N ≤ sup

{
∆D
(
(S1, T1), (S2, T2), . . . , (Sn, Tn)

)
; (Si, Ti) ∈ X × R (i = 1, 2, . . . , n)

}
≤ CnV
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となる. ただし, C は定義 6.31 の定数であり

D = {subgraph(g); g ∈ G}

である.

しかし, N ≥ exp

{
δ

4

}
のとき

N ≤ cnV ≤ c

(
4 logN

δ
+ 1

)V

≤ c

(
δ logN

δ

)V

= c

(
16V logN1/(2V )

δ

)V

≤ c

(
16V

δ

)V

N1/2

である. よって √
N ≤ c(16V )V δ−V

より
N ≥ eδ/4 ⇒ N ≤ c2(16V )2V δ−2V

がわかる. これらを合わせると

N(δ, G, L1(Q)) ≤ D(δ, G, L1(Q)) ≤ max{Aδ−2V , eδ/4}

を得る. QG = 1 に規準化していたので,

N(δQG, S, ∥ · ∥L1(Q)) ≤ max{Aδ−2V , eδ/4}

がわかる. 2

系 6.43. G を関数族とし, G を関数族 G の包絡関数とする. 関数族 G が
VC 族で, PG <∞ ならば, G は GC 族である.

Proof. PG < ∞ より, G ⊂ L1(P). 関数族 G の VC 次元を V < ∞ とし
たとき, 定理 6.42 より, δ > 0 に対して

N(δPG, G, ∥ · ∥L1(P)) ≤ max{Aδ−2δ, eδ/4}

となる. したがって

1

n
logN(δP̂nG, G, ∥ · ∥L1(P̂n)

) ≤ 1

n
log
(
max{Aδ−2δ, eδ/4}

)
−→ 0 (n→ ∞)
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である. さらに
|P̂nG− PG| P→ 0 (n→ ∞)

に注意すれば, 上の式の左辺の δP̂nG 項の δPG に入れ替えたもので

1

n
logN(δPG, G, ∥ · ∥L1(P̂n)

)
P→ 0 (n→ ∞)

となる. よって, 定理 6.20 より, 主張は証明された. 2

6.8 混合型モデルの最尤推定量の一致性
ここでは, 大数の一様法則を用いて, 混合型モデルの最尤推定量の一致

性を示そう.

混合型モデルはつぎのように表現できるものである. Y は実数値確率
変数で, 分布関数 F0 を持つ. Y = y (y ∈ R) を与えたときに, 実数値確率
変数 X は p.d.f. k(x| y) を持つ既知の分布に従うものとする. このとき,

X は混合 p.d.f.

pF0(x) :=

∫
k(x| y) dF0(y) (x ∈ R) (6.21)

を持つ.

まず, 関数族を添え字づける母数空間がコンパクトならば, その関数族
のブラケット付き計量エントロピーは有界であることを示す.

補題 6.44. p ≥ 1, 距離空間 X 上の確率測度を P, (Θ, d) をコンパクトな
距離空間,

G := {gθ : X −→ R; θ ∈ Θ}

とする. 以下を仮定する:

• すべての x ∈ X に対して, 写像

Θ ∋ θ 7→ gθ(x) ∈ G ⊂ Lp(P)

は連続である. ただし, G のノルムは Lp(P) とする.

• G(x) := sup
θ∈Θ

|gθ(x)| ∈ Lp(P) とする.

このとき, 0 < δ ≤ 1 に対して,

Hp,B(δ, G, ∥ · ∥Lp(P)) <∞

となる.
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Proof. θ ∈ Θ と ρ > 0 に対して

ωθ, ρ(x) := sup
θ̃:d(θ, θ̃)<ρ

|gθ(x)− gθ̃(x)|

と定める. すべての x に対して, 関数

Θ ∋ θ 7→ gθ(x) ∈ R

は連続なので
lim
ρ→0

ωθ, ρ(x) (x ∈ X)

となる. G ∈ Lp(P) なので, 優収束定理 (定理 1.40)より

lim
ρ→0

Pωp
θ, ρ = 0

がわかる. このことから, 任意の δ > 0 に対して, ρθ > 0 をうまく取り

Pωp
θ, ρθ

< δp

とできる. つぎに

Bθ := {θ̃ ∈ Θ : d(θ, θ̃) < ρθ}

とおくと {Bθ; θ ∈ Θ} は Θ の開被覆となる. Θ はコンパクトなので,

N ∈ N と θ1, θ2, . . . , θN ∈ Θ をうまくとり, 有限部分開被覆

{Bj := {θ̃ ∈ Θ; d(θj, θ) < ρθj}}Nj=1

を構成できる. 各 θ ∈ Bj (j = 1, 2, . . . , N) と x ∈ X に対して

gθ(x) ≤ gθj(x) + wθj , ρθj
(x) =: gUj (x),

gθ(x) ≥ gθj(x)− wθj , ρθj
(x) =: gLj (x),

とおけば
P(gUj − gLj )

p ≤ P(2ωθj , ρθj
)p ≤ (2δ)p

となる. よって

Hp,B(2δ, G, ∥ · ∥Lp(P)) ≤ logN <∞

が示せた. 2

いま, 観測 X1, X2, . . . , Xn は X の i.i.d. 複製とする. ただし, X は
p.d.f. (6.21) をもつ. F はすべての分布関数の集まりとする. F0 の最尤
推定量（存在するならば）は

pF̂n
(x) := arg max

F∈F
F̂n log pF,

F̂n(x) :=
1

n

n∑
j=1

1l(−∞, x](Xj)
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である. 任意の p.d.f. p と p̃ のHellinger 距離は

h(p, p̃) =

{
1

2

∫
R
(
√
p(x)−

√
p̃(x))2 dm(x)

}1/2

であった.

補題 6.45.

h(pF̂n
, pF0)

P→ 0 (n→ ∞)

である.

Proof.

H∗ = {µ; µ は R 上の測度で µ(R) <∞}

とする. µ, µn ∈ H∗ (n = 1, 2, . . .) に対して, 任意の有界連続関数 g に対
して,

lim
n→∞

∫
R
g(x) dµn(x) =

∫
R
g(x) dµ(x)

が成立するとき, µn は µ に弱収束（漠収束）するといい,

µn
w→ µ (n→ ∞)

と書くことにする. すると, 弱位相によって定義されるH∗ 上の距離関数
d が存在して

d(µn, µ)
n→∞−→ 0 ⇔ µn

w→ µ (n→ ∞)

とできる. 加藤（2016, pp. 264–267）を参照のこと. さらに, (H∗, d) は
コンパクトとなることが知られている.

もし, ほとんどすべての x ∈ R に対して,

R ∋ y 7→ k(x| y) ∈ R

は連続で
lim

y→±∞
k(x| y) = 0

であれば, 写像

F ∋ F 7→ pF(x) =

∫
R
k(x| y) dF(y)

は d に関して連続である. ただし, F はすべての分布関数の集まりであ
る. さらに, 距離関数 d は

d(F̂n, F0)
n→∞−→ 0 ⇔ F̂n

w−→ F0 (n→ ∞)
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をみたす H 上の距離関数である. なぜならば

y 7→ k(x| y)

は有界連続関数なので

F̂n
w→ F0 (n→ ∞) ⇒

∫
R
k(x| y) dF̂n(y)

n→∞−→
∫
R
k(x| y) dF0(y) a.e. x

となる. したがって, 優収束定理（定理 1.40）より

lim
n→∞

h(pF̂n
, pF0) =

{
1

2

∫
R
{√pF̂n

−√
pF0}2 dm

}1/2

= 0

よりわかる. すると, 写像

F ∋ F 7→ 2pF
pF + pF0

も d に関して連続となる.

いま, つぎの関数族を考える:

G :=

{
2pF

pF + pF0

; F ∈ F
}
.

この関数族の包絡関数 G は

G(x) ≤ 2

をみたし, H∗ は弱位相に関してコンパクトであり, 写像

F ∋ F 7→ 2pF
pF + pF0

∈ G

は連続なので, 関数族 G はコンパクトになる. 補題 6.44 より G は GC

族である. よって

1− P

(
2pF̂n

pF̂n
+ pF0

)
≤ (P̂n − P)

(
2pF̂n

pF̂n
+ pF0

)
. (6.22)

これは

0 ≤ P̂n

(
log

2pF̂n

pF̂ + pF0

)
≤ P̂n

(
2pF̂n

pF̂n
+ pF0

)
− 1

= (P̂n − P)

(
2pF̂

pF̂n
+ pF0

)
+ P

(
2pF̂n

pF̂n
+ pF0

)
− 1.
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からわかる. しかし

h2(p, p0) ≤ 1− P

(
2p

p+ p0

)
(6.23)

である. これは

h2(p, p0) =
1

2

∫
R
{√p−√

p0}2 dm

=
1

2

∫
R

(p− p0)
2

{√p+
√
p0}2

dm

≤ 1

2

∫
R

(p− p0)
2

{p+ p0}2
dm

=
1

2

∫
R

(p− p0)
2

{p+ p0}2
dm+

1

2

∫
R

p− p0
{p+ p0}2

dm

=
1

2

∫
R

p0(p− p0)

{p+ p0}2
dm

=
1

2

∫
R

(
1− 2p

p+ p0

)2

dm

= 1− P

(
2p

p+ p0

)
からわかる. (6.22) と (6.23) より

h2(pF̂n
, pF0) ≤ (P̂n − P)

(
2pF̂n

pF̂n
+ pF0

)
≤ sup

g∈G
|(P̂n − P)g| = ∥P̂n − P∥G

P−→ 0 (n→ ∞)

となる. G が GC 族なので, 最後は保証される. したがって

h(pF̂n
, pF0)

P−→ 0 (n→ ∞)

を得る. 2
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