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本日 の 講義内容

。 混合モデルの最大推定量の 一至想

。主張 :Sは全百や 漸近同禁速続⇒ 5 は P - Donsicer

。 全張え: P -Bonskerの 定球理
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混合モデルの復習

X: 観況測

Y : 潜在変2」
、
「 ～ Fo

ECCL } ] : Y= Y CY EIR) を 与えたときの × の Pd . &、

(見 ∞ )

Xo p. d .
.

PFoCs ) : = f ECxlys dFo Cys CREIR )

国目 X の 独立複製 ×い X の … ×n に 豊 つき

F。 を 推定
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事実

定理 6. 15
×

…Xup とする

V
E 20 に対 して

HBCE , S . lH . IL .Cps ) Es

ならば
、 S は P- GC 、

すなれつ

sup (' gcx;) - psI 5 ocnyis )

gag
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補題6.47P21 PLIR 上の確率、
D, d ]はコンパクト 距恋楽空内 、

S = 990 : LRAR ; OG DS

はご以下 をみた ? {OnE.Cse

0 DxER にして, 写:
d Con

,
Oo } -gn

∞

o

なろい

OFO 3 SOC3 GIR
Liimnts gonci-g 0 lacy

は 連続 ( 冬 x ]

0 GCB] : a SUp ISQ (s ] ELp CP 1
DE

⇒HBCE, S , IL - "
LPCD , ) <s ,

COE 207
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F。 の TMLE

F
'
nmee

E argain log PF
ただしや nCB)マは 形{ × 5EB ; j =>… 、 にと

CEBEB CIR7 )

下 : R 上 の 分布関数の 金体

PFCG)= SE GCL 3 ] d F Cs )

選二般に 、 inmecは経分周致なんとしい
異なる
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任意 の P小 IPrB のHellingenの書K

h ( p. p) = {≠ f
1

n_で dmeい } と

たび、 m は 1R上 の Lebesgue で官

PEmee xs= f kaxlys d mee ocs
～

Stieljes積分の登弱

補題 G
.
49

Gcs.h ( PEmee,PFo) - →0 Cutcs .
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証明

関数族

S : z{PF0 SFFB
すなわを 、母数空問 な (分布関全向 ) で 流え

字低けられている 関室問

補題 6
.
47 ⑮→ 下 とみる

。

下 の 距離庭関数 d をどう取 るかは 自明ではない !
CILL )
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下 ←> US破率分布全何 )

{pr} nclにして

Pn wo PoCn os ) dCPn ,Poloo

となる µ 上 の 距離庭関上 がるるする

ことが知 るれている 。

さらに
、
C下 、

d ) はコンパクトとなる
、

ことも

。られている 、 =⇒ 補題6 .42 の条

律は、 記号 を 乱して 、d をよ 上 の 距離肉 なく
とも 思う 。
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{FminCE に 対 して

Frw Fo CG→ G7 1 d (Fn
. Fol-

→ns
o

さらに
、

各 みに対 して

IRDEH KCRLYJ GR

は連続で

Iim ECx 1 y) 2 .
Y→as

より

EC416 ) は百安連額

である 、よって 、Portmanteauの定理 より 、
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各 xEIR に対 して

Fr ro Fo Ch -2s) .

.

⇒ frkc . Iy ) dFuly)→s Sarhcasy ) dFo Cs ,

となる
。 こんよよう、

F ヨ F I→ PFGY = SBECaly 」 dFCy ,

は連続写像である
。

関数族 S ={PFo ; F ←≈ その 筒回 るα に

Gal : 2 .IPEl tPto1≤ 2 .
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よって 」

GEL , CP3 , ⇒ 補題 6 . 47 の各

さらに 、 各 xEIRにるして 、写像

下 2 F→巡
PFGG tPF

0
G,

は連絶 ⇒衣望そ 6. 6) の 受仙

また 、下 はコンパクトであっ 、 ⇒ 補望 を
6
、 E ?の 冬

補題6 .
、
7より 」 も 820 に超 して

HBC 8
, 5 . lhetLiCp , ) < s

がわかる ⇒ S は P- GC族 (“)定理 く5
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よって

| Cや 、- P) (品← FF。
) |

≤ sup I ( inup) sIo chicss
gES

たでし

z {PF0SFスを 、
しかし

に P (PF
。

) ≤<や - P 」(品 Pw ) |
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また

G
㎡

CPimes , ↑F. ) ≤ 1 - p
(

品etPFe)
≤ glComp) $1 ocu -en

.

田
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8
. ] 距離空間 における 弱収更

( CD
,
d ] : 距離空問

にC、
Y . ZGD に 対し、 ① dex

, 4320 , ② dex
, ] = 0E ⇒ x=S

③ dQ, Y) adeyx3, ④ dCx
. ZZ ≤ de .JJtdC. Z .

CQ
.
A

,
Pr ) : 確率空問

XniR → I3 CGa 1 , 2, . )は確率要吾
B BGBCUDJKIL. ,XI 'CBJ ES

注凝可りでない 場合 は気にしないことにする

E
*→
E をすべてかく 、
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定δ .$ { × と。× は 確率要素な列

Xnnw x ouscs)

印 せ ECBCD) に対し

E [Ecxn) } →
h∞E [ h( x2) .

たむし 、CbCID)は IDよの1 R値百閑連続関々の 全体

定善 δ
. 2

Xn → X on →s )

臼 ED02 対L,PrCdCa,X)2 E)～ns0 .
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注意

Xu is
y

Chrcs )

GG liminfPrCXNEGJ PrCXEG ) CO G : open
)

⇒limsupPrSXnEFIE PrCXEE )LOF :Clased )
E⇒ Lim PrCXnEBJ = PrCXEB) CE B : Borel s. .

∂Pr( B ] = 0 )

F> 任意 の有眼 Lipshis に対 して

Ethaul}-
n∞
Eca (x7 ]

.
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議本空問
P : * 上 の 破率分布

SCL2CD ) :X 上の実迫関2α税

X 10 .
.
.Xn : ×.独 copies

PnCB)= は # { X 5EBij =I 6. … WE COBEBCX 1 )

InCg ) : = 5fs d C -P )

= 、1 n{家 s (xj ) - PS と
= 、* {上前 gxj) -EEgCXJJ } ( S a 9 )
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{n[ S] : 9 E S } :経験過程 線型ではまとかと←

:θ℃g ) S 上 の有毘汎関全の 体の望

lI E
Hs
: a sub I KC831 Ceko )eacs ) )

g .ES

un E l ∞c s ) をみたすと 作定

l " g "
vucps

: = fgadpC 8ts ) .

{v : 86 gに 中心化されて 。Gaess 過なで

CoU COC8 , ) , OC21] = S 9.SadP- SSidbS9ads
[ 5, 82 E S ) .

( A 1
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なので

[ves"ua , ] ～ z ( ( 8 )

,Var"] Cou toG.
i
,vi

.
varcresa,,

")

定 8

. 15 buniSES を 、 30 : 5 E 9 } 2 Gaass過程
で [AD をみそとする 。

ih : CscS ) → IR にえるして

E[大 Dn 3 }ー n→∞E [ 96 v] ]

のとき 、 9 DP -Donsken という
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定理 δ 、L 9 X を本空間 、 P 成上の 確導でし 定

S を X 上の 実数値 のある族: ー

Iun : 568 : 関数族S で 添 え字してるれそ

石確率過程

In : Rrg s Unco
, g 3 と 孕 いを 2々

～

Prew ≤ f ;va co, s Elo (

g
) )=S上 の 百開多皇雄Vn の 見本路

国々の全臼
とし 、Iん 下 の 2 つの祭 をみたす

。

。 関数族 S CL2CP) は 全百景
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。
2 20に 対 してある δ70 が存在 し

limsup Prf sup Woncsy- vncseslon ) c り。
bycs g,g. ES
IPδ

このとき 、関数族 S はP -Donsker 族
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証明の 概回略

関数族 S は 全百なので、 “
830 に対 して

有限部分集合 G8 CS が 在して、

tSEg に対して、Pas E S 8S .e .

l1 g - 98ULap =IPs

とできる

た = 井 [ 98 ) とおく
、

πs : S 79 → 88 G 58

とする
。
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証明の 目梗 意 の有Lipshitsh :CsCS) → IR

に 文 ふして

E [ECXnJJ →n∞ E [hCX 2 ]

を示 せばよい

① 58 = 591
, 82, … ,

8EYCE = # C88 ) 2

と 書 いたとき

§wno πs (gr : SEgyChuns.) . … - ,
2n (8n ) }

す roπsCs ) : SGS を CS08 」 , … … 8 C 8 ) と
となる 。よって 、CLTより
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E [h (Wnoπ8 ) ]→mE [ h( 2o π81 ] .

②λ を 」 の連続修正過程とする 。

E [hCI ) ] : ECGCo 」 } なので

E [h(2n ) ] - E[ hCv 、 コ
= E [hwnl3 ～ E [h [σ 」]

= E [hCUn )J - EELC2n 0 π 8 ) ]

+ E[hCUnoπSJ ]J - EEh (WO π8) ]

tE[ hED 0 π 8 ) } - EELCR 」 ]
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= : A t BT C

項 A の遍

E : a { sup JonCg
. )
-UnCS . 3 l ≤ n }

g, SRES

119、- 9zl1 LzCtBƩδ

とおくすると

| E [hso5~ E [hsonoπ s コ/
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非 [ 3 hcon 、 - hcrnoπs 」 刃EJ /
U[ { hconl - hGonoπs 」 と □ Eo ] /

1
E 上 でい

≤ E [ lhcon 、 - Gcono π 8 J 1 □ E ] UnLg
. ) - on CS

2 )
≤ λ h n taLipschits constantprowided

lE
えP

19~
Sald
8Vncgrvoeses

,t 21GIBE [ 日 EC ] isg

々 λ り E[E 3 + 211 h 1k 」E”

→n
→ n

an

26



C の言価 も 同 にできる
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定理 8
.

23 * を 榎本空問 P を X 上 の

確率り度S を X 上 の 実数値国関番の

ある族で SCL2 CP 2
.

GG2' 8 0 sup 1 goay 1

SES

とする
、
さらに

{
.
、 |logNSEnGiILzC α

),

5

?ds

& ∞
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をみたすとする
、

ただし 、 Q 21 GIL
2Ca)

<∞ つ 0

なる 任室 の 有限離散確達泊と度 である
。

このとき 、 PG く ∞ と適当な可と 路役のもさ 。
Sh P - ponsker 税

証同の計

I Vn は 漸近月等廷続

互 S CL2CP)
.

は 全百界

で示 せばよい
。 /
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例 δ
.
24

S = { FGG
,
JGx ; VEIR }

とJ く

:
x

IR 上の任意の善百限確達度 Q と

12 E20 に対して

NLE
, S .LaCQD ≤NBSE2 , S ,LI ( QJ ]

≤
E
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よって
.
Gal . 1GlIL

2css
= 1 なので

Soidlogd .
≤ f.. de
≤ {' !.1(E ) dε

loguau
- y

.logC da く∞

4
4Cauche

- Schawory
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