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第11章 正規分布の確率集中不
等式

11.1 正規分布の部分積分公式と補間公式
X ∼ N(0, σ2) (0 < σ <∞) とする. するとX の p.d.f.

p(x) =
1√
2πσ2

exp

(
− x2

2σ2

)
(x ∈ R)

をもち

xp(x) = −σ2
•
p (x),

•
p (x) =

dp

dx
(x)

なる関係式が成立することがわかる. このことをから, 以下の部分積分の
公式が得られる.

定理 11.1. h : R −→ R は連続微分可能な関数で, E[|Xh(X)|] < ∞ と

E
[∣∣ •h (X)

∣∣] <∞ をみたすとする. このとき

E[Xh(X)] = E[X2]E
[•
h (X)

]
(11.1)

が成立する.

注意 11.2 ([24]から借用). X ∼ N(0, 1) とし, h : R −→ R は 1 回連続

微分 1とする. . このとき, E
[∣∣ •h (X)

∣∣] <∞ ならば, E[|Xh(X)|] <∞ か
つ E

[∣∣h(X)
∣∣] <∞ となることがわかる. 実際, Fubini の定理を用いると∫ ∞

0

|xh(x)|e−x2/2 dx =

∫ ∞
0

∣∣∣∣x∫ x

0

•
h (y) dy

∣∣∣∣e−x2/2 dx

≤
∫ ∞
0

x

{∫ x

0

∣∣ •h (y)
∣∣ dy}e−x2/2 dx

=

∫ ∞
0

∣∣ •h (y)
∣∣ {∫ ∞

y

xe−x
2/2 dx

}
︸ ︷︷ ︸

=e−y2/2

dy
(
∵ Fubini

)

=

∫ ∞
0

∣∣ •h (y)
∣∣e−y2/2 dy

1実は, 絶対連続を仮定するだけでよい.
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より

E
[∣∣Xh(X)

∣∣] ≤ E
[∣∣ •h (X)

∣∣] <∞

がわかる. さらに

|h(x)| =
∣∣h(x)1l[0, 1](x)∣∣+ ∣∣h(x)1l(1,∞)(x)

∣∣
≤ sup
|x|≤1

|h(x)|+
∣∣xh(x)1l(1,∞)(x)

∣∣
≤ sup
|x|≤1

|h(x)|+
∣∣xh(x)∣∣ =: C ++

∣∣xh(x)∣∣
となる. ただし, C はある定数である. よって

E
[∣∣h(X)

∣∣] ≤ C + E
[∣∣Xh(X)

∣∣] <∞

がわかる.

また, E
[∣∣ •h (X)

∣∣] <∞ もわかるので

lim
|x|→∞

h(x)e−x
2/2 dx = 0

が成立することを証明できる. 詳しくは, [32, pp.284-285] を参照のこと.

2

定理 11.1 は多変量正規分布に対する拡張はできる.

X = (X1, X2, . . . , Xd)
⊤ ∼ Nd(0d, Σ)

とする. ただし, 0d = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d 個

)⊤ で, Σ は d× d の正定値対称行列で

ある. すなわち, Σ = Σ⊤ で, 任意の a ̸= 0d に対して, a⊤Σa > 0 が成立
する. さらに, hj : Rn −→ R (j = 1, 2, . . . , d) は連続微分可能な関数と
し, h = (h1, h2, . . . , hd)

⊤ と書くことにする.

定理 11.3. h はゆるい成長条件をみたすと仮定する. このとき

E
[
X1h(X)

]
=

d∑
j=1

E[X1Xj]E

[
∂h

∂xj
(X)

]
(11.2)

が成立する. ただし

E
[
X1h(X)

]
=
(
E
[
Xh1(X)

]
, E
[
Xh2(X)

]
, . . . , E

[
Xhd(X)

])⊤
,

E

[
∂h

∂xj
(X)

]
=

(
E

[
∂h1
∂xj

(X)

]
, E

[
∂h2
∂xj

(X)

]
, . . . , E

[
∂h3
∂xj

(X)

])⊤
である. 等式 (11.2) を多変量正規分布の部分積分公式という.
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Proof. σ2
1 = E[X2

1 ]とする. このとき,確率ベクトル Y = (Y1, Y2, . . . , Yd)
⊤

の各成分を

Yj = Xj − λjX1, λj =
E[XjX1]

σ2
1

,

で定まる. するとY と X1 は独立となる. 実際, j = 1, 2, . . . , dに対して

Cov[Yj, X1] = Cov[Xj, X1]− λjCov[X1, X1]

= E[XjX1]−
E[XjX1]

σ2
1

× E[X2
1 ]︸ ︷︷ ︸

=σ2
1

= 0

からわかる. よって, 正規分布の性質から Y と X1 は独立である.

λ = (λ1, λ2, . . . , λd)
⊤ とおくと

X = Y +X1λ

と書ける. E1[ · ] := E[ · |Y ] と表記する. (11.1) から

E1[X1hj(X)] = E1[X1hj(Y +X1λ)] (11.3)

= σ2
1E

[
∂hj
∂t

(Y + tλ)

∣∣∣∣
t=X1

]
(j = 1, 2, . . . , d) (11.4)

となる. ただし, すべての Y に対して

lim
t→±∞

h(Y + tλ) = 0

をみたし, (11.4) の両辺の期待値は有限の値を持つと仮定する. よって

E1[X1h(X)] = σ2
1E

[
∂h

∂t
(Y + tλ)

∣∣∣∣
t=X1

]
(11.5)

である. さらに

X1h(X) と
∂h

∂t
(Y + tλ)

∣∣∣∣
t=X1

は絶対可積分としたとき, (11.5) の両辺の期待値をY に関して取り, Fu-

bini の定理を用いると

E[X1h(X)] = σ2
1E

[
∂h

∂t
(Y + tλ)

∣∣∣∣
t=X1

]
(11.6)

を得る. ここで, k = 1, 2, . . . , d に対して

∂hk
∂t

(Y + tλ)

∣∣∣∣
t=X1

=
d∑

j=1

λj
∂hk
∂xj

(Y +X1λ) =
d∑

j=1

λj
∂hk
∂xj

(X)
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となることに注意すると

E[X1h(X)] =
d∑

j=1

E[X1Xj]E

[
∂h

∂xj
(X)

]
を得る. 2

注意 11.4. 成長条件についてのコメントを加筆すること. 2

次に, 中心化された多変量正規分布に従う独立な 2 つの確率ベクトル
の線型補間を考えるために, 確率ベクトルを

X = (X1, X2, . . . , Xd)
⊤, Y = (Y1, Y2, . . . , Yd)

⊤, X と Y は独立

と書こう. さらに

σij := E[XiXj], ψij := E[YiYj] (i, j = 1, 2, . . . , d)

とする. このとき, 0 ≤ t ≤ 1 に対して

Z(t) :=
√
tX +

√
1− tY (11.7)

と定める. Σ := (σij), Ψ = (ψij) とおくと

Z(t) ∼ Nd

(
0d, tΣ+ (1− t)Ψ

)
(0 ≤ t ≤ 1)

となる. Z(t) を X と Y の線型補間という.

j = 1, 2, . . . , d に対して, hj : Rd −→ R を 2 回連続微分可能な関数
とし, h = (h1, h2, . . . , hd)

⊤ とおく. h の期待値を

g(t) := E[h(Z(t))] (0 ≤ t ≤ 1)

と書くことにする. 定め方から

g(1) = E[h(Y )], g(0) = E[h(X)]

となる. h の各成分 hk (k = 1, 2, . . . , d) の 1 次導関数は指数成長条
件をみたすとき, 微分記号と積分記号の交換ができることに注意する.

g = (g1, g2, . . . , gd)
⊤ と書いたとき, k = 1, 2, . . . , d に対して

•
gk (t) :=

d

dt
gk(t) =

d

dt
E
[
hk(Z(t))

]
= E

[
d

dt
hk(Z(t))

]
= E

[ d∑
j=1

dhk
dxj

(Z(t))
d

dt
Zj(t)

]
=: E

[ d∑
j=1

dhk
dxj

(Z(t))
•
Zj (t)

]
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となる. ただし

•
Zj (t) =

d

dt
Zj(t) =

1

2
√
t
Xj −

1

2
√
1− t

Yj

である.
•
Zj (t) と Zi(t) (i = 1, 2, . . . , d) の共分散は

E
[ •
Zj (t)Zi(t)

]
= E

[(
1

2
√
t
Xj −

1

2
√
1− t

Yj

)
(
√
tXi +

√
1− tYi)

]
= E

[
1

2
XiXj −

√
t

2
√
1− t

XjYj +

√
1− t

2
√
t
XjYi −

1

2
YiYj

]
=

1

2

{
E[XiXj]− E[YiYj]

}
=

1

2
(σij − ψij)

となる. ∀1 ≤ i, j ≤ d に対して, ある c1 > 0, c2 > 0 が存在して∣∣∣∣ ∂h∂xi (x)
∣∣∣∣ ≤ c1e

c2|x|2 ,d (11.8)

と ∣∣∣∣ ∂h2

∂xi∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≤ c1e
c2|x|2 ,d または σi, j = ψi, j (11.9)

のいずれかが成立すると仮定すると,正規分布の部分積分公式 (定理 11.3)

を用いると k = 1, 2, . . . , d に対して

E

[
∂hk
∂xj

(Z(t))
•
Zj (t)

]
=

d∑
i=1

E
[
Zi(t)

•
Zj (t)

]
E

[
∂2hk
∂xi∂xj

(Z(t))

]

=
1

2

d∑
i=1

(σij − ψij)E

[
∂2hk
∂xi∂xj

(Z(t))

]
を得る. 1 から d まで j をたし合わせると

•
gk (t) =

d

dt
E
[
hk(Z(t)

]
=

1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

(
σij − ψij

)
E

[
∂2hk
∂xi∂xj

(Z(t))

]
(11.10)

を得る. これをベクトルで表現すると

•
g (t) =

1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

(
σij − ψij

)
E

[
∂2h

∂xi∂xj
(Z(t))

]
となる.
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関数 h : R −→ R は 2 回連続微分可能で, ある種の成長条件をみたす
とする. Z ∼ N(0, 1) のとき

g(t, x) := E
[
h(x+

√
tZ
]

とおくと

∂g

∂t
= E

[
∂

∂t
h(x+

√
tX)

]
= E

[
Z

2
√
t

•
h (x+

√
tZ)

]
=

1

2
√
t

∫ ∞
−∞

z
•
h (x+

√
tz)

1√
2π
e−z

2/2 dz

=
1

2
√
t

[
−
•
h (x+

√
tz)

1√
2π
e−z

2/2

]∞
−∞

+
1

2
√
t

∫ ∞
−∞

∂

∂z

•
h (x+

√
tz)

1√
2π
e−z

2/2 dz

=
1

2
E
[••
h (x+

√
tZ)
]

(11.11)

となる. 一方

∂g

∂x2
=

∂2

∂x2
E
[
h(x+

√
tZ)
]
= E

[
∂2

∂x2
h(x+

√
tZ)

]
= E

[
••
h (x+

√
tZ)

]
(11.12)

となる. (11.11) と (11.12) を合わせると

∂g

∂t
(t, x) =

1

2

∂g

∂x2
(t, x) (11.13)

を得る. 境界条件 g(0, x) = h(x) を与えると熱方程式 (11.13) を解くこ
とができる.

11.2 ガウス確率集中不等式
Lipschitz 関数 h : Rd −→ R を考える. すなわち, ある L > 0 に対

して ∣∣h(x)− h(y)
∣∣ ≤ L

∣∣x− y
∣∣
2, d

(∀x, y ∈ Rd) (11.14)

をみたす. このような L のうちの最小のものを関数 h の Lipschitz 半ノ
ルム ∥h∥Lip と呼ぶことにする.
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定理 11.5. Z1, Z2, . . . , Zd
i.i.d.∼ N(0, 1) とし, Z = (Z1, Z2, . . . , Zd)

⊤ と
おく. h を Rd の Lipschitz 関数とする. このとき, 任意の t ≥ 0 に対して

Pr

(
h(Z)− E[h(Z)] ≥ t

)
≤ exp

(
− t2

4∥h∥2Lip

)
が成り立つ.

Proof. I h は微分可能で勾配が有限の場合の証明. hは微分可能で,その
勾配が L > 0 なる上限を持つと仮定する. すなわち

∣∣∇h∣∣
2, d

≤ L, ∇ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xd

)⊤
, x = (x1, x2, . . . , xd)

⊤

である. λ ≥ 0 を取り, Z1, Z2 を Z の独立複製とし, Gauss 補間

g(t) = E

[
exp

{
λ

(
h(
√
tZ1 +

√
1− tZ)− h(

√
tZ2 +

√
1− tZ)

)}]
(11.15)

を考える.

1⃝ g(1) ≤ eλ
2L2
の証明. 上の g(t) を (11.7) の形に直す. 関数 G :

R2d −→ R を

G(x1, x2, . . . , xd, xd+1, . . . , x2d)

= exp

{
λ

(
h(x1, x2, . . . , xn)− h(xd+1, xd+2, . . . , x2d)

)}
と定め

X =

(
Z1

Z2

)
, Y =

(
Z

Z

)

とおく. このとき, (11.7) の形の Gauss 補間は

g(t) = E
[
G
(√

tX +
√
1− tY

)]
と書き直すことができる. さらに

Σ := Cov[X] =

[
Id 0

0 Id

]
, Ψ := Cov[Y ] =

[
Id Id
Id Id

]

となることに注意する. したがって

Σ−Ψ =

[
0 −Id

−Id 0

]
= (σi, j − ψi, j) (11.16)
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となる. また, hj =
∂h

∂xj
(j = 1, 2, . . . , ). と置いたとき, 簡単な計算 2か

ら, j = 1, 2, . . . , d に対して

∂G2

∂xj∂xj+d

= −λ2Ghj(x1, x2, . . . , xd)hj(xd+1, xd+2, . . . , x2d)

を得る. 仮定から,
∣∣∇h∣∣

2, d
≤ L なので, hj (j = 1, 2, . . . , d) はすべて有

界となる. したがって, c1, c2 ∈ R が存在して∣∣h(x)∣∣ ≤ c1 + c2|x|2 ,d

と評価 3できる. よって, G に対して, 成長条件 (11.9) が満たされるので,

(11.10) と (11.16) から

•
g (t) =

1

2

d∑
i, j=1

(σi, j − ψi, j)E

[
∂2G

∂xi∂xj

]

= λ2E

[
G(

√
tX +

√
1− tY )

d∑
j=1

hj(
√
tZ1 +

√
1− tZ)hj(

√
tZ1 +

√
1− tZ)

]
2実際

∂G2

∂xj∂xj+d
=

∂

∂xj+d

{
∂

∂xj
exp

(
λ
(
h(x1, x2, . . . , xn)− h(xd+1, xd+2, . . . , x2d)

))}
=

∂

∂xj+d

{
λhj(x1, x2, . . . , xn) exp

(
λ
(
h(x1, x2, . . . , xn)− h(xd+1, xd+2, . . . , x2d)

))}
= −λhj(xd+1, xd+2, . . . , x2d)λhj(x1, x2, . . . , xn)

× exp

(
λ
(
h(x1, x2, . . . , xn)− h(xd+1, xd+2, . . . , x2d)

))}
= −λ2hj(xd+1, xd+2, . . . , x2d)λhj(x1, x2, . . . , xn)

からわかる.
3実際, |hj | ≤ c3 とすると

∣∣h(y)− h(x)
∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ 1

0

d

dt
h
(
x+ t(y − x)

)
dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ 1

0

d∑
j=1

(yj − xj)hj dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

d∑
j=1

|(yj − xj)| × |hj | dt ≤ c3

d∑
j=1

|yj − xj | ≤
√
dc3

√√√√ d∑
j=1

(yj − xj)2

=
√
dc3|y − x|2 ,d

となる. ここで, y = 0 とおくと

|h(x)| − |h(0)|︸ ︷︷ ︸
=:c1

≤
√
dc3︸ ︷︷ ︸

=:c2

|x|2 ,d

よりわかる.
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がわかる. Cauchy-Schwarz の不等式から

d∑
j=1

hj(
√
tZ1 +

√
1− tZ)hj(

√
tZ1 +

√
1− tZ)

≤
∣∣∇h(√tZ1 +

√
1− tZ)

∣∣
2, d

×
∣∣∇h(√tZ2 +

√
1− tZ)

∣∣
2, d

≤ L2

となる. よって

•
g (t) ≤ λ2L2E

[
G(

√
tX +

√
1− tY )

]
= λ2L2g(t)

を得る. これより

d

dt

{
g(t)e−λ

2L2t

}
= e−λ

2L2t

(
•
g (t)− λ2L2g(t)

)
≤ 0

となるので, 関数 t 7→ g(t)e−λ
2L2t は非増加である. よって, g(1) ≤

eλ
2L2
g(0) となる. さらに, (11.15) から g(0) = 1 がわかるので

g(1) = E
[
exp
{
λ
(
h(Z1)− h(Z2)

)}]
≤ eλ

2L2

(11.17)

がわかる.

2⃝ Pr(h(Z)− E[h(Z)] ≥ t) ≤ e−λ
2/L2
の証明. 関数 x 7→ exp(−λx) は凸

なので, Jensen の不等式 (Z2 の期待値に関するもの)から

exp

{
λ

(
h(Z1)− E2[h(Z2)]

)}
≤ E2

[
exp

{
λ

(
h(Z1)− h(Z2)

)}]
を得る. ただし, Ej[ · ] は Zj (j = 1, 2) に関する期待値を表す. さらに,

上記の不等式を Z1 に関して積分をし, Z1, Z2 は Z と同じ分布を持つこ
とと (11.17) から

E

[
exp

{
λ

(
h(Z)− E

[
h(Z)

])}]
= E1

[
exp

{
λ

(
h(Z1)− E2

[
h(Z2)

])}]
≤ E1

[
E2

[
exp

{
λ

(
h(Z1)−

[
h(Z2)

])}]]
= E

[
exp

{
λ

(
h(Z1)−

[
h(Z2)

])}]
≤ eλ

2L2
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を得る. さらに, λ > 0, t > 0 とし, Markov の不等式を用いると

Pr

(
h(Z)− E[h(Z)] ≥ t

)
= Pr

(
exp

(
λ
(
h(Z)− E[h(Z)]

))
≥ eλt

)
≤ e−λtE

[
exp

(
λ
(
h(Z)− E[h(Z)]

))]
≤ exp

(
−λt+ λ2L2

)
= exp

(
L2
(
λ− t/(2L2)

)2 − t2

4L2

)
を得る. λ > 0 は任意だったので, λ = t/(2L2) とおくと

Pr

(
h(Z)− E[h(Z)] ≥ t

)
≤ exp

(
− t2

4L2

)
を得る.

II h は Lipschitz の場合の証明. 標準的な smoothing technique を用い
る. すなわち, ϵ > 0 に対して

hϵ(x) := E
[
h(x+ ϵZ̃

]
(11.18)

と定める. ただし, Z̃ ∼ Nd(0d, Id) である. すると関数 hϵ も Lipschitz

とこと 4がわかる. しかし, 微分可能 5である. 関数 hϵ に I の結果を適用
すると, ∀t > 0 に対して

Pr
(
hϵ(Z)− E[hϵ(Z) ≥ t

)
≤ exp

(
− t2

4∥hϵ∥Lip

)
(11.19)

4実際 ∣∣hϵ(x)− hϵ(y)
∣∣ ≤ E

[∣∣h(x+ ϵZ)− h(y + ϵZ)
∣∣] ≤ L∥x− y|2, d

よりわかる.
5なぜならば

E
[
h(x+ ϵZ)

]
=

1

(
√
2π)d

∫
Rd

h(x+ ϵy)e−|y|22, d/2 dy

=
1

(ϵ
√
2π)d

∫
Rd

h(t)e−|t−x|22, d/(2ϵ
2) dt(

∵ y = (t− x)/ϵ と変換
)

とかけることからわかる.
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となる. 十分小さな ϵ > 0 に対して∣∣h(x)− hϵ(x)
∣∣ = ∣∣∣∣E[h(x)− h(x+ ϵZ̃)

]∣∣∣∣
≤ E

[∣∣h(x)− h(x+ ϵZ̃)
∣∣]

≤ E

[
Lϵ
∣∣Z̃∣∣

2, d

] (
∵ (11.14)

)
≤ Lϵ

∣∣Z̃∣∣
2, d

ϵ→0−→ 0

から, hϵ は h を一様に近似することがわかる. よって

Pr

(
h(Z)− E[h(Z)] ≥ t

)
= Pr

(
hϵ(Z)− E[hϵ(Z)] ≥ t−

{
h(Z))− hϵ(Z))− E[h(Z))− hϵ(Z))]

})
≤ Pr

(
hϵ(Z)− E[hϵ(Z)] ≥ t− 2LϵE[|Z̃|2, d

)
≤ exp

(
−
(
t− 2LϵE[|Z̃|2, d

)2
4∥hϵ∥Lip

)
ϵ→0−→ exp

(
− t2

4∥h∥Lip

)
がわかる. よって, 定理は証明された. 2

以下では, Gauss 確率集中不等式の適用例を述べる.

例 11.6. 2

例 11.7. 2

例 11.8. 2

例 11.9. 2

11.3 Gauss 分布比較
定理 11.10 (Slepianの不等式). X = (X1, X2, . . . , Xd)

⊤, Y = (Y1, Y2, . . . , Yd)
⊤

はRd 上の中心化された正規分布に従う確率ベクトル 6で

1. E[X2
j ] = E[Yj]

2 (j = 1, 2, . . . , d),

6X と Y は独立でなくともよい.
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2. E[XjXk] ≤ E[YjYk] (j, k = 1, 2, . . . , d)

をみたすとする. このとき, ∀tj (j = 1, 2, . . . , d) に対して

Pr

( d∩
j=1

{
Xj ≤ tj

})
≤ Pr

( d∩
j=1

{
Yj ≤ tj

})
(11.20)

が成り立つ. さらに

E

[
max

j=1, 2, ..., d
Xj

]
≥ E

[
max

j=1, 2, ..., d
Yj

]
(11.21)

が成立する.

Proof. I (11.20) の証明. まず

1l

( d∩
j=1

{
xj ≤ tj

})
=

d∏
j=1

1l
{
xj ≤ tj

}
に注意する. 滑らかな非負値非増加関数 φj( · ) (j = 1, 2, . . . , d)で1l(−∞, tj ]( · )
を近似する. ここで

φ(x) =
d∏

j=1

φj(xj), x = (x1, x2, . . . , d)

とおき, Gauss 補間

g(t) := E
[
φ
(√

tX +
√
1− tY

)]
E
[
φ
(√

tZ(t)
)]

を考える. すると (11.10) から

•
g (t) =

1

2

d∑
i, j=1

(
E[XiXj]− E[YiYj]︸ ︷︷ ︸

≤0

)
E

[
∂2φ

∂xi∂xj
(Z(t))

]
≤ 0

となる. 実際,
•
φi (xi) ≤ 0 かつ

•
φj (xj) ≤ 0 (i ̸= j) なので

∂2

∂xi∂xj

d∏
ℓ=1

φℓ(xℓ) =
•
φi (xi)

•
φj (xj)︸ ︷︷ ︸
≥0

∏
ℓ ̸=i, j

φℓ(xℓ)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0

となることからわかる. よって, g は非増加となるので

g(1) = E[φ(X)] ≤ g(0) = E[φ(Y )]
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がわかる. φj は指示関数 1l(−∞, tj ] に収束するので

Pr

( d∩
j=1

{
Xj ≤ tj

})
= E

[ d∩
j=1

{
Xj ≤ tj

}]
≤ E

[ d∩
j=1

{
Yj ≤ tj

}]

= Pr

( d∩
j=1

{
Yj ≤ tj

})
がわかる.

II (11.23) の証明. (11.20) から (11.23) を証明する. (11.20) において
tj = t (j = 1, 2, . . . , d) とおくと

Pr

(
max

j=1, 2, ..., d
Xj ≤ t

)
= Pr

( d∩
j=1

{
Xj ≤ t

})
≤ Pr

( d∩
j=1

{
Yj ≤ t

})
= Pr

(
max

j=1, 2, ..., d
Yj ≤ t

)
(11.22)

となる. ここで

X := max
j=1, 2, ..., d

Xj, X+ := max{X, 0}, X− := max{−X, 0},

Y := max
j=1, 2, ..., d

Yj, Y + := max{Y, 0}, Y − := max{−Y, 0}

とおく. すると X+, X−, Y +, Y − は非負値確率変数で

X = X+ −X−, Y = Y + − Y −

となる. すると t ≥ 0 に対して, {X+ ≥ 0} ∩ {X− ≥ 0} = ∅ となること
注意して, (11.22) を用いると

Pr
(
X+ −X− > t

)
≥ Pr

(
Y + − Y − > t

)
⇒ Pr

(
X+ > t

)
≥ Pr

(
Y + > t

)
となる. さらに

Pr
(
X+ −X− > −t

)
≥ Pr

(
Y + − Y − > −t

)
⇒ Pr

(
X− −X+ < t

)
≥ Pr

(
Y − − Y + < t

)
⇒ Pr

(
X− −X+ ≥ t

)
≤ Pr

(
Y − − Y + ≥ t

)
⇒ Pr

(
X− ≥ t

)
≤ Pr

(
Y − ≥ t

)
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がわかる. よって, 命題 1.32 から

E[X] = E[X+]− E[X−]

=

∫ t

0

Pr(X+ > t) dt−
∫ t

0

Pr(X− > t) dt

=

∫ t

0

Pr(X+ > t) dt−
∫ t

0

Pr(X− ≥ t) dt

≥
∫ t

0

Pr(Y + > t) dt−
∫ t

0

Pr(Y − ≥ t) dt

≥
∫ t

0

Pr(Y + > t) dt−
∫ t

0

Pr(Y − > t) dt

= E[Y +]− E[Y −] = E[Y ]

となる. よって, 定理は証明された. 2

次に, (11.23) をより制限のすくない条件のもとで証明しよう. i, j ∈
{1, 2, . . . , d}, i ̸= j に対して

E
[
(Xi −Xj)

2
]
= E[X2

i ] + E[X2
j ]− E[XiXj],

E
[
(Yi − Yj)

2
]
= E[Y 2

i ] + E[Y 2
j ]− E[YiYj]

となるので, 定理 11.10 の最初の条件のもと

E[XiXj] ≤ E[YiYj] (∀1 ≤ i, j ≤ d)

⇔ E
[
(Xi −Xj)

2
]
≥ E

[
(Yi − Yj)

2
]
(∀1 ≤ i, j ≤ d)

となる. 2 番目の条件を置き換えることにより, 自動的に 1 番目の条件が
成立することを示す.

定理 11.11. X = (X1, X2, . . . , Xd)
⊤, Y = (Y1, Y2, . . . , Yd)

⊤ は Rd 上
の中心化された正規分布に従う確率ベクトルで

E
[
(Xi −Xj)

2
]
≥ E

[
(Yi − Yj)

2 (∀1 ≤ i, j ≤ d)

をみたすとする. このとき

E

[
max

j=1, 2, ..., d
Xj

]
≥ E

[
max

j=1, 2, ..., d
Yj

]
(11.23)

が成立する.

Proof. 1⃝ max
j=1, 2, ..., d

xj の平滑化. 補間法を用いて証明する. しかし, 最大

値関数 x = (x1, x2, . . . , xd) 7→ max
j=1, 2, ..., d

xj に対する特別な平滑化関数

F (x) =
1

β
log

d∑
j=1

eβxj
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を用いる. ただし, β > 0 である. 関数 F を最大値の平滑化関数とみる
理由は以下である.

max
j=1, 2 ..., d

xj ≤
1

β
log

( d∑
j=1

eβxj

)
≤ max

j=1, 2 ..., d
xj +

log n

β
(11.24)

が成り立つこと 7からわかる. すると

E[F (X)]
β→∞−→ E

[
max

j=1, 2, ..., d
Xj

]
; E[F (Y )]

β→∞−→ E

[
max

j=1, 2, ..., d
Yj

]
から

E[F (X)] ≥ E[F (Y )] ⇒ E

[
max

j=1, 2, ..., d
Xj

]
≥ E

[
max

j=1, 2, ..., d
Yj

]
がわかる.

2⃝ E[F (X)] ≥ E[F (Y )] の証明. Gauss 補間 (11.10) を用いるために, F

の導関数を求める. まず, j = 1, 2, . . . , d に対して

Fj(x) :=
∂F

∂xj
=

eβxj∑n
ℓ=1 e

βxℓ

となることに注意する. さらに

Fjj(x) :=
∂2F

∂x2j
= β

(
Fj(x)− {Fj(x)}2

)
, (11.25)

Fij(x) :=
∂2F

∂xi∂x2j
= −βFi(x)Fj(x) (i ̸= j) (11.26)

となる. よって, Gauss補間 (11.10)は以下のようになる. Z(t) =
√
tX+

7実際

max
j=1, 2 ..., d

xj =
1

β

d∑
j=1

βxj =
1

β
log exp

( d∑
j=1

βxj

)
≤ 1

β
log

( d∑
j=1

eβxj

)

≤ 1

β
log

(
n exp{β max

j=1, 2 ..., d
xj}
)

=
1

β

(
log n+ β max

j=1, 2 ..., d
xj

)
= max

j=1, 2 ..., d
xj +

log n

β

からわかる.
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√
1− tY とおくと

•
g (t) =

d

dt
E
[
F (Z(t)

]
=

1

2

d∑
i, j=1

{
E[XiXj]− E[YiYj]

}
E

[
∂2F

∂xi∂xj
(Z(t))

]

=
β

2

d∑
j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E
[
Fj(Z(t))− F 2

j (Z(t))
]

− β

2

∑
i̸=j

{
E[XiXj]− E[YiYj]

}
E

[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
(11.27)

を得る. F をうまく選んで
d∑

j=1

Fj(x) =
d∑

j=1

eβxj∑d
k=1 e

βxk

= 1

とする. すると

Fj(x)− F 2
j (x) = Fj(x)

{
1− Fj(x)

}
= Fj(x)

∑
i̸=j

Fi(x) =
∑
j ̸=i

Fi(x)Fj(x)

がわかる. これから
d∑

j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E
[
Fj(Z(t))− F 2

j (Z(t))
]

=
d∑

j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}∑

i̸=j

E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
=

d∑
i=1

d∑
j ̸=i

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
となる. 上式の右辺の i と j を入れ替えると

d∑
j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E
[
Fj(Z(t))− F 2

j (Z(t))
]

=
d∑

i=1

d∑
j ̸=i

{
E[X2

i ]− E[Y 2
i ]
}
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
となる. 上の 2 つの式の辺々を加えると

　
d∑

j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E
[
Fj(Z(t))− F 2

j (Z(t))
]

=
1

2

d∑
i=1

∑
j ̸=i

(
E[X2

i ] + E[X2
j ]− E[Y 2

i ]− E[Y 2
j ]

)
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
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を得る. この式を (11.27) の最右辺の 1 項目に入れると

•
g (t) =

β

4

d∑
i=1

∑
j ̸=i

(
E[X2

i ] + E[X2
j ]− E[Y 2

i ]− E[Y 2
j ]

)
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
− β

2

d∑
i=1

∑
j ̸=i

{
E[XiXj]− E[YiYj]

}
E

[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]

=
β

4

d∑
i=1

∑
j ̸=i

(
E
[
(Xi −Xj)

2
]
− E

[
(Yi − Yj)

2
])

E

[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
(11.28)

≥ 0

を得る. これから

E[F (X)] = E[F (Z(1)] = g(1) ≥ g(0) = E[F (Z(0)] = E[F (Y )]

がわかる. 2

例 11.12. 2

系 11.13. X = (X1, X2, . . . , Xd)
⊤, Y = (Y1, Y2, . . . , Yd)

⊤ は Rd 上の
中心化された正規分布に従う確率ベクトルで, ある ϵ > 0 に対して∣∣∣∣E[(Xi −Xj)

2
]
− E

[
(Yi − Yj)

2
]∣∣∣∣ ≤ ϵ

d
(∀i, j = 1, 2, . . . , d) (11.29)

をみたすとき∣∣∣∣E[ max
j=1, 2, ..., d

Xj

]
− E

[
max

j=1, 2, ..., d
Yj

]∣∣∣∣ ≤√ϵ log d

が成り立つ.

Proof. β > 0 に対して

F (x) =
1

β
log

( d∑
j=1

eβxj

)
おく. すると, i ̸= j に対して

∂F

∂xj
(x) =: Fj(x) =

eβxi∑d
k=1 e

βxk

,

∂2F

∂xi∂xj
(x) =

1

β

∂

∂xj

{
βeβxi∑d
k=1 e

βxk

}
= − 1

β

{
βeβxi∑d
k=1 e

βxk︸ ︷︷ ︸
βFi(x)

}{
βeβxj∑d
k=1 e

βxk

}

= −βFi(x)Fj(x) =: Fi, j(x)
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となる.
∑d

j=1 Fj(X) = 1, 0 ≤ Fi(x) ≤ 1 (j = 1, 2, . . . , d) から∣∣∣∣ ∂2F

∂xi∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≤ β, Fi, i(x) = −
∑
j ̸=i

Fi, j(x)

がわかる. さらに

•
g (t) = E

[
d

dt
F (Z(t))

]
= E

[ d∑
j=1

Fj(Z(t))

(
1

2
√
t
Xj −

1

2
√
1− t

Yj

)]
(11.30)

となる. 定理 11.3 から

E

[
Fj(Z(t))Xj

]
=

√
t

d∑
i=1

E[XjXi]E

[
∂F 2

∂xi∂xj
(Z(t))

]
,

E

[
Fj(Z(t))Yj

]
=

√
1− t

d∑
i=1

E[YjYi]E

[
∂F 2

∂xi∂xj
(Z(t))

]
となる. 上の 2 式を (11.30) に入れると

•
g (t) =

1

2

d∑
j=1

d∑
i=1

{
E[XiXj]− E[YiYj]

}
E

[
∂F 2

∂xi∂xj
(Z(t))

]

=
1

2

d∑
j=1

{{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E

[
∂F 2

∂xj∂xj
(Z(t))

]
+
∑
i ̸=j

{
E[XiXj]− E[YiYj]

}
E

[
∂F 2

∂xi∂xj
(Z(t))

]}
(11.31)

となる. さらに, (11.26) と
∑d

k=1 Fk(Z(t)) = 1 から

d∑
j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E

[
∂F 2

∂xj∂xj
(Z(t))

]

= β
d∑

j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E

[
Fi(Z(t))

{
1− Fi(Z(t))

}︸ ︷︷ ︸
=−

∑
j ̸=i Fj(Z(t))

]

= −β
d∑

j=1

∑
j ̸=i

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
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となる. 上の式の右辺で i と j を入れ替えると

d∑
j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E

[
∂F 2

∂xj∂xj
(Z(t))

]

= −β
d∑

i=1

∑
i̸=j

{
E[X2

i ]− E[Y 2
i ]
}
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
となる. これらのふたつの式を合わせると

d∑
j=1

{
E[X2

j ]− E[Y 2
j ]
}
E

[
∂F 2

∂xj∂xj
(Z(t))

]

= −β
2

d∑
j=1

∑
i ̸=j

{
E[X2

i ] + E[X2
j ]− E[Y 2

i ] + E[Y 2
j ]
}
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
を得る. この式を (11.31) に代入すると

•
g (t) = −β

4

d∑
j=1

∑
i̸=j

{
E[X2

i ] + E[X2
j ]− E[Y 2

i ]− E[Y 2
j ]− 2E[XiXj] + 2E[YiYj]

}
× E

[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
= −β

4

d∑
j=1

∑
i̸=j

{
E[(Xi −Xj)

2]− E[(Yi − Yj)
2]

}
E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]
を得る. したがって, (11.29) から

∣∣ •g (t)∣∣ ≤ ϵβ

4d

∣∣∣∣ d∑
j=1

∑
i̸=j

E
[
Fi(Z(t))Fj(Z(t))

]∣∣∣∣
=
ϵβ

4d

∣∣∣∣ d∑
j=1

E
[∑
i̸=j

Fi(Z(t))︸ ︷︷ ︸
=1−Fj(Z(t))

Fj(Z(t))
]∣∣∣∣

≤ ϵβ

4d

d∑
j=1

E[|Fj(Z(t))|]

≤ ϵβ

4

を得る. 以上から∣∣∣∣E[F (X)]− E[F (Y )]

∣∣∣∣ = ∣∣g(1)− g(0)| =
∣∣∣∣ ∫ 1

0

•
g (t) dt

∣∣∣∣
≤ E

[∣∣ •g (t)∣∣] ≤ βϵ

4
(11.32)
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となる. (11.27) から (11.28) から

F (X) ≤ max
j=1, 2, ..., d

Xj +
log d

β
,

F (Y ) ≥ max
j=1, 2, ..., d

Yj

となるので

F (X)− max
j=1, 2, ..., d

Xj −
{
F (Y )− max

j=1, 2, ..., d
Yj
}
≤ log d

β

となる. 同様に

F (Y )− max
j=1, 2, ..., d

Yj −
{
F (X)− max

j=1, 2, ..., d
Xj

}
≤ log d

β

となるので∣∣∣∣F (X)− max
j=1, 2, ..., d

Xj −
{
F (Y )− max

j=1, 2, ..., d
Yj
}∣∣∣∣ ≤ log d

β
(11.33)

となる. したがって, (11.32) と (11.33) から∣∣∣∣E[ max
j=1, 2, ..., d

Xj

]
− E

[
max

j=1, 2, ..., d
Xj

]∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣E[F (Z)]− E[F (Y )

∣∣∣∣
+ E

[∣∣∣∣F (X)− max
j=1, 2, ..., d

Xj −
{
F (Y )− max

j=1, 2, ..., d
Yj
}∣∣∣∣]

≤ βϵ

4
+

log d

β

を得る. ここで, β = 2

√
log d

ϵ
とおくと∣∣∣∣E[ max

j=1, 2, ..., d
Xj

]
− E

[
max

j=1, 2, ..., d
Xj

]∣∣∣∣ ≤√ϵ log d

を得る. よって, 系は証明された. 2

定理 11.14 (Sudakov minoration). X1, X2, . . . , Xd を中心かされた正規
分布に従う確率変数列とする. このとき

E

[
max

j=1, 2, ..., d
Xj

]
≥ 1

2
min
i ̸=j

√
E
[
(Xi −Xj)2

]
log d

が成立する.
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Proof. 2

注意 11.15. Sudakov minorationの不等式の驚くべき結果は, Gauss過程
の最大値に対する下限を与えることである. 実際, T で添え字づけれた中
心化された Gauss過程{Xt : t ∈ T }を考える. T 上の疑似距離d(t, s)2 =

E[(Xt − Xs)
2] で定める. このとき, 0 < ∀ϵ ≤ D := sups, t∈T d(s, t) に対

して

E

[
sup
t∈T

Xt

]
≥ ϵ

2

√
H(ϵ, T , d)

をもつことである.
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