
中央大学大学院理工学研究科数学専攻　

統計数学特別講義第四

今野良彦

大阪公立大学

2026年 4月 11日

1 / 58



本日の講義内容

講義全体のガイダンス

第 0章　なぜ経験過程理論を学ぶか
第 1章　準備:確率空間・事象・確率変数・期待値

1.1. 記号
1.2確率と確率変数
1.3確率的独立性
1.4期待値の定義
1.5条件付き期待値
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ガイダンス

日程: 4/11, 4/25, 5/9, 5/23, 6/6, 6/20, 7/11

講義のホームページ:
https://mcm-www.jwu.ac.jp/˜konno/stat-chuo.html

この講義で学ぶこと

1⃝ 確率変数列の収束について説明できること.
2⃝ 確率の最大不等式を説明できること.
3⃝ 経験過程理論における基本的な事項を説明できること．　　
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第 0章　なぜ経験過程を学ぶか (1)

正規分布からの 10個の乱数を x1, x2, . . . , x10 と書く. 経験分布
関数 F̂10 は

F̂10(x) :=
{xi ≤ x (i = 1, 2, . . . , 10)}の個数

10
(x ∈ R) (1)

で定義される. また,標準正規分布の分布関数 Fは

F(x) =
∫ x

−∞

1
√

2π
e−t2/2 dt (x ∈ R)

である.
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第 0章　なぜ経験過程を学ぶか (2)

下記の図は標準正規分布からの 10個の乱数から作図した経験分
布関数と標準正規分布の分布関数のグラフを並べたものである.
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第 0章　なぜ経験過程を学ぶか (3)

F̂n(x) :=
{Xi ≤ x (i = 1, 2, . . . , n)}の個数

n
(x ∈ R).

標本平均

Xn =
1
n

(X1 + X2 + · · · + Xn)

が母平均 µの推定量であるように, F̂nを分布関数 Fの推定量と考
えることができる.
標本平均は Xnはよい性質を持っている.

E[Xn] = µ; lim
n→∞

Pr
(|Xn − µ| > ϵ

)
= 0 (∀ϵ > 0).

同様に,固定した xに対して

E
[̂
Fn(x)] = F(x); lim

n→∞
Pr
(|̂Fn(x) − F(x)| > ϵ) = 0 (∀ϵ > 0)

が成立することが標本平均と同じ議論で証明できる. さらに

lim
n→∞

Pr
(
sup
x∈R
|̂Fn(x) − F(x)| > ϵ

)
= 0 (∀ϵ > 0) (2)

が成り立つことも知られている.
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第 0章　なぜ経験過程を学ぶか (4)

正規分布 N(µ, 1)の p.d.f. を pµ と書いたとき,それに対応する確
率測度を P(B) =

∫
B

pµ(x) dx (B ∈ B(R))

と定める. x ∈ Rに対して, B = (−∞, x]とすると

P(B) = F(x).

(1)と同様に経験確率測度を

P̂n(B) :=
{Xi ∈ B (i = 1, 2, . . . , n)}の個数

n
(B ∈ B(R))

と定める. 固定した B ∈ B(R)と任意の ϵ > 0に対して

lim
n→∞

Pr
(|P̂n(B) − P(B)| > ϵ) = 0

であるが
sup

B∈B(R)
|P̂n(B) − P(B)| = 1 (3)

となることが知られている. Borel集合に関して一様にみると (2)
のようにはうまくいかない. (2)と (3)の違いがどうして起こるか
を理解するには,経験過程理論が必要になってくる. 7 / 58



第 0章　なぜ経験過程を学ぶか (5)

関数 g : R −→ Rに対して

Pg :=
∫
R

g(x) dP(x), P̂n g :=
1
n

n∑
j=1

g(X j)

と定める. さらに νn(g) :=
√

n(P̂n − P
)g

とおく. すると関数 gを動かすと,関数族 G()便宜的な記号で添
え字付けられた確率過程 {νn(g)}g∈G が得られる. ただし, Gはある
関数族である.

8 / 58



第 0章　なぜ経験過程を学ぶか (6)

たとえば, G1 =
{
1l(−∞, t](x); t ∈ R}とおくと

{νn(g); g ∈ G1} =
{√n(̂Fn(t) − F(t)); t ∈ R}

となる. また, G2 =
{
1lB(x); B ∈ B(R)}とすると

{νn(g); g ∈ G2} =
{√n(P̂n(B) − P(B)); B ∈ B(R)}

となる. G1 で添え字付けられた経験過程はうまく扱うことが期待
されるが, G2 で添え字付けられた経験過程はうまく扱うことがで
きないようである.
このことから,経験過程を添え字付けられている関数族の大きさ
が問題であることが想像される. さらに,関数族で添え字づけらた
経験過程を考えることで,統計推測において有効になる極限定理
を扱うこともできることに注意しておく.

9 / 58



第 1章　 1.1記号 (1)

d, pを自然数とし, νを Rd 上の σ有限な測度 1とする.

Cb(Rd): Rd 上で定義された有界連続実数値関数全体の集合.

Lp(Rd, ν): Rd 上の実数値可測関数で
∫
Rd | f (x)|p dν(x) < ∞

なるもの全体の集合.

指示関数: B ⊂ Rに対して

1lB(x) =
{

1 (x ∈ B)
0 (x < B)

と定める. 特に, 1l(−∞, a](x) (a ∈ R)を簡単に 1l{x ≤ a}と記すこと
にする.

1可測な An ⊂ Rd (n = 1, 2, . . .)で
∪∞

n=1 An = Rd としたとき, ν(An) < ∞と
なる測度のこと.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (1)

定義 1.1 Ωを空でない集合とし,Aを Ωの部分集合族とする.
Aは次の 3条件をみたすとき, σ加法族と呼ばれる.

(1) Ω ∈ A.

(2) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A.

(3) An ∈ A (n = 1, 2, . . .) ⇒ ∪∞
n=1

An ∈ A.

ただし Ac = {ω ∈ Ω; ω < A}である. ΩとAの組 (Ω, A)を
可測空間と呼ぶ.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (2)

注意 1.2 C を Ωの部分集合族とする. 部分集合族 C は σ加法性
をみたしてなくともよい. このとき,集合族 σ[C]を

σ[C] :=
∩{F ; F ⊃ C, F は σ加法族 }

で定める. すると σ[C]は σ加法族となることを確かめることが
できる. さらに Gを C を含む σ加法族としたとき

σ[C] ⊆ G

となることが直ちにわかる. すなわち σ[C]は C を含む最小 (包含
関係の意味)の σ加法族となる. □
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (3)

定義 1.3 Ω = Rとし

O = {O ⊂ R; Oは Rの開集合 }

とする. σ[O]を Rの Borel集合族と呼び, B(R)と記す. また

C = {(−∞, x) ⊂ R; x ∈ R}

とする. このとき C は Oの真部分集合であるが σ[C] = σ[O]と
なる 2ことが知られている.

2σ[C] ⊂ σ[O]は明らかであるが,逆の包含関係も示すことができる. この逆
の証明は, Dynkinの定理と Euclid位相の事実を用いて証明ができる.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (4)

定義 1.4 (Ω, A)を可測空間とする. A上の関数

ν : A ∋ A 7→ ν(A) ∈ [0, ∞) ∪ {∞}

は次の 2条件をみたすとき,可測空間 (Ω, A)上の測度 3と呼ば
れる.
(1) ν(∅) = 0である.
(2) 互いに排反 4な事象列 An ∈ A (n = 1, 2, . . .)に対して

ν
( ∞∪

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

ν(An) := lim
N→∞

N∑
n=1

ν(An)

をみたす.
これらの 3つの組 (Ω, A, ν)を測度空間という. とくに,

ν(Ω) = 1のとき,確率測度といい, (Ω, A, ν)を確率空間という.
3簡単に Ω上の測度ともいう.
4m , nならば, Am ∩ An = ∅が成立していること.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (5)

補題 1.5 (Ω, A, Pr)を確率空間とする. このとき以下が成立
する.

(1) Pr(∅) = 0である.

(2) A ∈ Aに対して, Pr(Ac) = 1 − Pr(A)となる. ただし, Ac は
Aの補事象で, Ac := {ω ∈ Ω; ω < A}で定義される.

(3) N ∈ Nとする. {An}Nn=1
⊂ Aは互いに排反ならば

Pr
( N∪

n=1

An

)
=

N∑
n=1

Pr(An).

(4) A, B ∈ A, A ⊂ B ⇒ Pr(B \ A) = Pr(B) − Pr(A)となる.
よって

A ⊂ B ⇒ Pr(A) ≤ Pr(B)

が成立する.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (5)

補題 1.5の続き
(5) An ∈ Aが An ⊂ An+1 (n = 1, 2, . . .)をみたすならば

lim
n→∞

Pr(An) = Pr
( ∞∪

n=1

An

)
となる.

(6) An ∈ Aが An ⊃ An+1 (n = 1, 2, . . .)をみたすならば

lim
n→∞

Pr(An) = Pr
( ∞∩

n=1

An

)
となる.

(7) (Booleの定理/ユニオン・バウンド) An ∈ A (n = 1, 2, . . .)に
対して

Pr
( ∞∪

n=1

An

)
≤
∞∑

n=1

Pr(An)

となる.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (6)

補題 1.5(5)の証明

lim
n→∞

Pr(An) = Pr
( ∞∪

n=1

An

)
を示す.
証明 F1 := A1, F2 = A2 \ A1, . . . , Fn+1 := An+1 \ Anとおく.
{Fn}∞n=1

は互いに排反であり
An =

n∪
i=1

Fi ⇒ A :=
∞∪

i=1

Fi =

∞∪
n=1

An

となる. よって
Pr(A) = Pr

( ∞∪
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

Pr(Fn) (∵ 定義 ??(2))

= lim
N→∞

N∑
n=1

Pr(Fn) = lim
N→∞

Pr
( N∪

n=1

Fn

)
(∵ (3))

= lim
n→∞

Pr(An).
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (7)

定義 1.6 (Ω, A)を可測空間とする. 写像 X : Ω → Rは
(Ω, A)から (R, B(R))への可測写像であるとは

X−1(B) := {ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B} ∈ A (∀B ∈ B(R))
をみたすときをいう.

定義 1.7 (1) d ≥ 2 (d ∈ N)とする. X : Ω, −→ Rd が可測写像の
とき, X は確率空間 (Ω, A, Pr

)
上の確率ベクトルと呼ばれる. 定

義されている確率空間に誤解がないときには,簡単に確率ベクト
ルということもある.
(2) d = 1のとき, X は確率空間 (Ω, A, Pr

)
上の確率変数と呼ば

れる. 定義されている確率空間に誤解がないときには,簡単に確率
変数ということもある.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (8)

定理 1.8
(
Ω, A)を可測空間とし, X : Ω → Rを写像とし, C を

Rの集合族とする. ∀C ∈ C に対して,
{
ω ∈ Ω; X(ω) ∈ C} ∈ Aで

あり, C が B(R)を生成する 5とき, X は可測となる.

証明 B ∈ B(R)に対して,
{
ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}を {X ∈ B}と書

くことにする. {Bn}∞n=1
⊂ B(R)に対して

{
X ∈

∞∪
n=1

Bn

}
=

∞∪
n=1

{X ∈ Bn}{X ∈ Bc} = {X ∈ B}c
となる. したがって,集合族D := {B ∈ B(R); {X ∈ B} ∈ A}は σ
加法族 (必要ならば, Rも加える)となる. よって, C ⊂ Dであり, C
は B(R)を生成するので,最小性からB(R) ⊂ Dとなることから
X は確率変数であることがわかる. □

5Bは C を含む最小の σ集合族.
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (8)

注意 1.9 (1) (X, B) = (R, B(R))に対して,定理 ??における C
の選択として, {(−∞, r]; r ∈ R}と {(−∞, q]; q ∈ Q}などがある.
(2) d ≥ 2 (d ∈ N)とする.

(
X, B) = (Rd, B(R))に対して,定理 ??

における C の選択として

{(a1, b1) × (a2, b2) × · · · × (ad, bd); −∞ < ai < bi < ∞ (i = 1, . . . , d)}

がある. □
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第 1章　 1.2. 確率と確率変数 (9)

注意 1.10 以下のことを証明できる.
(1) (Ω, A), (X, B), (Y, C)を可測空間とする. X : Ω → Xと
f : X → Yは可測写像のとき, f (X) : Ω → Yは可測写像と
なる.
(2) n ∈ Nとし, X1, X2, . . . , Xnは確率変数とし, f : Rn → Rは
可測とする. このとき, f (X1, X2, . . . , Xn)は確率変数となる.
(3) {Xn}∞n=1

を確率変数列とする. このとき

inf
n

Xn sup
n

Xn lim inf
n

Xn lim sup
n

Xn

も確率変数となる. ただし(inf
n

Xn
)(ω) = inf

n

{X1(ω), X2(ω), . . .} (ω ∈ Ω),(sup
n

Xn
)(ω) = sup

n

{X1(ω), X2(ω), . . .} (ω ∈ Ω),(lim inf
n

Xn
)(ω) = lim

n→∞
(inf

k≥n

{Xk(ω), Xk+1(ω), . . .} (ω ∈ Ω),(lim sup
n

Xn
)(ω) = lim

n→∞
(sup

k≥n

{Xk(ω), Xk+1(ω), . . .} (ω ∈ Ω).
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第 1章　 1.2. 確率的独立性 (1)

定義 1.11 A, B ∈ Aとして, 2つの事象 Aと Bが独立である
とは

Pr(A ∩ B) = Pr(A)Pr(B)

が成り立つときをいう.

定義 1.12 N ∈ N, N ≥ 3とする. Ak ∈ A (k = 1, 2, . . . , N)と
して,事象の集まり {Ak}Nk=1

が独立であるとは,任意の 2 ≤ ℓ ≤ N
と任意の 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kℓ ≤ N に対して

Pr
( ℓ∩

j=1

Ak j

)
=

ℓ∏
j=1

Pr(Ak j) (4)

が成り立つときをいう.
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第 1章　 1.2. 確率的独立性 (2)

定義 1.13 一般に非可算な集合族 Λによって添え字付けられた
事象の集まり {Ak}k∈Λ, Ak ∈ Aが独立であるとは, Λの任意の有
限部分集合 {k1, k2, . . . , kℓ} ⊂ Λに対して (4)が成り立つときを
いう.

定義 1.14 A1, A2 をAの部分 σ集合族,すなわち

各Ak (k = 1, 2)は σ加法族でAk ⊂ A

をみたす. 部分 σ集合族A1 とA2 は独立であるとは,任意の
A1 ∈ A1 と A2 ∈ A2 に対して

Pr(A1 ∩ A2) = Pr(A1)Pr(A2)

が成り立つときをいう.
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第 1章　 1.2. 確率的独立性 (3)

定義 1.15 (1)A1, A2, . . . , AN をAの部分 σ集合族とする.
A1, A2, . . . , AN が独立であるとは,任意の
Ak ∈ Ak (k = 1, 2, . . . , N)に対して

Pr
( N∩

k=1

Ak

)
=

N∏
k=1

Pr(Ak)

が成り立つときをいう.
(2)一般に非可算集合 Λで添え字付けられたAの部分 σ集合族
の集まり {Aλ}λ∈Λ が独立であるとは, Λの任意の有限部分集合
{k1, k2, . . . , kℓ}に対して, {Ak j}ℓj=1

が独立であるときをいう.

(3) {Aλ}λ∈Λ から任意の組 j , k ( j, k ∈ Λ)をとるとき,A j とAk
が独立のとき, {A}λ∈Λ は組ごとに独立という.

注意 1.16 一般に

部分 σ加法族 {Ak}Nk=1
は独立 ⇒ 部分 σ加法族 {Ak}Nk=1

は対独立

は成立する. しかし,逆は真ではない. □
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (1)

確率変数 X の期待値を以下の 3つの段階, 1⃝ X の取りうる値の集
合が有限である場合, 2⃝非負値確率変数の場合, 3⃝一般の場合,の
順に定義していく. 1⃝ ∼ 3⃝の操作を行うことを標準機械という.

1⃝確率変数 X の取りうる値の集合が有限のとき

定義 1.18 確率変数 X は単純であるとは, X の取りうる値の集合{X(ω); ω ∈ Ω}が有限であることをいう.

{x1, x2, . . . , xn} =
{X(ω); ω ∈ Ω}と書く. ただし, x1, x2, . . . , xn

は異なる値である. このとき
A j := {ω ∈ Ω; X(ω) = x j

} ( j = 1, 2, . . . , n)

とおくと
X(ω) =

n∑
j=1

x j1lA j(ω) (5)

と書ける. {A j}nj=1
は Ωの有限な分割となっていることに注意す

る. (5)のような形で表現される確率変数を単純 (simple)という.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (2)

定義 1.19 単純な確率変数 X =
∑n

j=1
x j1lA j (x j ∈ R, A j ∈ A)に

対して, X の期待値 E[X]を

E[X] = E
[ n∑

j=1

x j1lA j

]
=

n∑
j=1

x jPr(A j)

で定める.

命題 1.20 X, Y を単純な確率変数とし, a, b ≥ 0とする. このとき

E
[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

が成り立つ.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (3)

命題 1.20の証明 x j, yℓ ∈ R( j = 1, . . . , m; ℓ = 1, 2, . . . , n)と
し, {A j}mj=1

, {Bℓ}nℓ=1
をΩの分割とする. X, Y は単純なので

X =
m∑

j=1

x j1lA j , Y =
n∑
ℓ=1

yℓ1lBℓ

と書けたとする. すると {A j ∩ Bℓ} j=1, 2, ..., m; ℓ=1, 2,..., nも Ωの分割
となる.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (4)

命題 1.20の証明の続き このとき

E
[aX + bY] = E

[ m∑
j=1

n∑
ℓ=1

(ax j + byℓ)1lA j∩Bℓ

]

=

m∑
j=1

n∑
ℓ=1

(ax j + byℓ) Pr
(A j ∩ Bℓ

)]

= a
m∑

j=1

x j Pr
( n∪
ℓ=1

(A j ∩ Bℓ)
)
+ b

n∑
ℓ=1

yℓ Pr
( m∪

j=1

(A j ∩ Bℓ)
)

= a
m∑

j=1

x j Pr
(

A j ∩
( n∪
ℓ=1

Bℓ︸︷︷︸
=Ω

))
+ b

n∑
ℓ=1

yℓ Pr
(( m∪

j=1

A j︸︷︷︸
=Ω

)
∩ Bℓ

)

= a
m∑

j=1

x j Pr(A j) + b
n∑
ℓ=1

yℓ Pr(Bℓ)

= aE[X] + bE[Y].

□
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (5)

命題 1.21 X, Y を単純かつ独立な確率変数とし, a, b ∈ Rとす
る. このとき

E[XY] = E[X]E[Y]

が成り立つ.

命題 1.21の証明 p. 12を参照. □
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (6)

2⃝非負値確率変数に対する期待値
定義 1.22 非負値確率変数 X の期待値を

E[X] = sup{E[Y]; Y は単純な確率変数で Y ≤ X}
で定める. ただし, E[X] = ∞も許す.

注意 確率変数列 {Xn}∞n=1
↗ X であるとは, X1 ≤ X2 ≤ · · · かつ

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω) (ω ∈ Ω)をみたすことである.

定理 1.23(単調収束定理) {Xn}∞n=1
は確率変数列 6で E[X1] > −∞

かつ {Xn}∞n=1
↗ X をみたすとする. このとき, X は確率変数で

lim
n→∞

E[Xn] = E[X].

6ここでは,非負値確率変数に対して期待値を定義したが,一般の確率変数 X
の期待値を 3⃝の流儀で定義することになる.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (7)

定理 1.23の証明 1⃝ X は確率変数であることの証明: ∀x ∈ Rに
対して

{X ≤ x} =
∞∩

n=1

{Xn ≤ x} ∈ A

となるので, X は確率変数である.
2⃝ lim

n→∞
E[Xn]の存在の証明: 単調性から

E[X1] ≤ E[X2] ≤ · · · ≤ E[X]となる. よって, lim
n→∞

E[Xn]は +∞も
含めて存在する.
3⃝ lim

n→∞
E[Xn] = E[X]の存在の証明: lim

n→∞
E[Xn] ≥ E[X]を示せば

よい. E[X1] = ∞のときは,自明なので, E[X1] < ∞と仮定して証
明すればよい. Zn := Xn − X1 と Z := X − X1 とおく. 仮定より Z
は非負値確率変数となる. よって, Y ≤ Z なる単純確率変数 Y に
対して

lim
n→∞

E[Zn] ≥ E[Y]
を示せばよい. 31 / 58



第 1章　 1.4.1期待値の定義 (8)

定理 1.23の証明の続き いま, Y =
∑n

j=1
y j1lA j (x j ∈ R, A j ∈ A)

と書く. すると, Z(ω) ≥ y j (ω ∈ A j)のとき

E[Zn] ≥
n∑

j=1

y jPr(A j)

を示せばよい. 任意の ϵ > 0に対して

A jn := {ω ∈ A j; Xn(ω) ≥ y j − ϵ
}

と定める. n→ ∞のとき, {A jn} ↗ A j となる. さらに

E[Xn] ≥
n∑

j=1

(y j − ϵ)Pr(A jn)

である. 確率の連続性から

lim
n→∞

n∑
j=1

(y j − ϵ)Pr(A jn) =
n∑

j=1

(y j − ϵ)Pr(A j)

となる. 32 / 58



第 1章　 1.4.1期待値の定義 (9)

定理 1.23の証明の続き したがって

E[Xn] ≥
n∑

j=1

y jPr(A j) − ϵ

となる. この不等式は,任意の ϵ > 0に対して成立するので

E[Xn] ≥
n∑

j=1

y jPr(A j)

がわかる. よって, 3⃝が証明できた. □
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (10)

定理 1.23を用いるために,関数Ψn(x) : [0, ∞) −→ [0, ∞)を

Ψn(x) = min
(
n,

1
2n
⌊2nx⌋

)
で定める. ただし, ⌊r⌋は r ∈ Rを超えない最大の整数とする.
命題 1.24 X を非負値確率変数とし, Xn = Ψn(X)とおく. このと
き, Xn ≥ 0 (n ∈ N), {Xn} ↗ X で各 Xnは単純確率変数となる.

命題 1.24の証明 節 1.7.4を参照. □

3⃝一般の確率変数に対する期待値: 確率変数 X に対して

X+(ω) := max{0, X(ω)}, X−(ω) := max{0, −X(ω)}
と定める. すると X+ と X− はともに非負値確率変数となる.
E[X+] < ∞または E[X−] < ∞のとき

E[X] := E[X+] − E[X−]

と定める. E[X+] = ∞かつ E[X−] = ∞のとき, E[X]は定義され
ない.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (11)

すると,一般の確率変数に対しても E[|X|] < ∞, E[|Y|] < ∞のとき

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y] (a, b ∈ R)

が成り立つ. さらに, X と Y が独立で E[|XY|] < ∞のとき

E[XY] = E[X]E[Y]

が成立する.

35 / 58



第 1章　 1.4.1期待値の定義 (12)

記法 X : Ω −→ Rを確率空間 (Ω, A, Pr
)
上で定義された確率

変数とする.
(1) PX(B) := Pr({ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B}) =: Pr(X ∈ B) (∀B ∈ B(R))
を X の分布という.

(2) FX(x) = Pr(X ≤ x) = PX((−∞, x]) (∀x ∈ R)を X の
累積分布関数(簡単に分布関数ともいう)という.

(3) 任意の x ∈ Rに対して確率変数 X の分布を PX とし, mを R
上の Lebesgue測度とする. 非負値関数 pX で∫ ∞
−∞ pX(x) dm(x) = 1をみたすものが存在して

PX(B) =
∫

pX(x)1lB(x) dm(x) (∀B ∈ B(R)) (6)

とみたすとき, pX を X の確率密度関数(p.d.f.)という.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (13)

問 1.2 (1)確率変数 Xの分布 PX は可測空間
(
R, B(R))上の確率

測度となることを確認せよ.
(2) 確率変数 X の分布関数 FX は以下の性質を満たすことを確認
せよ.

0 ≤ FX(x) ≤ 1で, limx→∞ FX(x) = 1, limx→−∞ FX(x) = 0.

FX は R上で非減少. すなわち, x < y ⇒ FX(x) ≤ FX(y).
FX は R上の右連続関数. すなわち,
limϵ→0; ϵ>0 FX(x + ϵ) = FX(x) (∀x ∈ R).
FX の不連続点は高々可算個.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (14)

定義 1.25 X, Y を確率変数とし,それぞれの分布関数を FX, FY

と書くとする. X と Y の分布が同じとは

FX(x) = FY(x) (∀x ∈ R) (7)

のときをいう.

注意 1.26 確率変数 X, Y の分布を PX, PY と書くとする. このと
き, X と Y の分布が同じであれば

PX(B) = PY(B) (∀B ∈ B(R))

が成り立つことが知られている. この事実を踏まえて,分布が同じ
であることを (7)で定めている.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (15)

命題 1.27 (統計学者の怠け公式) pX を持つとする. 任意の可測関
数 h : R −→ Rに対して, E[h(X)]が定義されるとする. このとき

E[h(X)] =
∫ ∞
−∞

h(x)pX(x) dm(x)

と表現できる.

命題 1.27の証明 任意の B ∈ B(R)に対して, h = 1lB とおくと

E[h(X)] = E[1lB(X)] = Pr(B)

となる. 一方, (6)に注意すると∫ ∞
−∞

h(x)pX(x) dm(x) =
∫ ∞
−∞

1lB(x)pX(x) dm(x) = PX(B) = Pr(X ∈ B)

となり,この場合には定理の主張が正しい. あとは,標準機械
1⃝ ∼ 3⃝の段階を踏めばよい. □
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (16)

注意 1.28 期待値に関する基本的な事実を証明なしで述べてお
く. 証明は,単純な確率変数に対して,成立することを確認した後
に,標準機械を用いればよい.
(1) X と Y を非負値確率変数とし, E[|Y|] < ∞とする. このとき

X ≤ Y ⇒ E[X] ≤ E[Y]

が成立する.
(2) X と Y を確率変数とし, E[|X|] < ∞かつ E[|Y|] < ∞とする.
このとき

X ≤ Y ⇒ E[X] ≤ E[Y]

が成立する.
(3)確率変数 X は E[|X|] < ∞とする. このとき,

∣∣∣E[X]
∣∣∣ ≤ E[|X|]

となる.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (17)

定義 1.29 X を E[X2] < ∞なる確率変数とする. このとき, X の
分散 Var[X]を

Var[X] := E
[(X − E[X])2]

で定める.

注意 1.30 E[X2] < ∞ならば, E[|X|] < ∞がわかる. なぜならば

|x| ≤ max(1, |x|) ≤ 1 + x2

なので

E[|X|] ≤ E
[max(1, |X|)] ≤ 1 + E[X2]

からわかる. よって, E[X2] < ∞を仮定すると X の分散が定義さ
れることがわかる.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (18)

命題 1.31 X を非負値確率変数とする. このとき,

E[X] = 0 ⇒ Pr(X = 0) = 1

となる.

命題 1.31の証明 まず

A := {ω ∈ Ω; X(ω) > 0} = {X > 0},

An :=
{
ω ∈ Ω; X(ω) >

1
n

}
(n = 1, 2, . . .)

とおく. すると A1 ⊂ A2 ⊂ · · · かつ
∞∪

n=1

An = Aとなる.
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第 1章　 1.4.1期待値の定義 (19)

命題 1.31の証明の続き よって,補題 ??(5)から

lim
n→∞

Pr(An) = Pr
( ∞∪

n=1

An

)
= Pr(A) (8)

となる. 一方, An ⊂ Aなので, 0 ≤ 1lAn(ω) ≤ 1lA(ω) (ω ∈ Ω)であ

る. 実際, 1lA は 1lA : Ω ∋ ω 7→ 1lA(ω) =
{

1 (ω ∈ A)
0 (ω ∈ Ac) なる確

率変数である. したがって, Pr(An) = 0 (∀n ∈ N)がわかる. (8)と
合わせると Pr(A) = 0となる. よって

1 = Pr(Ac)

= Pr
(({X ≤ 0} ∩ {X ≥ 0}) ∪ ({X ≤ 0} ∩ {X < 0}))

= Pr(X = 0) + Pr(X < 0)︸      ︷︷      ︸
=0

= Pr(X = 0)

が示せた. □43 / 58



第 1章　 1.4.1期待値の定義 (20)

命題 1.32 X を非負値確率変数とし, p ≥ 1とする. このとき

E[Xp] =
∫ ∞

0
pxp−1 Pr(X > x1/p) dm(x)

となる. ただし, mは R上の Lebesgue測度である.

命題 1.32の証明 簡単のために, X は Lebesgue測度に関する
p.d.f. pX を持つとして証明を与える. Fubiniの定理 (定理 1.42)の
定理を用いると∫ ∞

0
pxp−1 Pr(X > x1/p) dm(x) =

∫ ∞
0

pxp−1
{∫ ∞

x1/p
pX(t) dm(t)

}
dm(x)

=

∫ ∞
0

pX(t)
{∫ t

0
pxp−1 dm(x)

}
︸                   ︷︷                   ︸

=t p

dm(t)

=

∫ ∞
0

t ppX(t) dm(t)

= E[Xp].

□
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第 1章　 1.4.2期待値の不等式 (1)

命題 1.33 (Markovの不等式) X は非負値確率変数とする. この
とき

Pr
(X ≥ t) ≤

E[X]
t

(∀t > 0).

命題 1.33の証明 E[X] = ∞のときは,不等式は自明なので,
E[X] < ∞として証明すればよい.

X = X1l[t,∞)(X) + X1l[0, t)(X)

と書けることに注意する. すると期待値の線型性から

E[X] = E
[X1l[t,∞)(X)] + E

[X1l[0, t)(X)]︸           ︷︷           ︸
≥0

≥ E[X1l[t,∞)(X)] ≥ tE[1l[t,∞)(X)] = t Pr(X ≥ t)

よりわかる. □
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第 1章　 1.4.2期待値の不等式 (2)

系 1.34 (Chebyshevの不等式) X を確率変数とし
µ = E[X], σ2 = Var[X] < ∞ (0 < σ < ∞)とする. このとき
∀t > 0に対して

Pr
(|X − µ| ≥ t) ≤ σ2

t2
.

系 1.34の証明 (X − µ)2 に対してMarkovの不等式 (命題 1.33)
を適用する. すると

Pr
(|X − µ| ≥ t) = Pr

((X − µ)2 ≥ t2) ≤ E[(X − µ)2]

t2

がわかる. □
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第 1章　 1.4.2期待値の不等式 (3)

定理 1.35 (Cauchy–Schwarzの不等式) 確率変数 Xと Y は 2次の
有限な期待値を持つとき

E
[|XY|] ≤ √E[X2] E[Y2]

となる.

定理 1.35の証明 節 1.7.4を参照. □

定義 1.36 関数 g : R → Rが凸であるとは各 x, y ∈ Rと
0 ≤ ∀t ≤ 1に対して

g(tx + (1 − t)y) ≤ t g(x) + (1 − t)g(y)

が成立するときをいう. さらに −gが凸のとき gは concaveであ
るという.
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第 1章　 1.4.2期待値の不等式 (4)

定理 1.36 (Jensenの不等式) X を有限な期待値を持つ確率変数と
する. (1)関数 g : R → Rは凸で g(X)の期待値は有限のとき

E[g(X)] ≥ g(E[X])

となる.
(2) gが concaveのとき

E[g(X)] ≤ g(E[X])

となる.

定理 1.36の証明 ∀x ∈ Rに対してある定数 r ∈ Rが存在 7して

g(E[X]) + r{x − E[X]} ≤ g(x) (x ∈ R)

となる. xに X を代入して上の不等式の両辺の期待値を取れば

g(E[X]) ≤ E[g(X)]

がわかる.
7定理 A.42を参照.
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第 1章　 1.4.2期待値の不等式 (5)

定理 1.38 (Youngの不等式) p, q > 1とし

1
p
+

1
q
= 1

をみたすとする. このとき ∀a, b > 0に対して

ab ≤ ap

p
+

bq

q

となる.

定理 1.38の証明 関数 gを凸とし, Y ∼ Unif(0, 1)とする. 可積
分関数 h : R −→ Rに対して X = h(Y)とすれば,定
理 1.37 (Jensenの不等式)から

g
(∫ 1

0
h(y) dm(y)

)
= g(E[X]) ≤ E[g(X)] =

∫ 1

0
g(h(y)) dm(y)

を得る. ただし, mは R上の Lebesgue測度である.
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第 1章　 1.4.2期待値の不等式 (6)

定理 1.38の証明の続き ここで

g(x) = ex, h(y) =


p log a

(
0 ≤ y <

1
p

)
q log b

(1
p
≤ y ≤ 1

)
とおく. すると関数 gは凸なので

ab = exp
{ p log a

p
+

q log b
q

}
= exp

{∫ 1/p

0
p log a dm(y) +

∫ 1

1/p
q log b dm(y)

}
= exp

{∫ 1

0
h(y) dm(y)

}
≤
∫ 1

0
exp{h(y)} dm(y)

=
1
p

exp{p log a} + 1
q

exp{q log b} = ap

p
+

bq

q
がわかる. □
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第 1章　 1.4.2. 期待値の不等式 (7)

定理 1.39 (1) (Hölderの不等式) 1 ≤ p ≤ +∞, 1 ≤ q ≤ +∞と
1
p
+

1
q
= 1とし,確率変数 X, Y は E

[|X|p] < ∞, E
[|Y|q] < ∞をみ

たすとする. このとき, E
[|XY|] < ∞で

E
[|XY|] ≤ {E[|X|p]}1/p{E[|Y|q]}1/q

となる.

(2) (Minkowskiの不等式) 1 ≤ p ≤ +∞で 1
p
+

1
q
= 1とし,確率変

数 X, Y は E
[|X|p] < ∞, E

[|Y|p] < ∞をみたすとする. このとき,
E
[|X + Y|p] < ∞で{

E
[|X + Y|p]}1/p ≤ {E[|X|p]}1/p

+
{
E
[|Y|p]}1/p

となる.
定理 1.39の証明 節 1.7.5を参照. □
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第 1章　 1.4.3収束定理 (2)

定理 1.40 (Fatouの補題) C(> −∞)を定数とし, {Xn}∞n=1
を確率変

数列とし, Xn ≥ C (∀n ∈ N)とする. このとき

E
[
lim inf

n→∞
Xn

]
≤ lim inf

n→∞
E
[Xn
]

が成り立つ. ただし,不等式は両辺が +∞の場合も含めている.

定理 1.40の証明 Yn := inf k≥n Xk とし

Y = lim
n→∞

Yn = lim inf
n→∞

Xn

とおく. このとき, Yn ≥ Cで {Yn}∞n=1
↗ Y となる. さらに,

Yn ≤ Xnである. 期待値の順序保存性と単調収束定理から

lim inf
n→∞

E
[Xn
] ≥ lim inf

n→∞
E
[Yn
]
= E[Y]

がわかる. よって,補題の主張は証明された. □
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第 1章　 1.4.3収束定理 (3)

定理 1.41 X, X1, X2, . . .を確率変数列とし, Xn
a.s.→ X とする.

さらにある確率変数 Y が存在して, |Xn| ≤ Y (∀n ∈ N)かつ
E[Y] < ∞とする. このとき

lim
n→∞

E
[Xn
]
= E[X]

が成り立つ.

定理 1.41の証明 1⃝ E[X] ≤ lim infn→∞ E
[Xn
]
の証明: すべての

n ∈ Nに対して, Y + Xn ≥ 0となることに注意する. 確率変数列
{Y + Xn}∞n=1

に Fatouの補題 (定理 ??)を適用すると

E[Y] + E[X] = E[Y + X] ≤ lim inf
n→∞

E
[Y + Xn

]
= E[Y] + lim inf

n→∞
E
[Xn
]

がわかる. したがって

E[X] ≤ lim inf
n→∞

E
[Xn
]
. (9)
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第 1章　 1.4.3収束定理 (4)

1⃝ E[X] ≥ lim supn→∞ E
[Xn
]
の証明: 同様に Y − Xn ≥ 0 (∀n ∈ N)

に注意して, Fatouの補題 (定理 ??)を {Y − Xn}∞n=1
に適用すると

E[Y] − E[X] ≤ E[Y − X] = E[Y] + lim inf
n→∞

E
[−Xn

]
= E[Y] − lim sup

n→∞
E
[Xn
]

がわかる. がわかる. よって

E[X] ≥ lim sup
n→∞

E
[Xn
]

(10)

がわかる. (9)と (10)を合わせると

lim sup
n→∞

E
[Xn
] ≤ lim inf

n→∞
E
[Xn
]

がわかる.
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第 1章　 1.4.3収束定理 (5)

2⃝の証明の続き しかし

lim sup
n→∞

E
[Xn
] ≥ lim inf

n→∞
E
[Xn
]

なので

lim sup
n→∞

E
[Xn
]
= lim inf

n→∞
E
[Xn
]
= E[X]

がわかる. よって,定理は証明された. □
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第 1章　 1.4.3収束定理 (6)

つぎに,ふたつのパタンの Fubiniの定理を挙げておく. 定理 1.42
は非負値確率変数に対するものである. 一方,定理 1.43は非負値
とは限らない確率変数に対するものである. このため,可積分性が
要求されることになる.

定理 1.42 (Fubiniの定理) X を確率空間(
Ω1 × Ω2, A1 × A2, Pr1 × Pr2

)
上の非負値確率変数とする. この

とき,以下が成立する.
(1)関数 Ω1 ∋ ω1 7→ Y1(ω1) = EPr2

[X(ω1, · )
]
は確率空間(

Ω1, A1, Pr1
)
上の確率変数である.

(2)関数 Ω2 ∋ ω2 7→ Y2(ω2) = EPr1

[X(· , ω2)]は確率空間(
Ω2, A2, Pr2

)
上の確率変数である.

(3) EPr1[Y1] = EPr1×Pr2[X] = EPr2[Y2].

定理 1.42の証明 条件 (1) ∼ (3)をみたす非負値確率変数の集合
は Dynkin族であることを示し,あとは標準機械を用いればよい. □
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第 1章　 1.4.3収束定理 (8)

定理 1.43 (Fubiniの定理) X を確率空間(
Ω1 × Ω2, A1 × A2, Pr1 × Pr2

)
上の確率変数で EPr1×Pr2[|X|] < ∞

とする. このとき,以下が成立する.
(1) Pr1 − a.s.な ω1 に対して,確率変数 X(ω1, · )は
EPr2[|X(ω1, · )|] < ∞をみたし

Y1(ω1) =
{

EPr2[X(ω1, · )] (X(ω1, · ) ∈ L1(Pr1)
0 (その他の場合)

は L1(Pr1)に属する確率変数である.
(1) Pr2 − a.s.な ω2 に対して,確率変数 X(ω1, · )は
EPr1[|X( · , ω2)|] < ∞をみたし

Y2(ω2) =
{

EPr1[X( · , ω2)] (X( · , ω2) ∈ L1(Pr2)
0 (その他の場合)

は L1(Pr2)に属する確率変数である.
(3) EPr1[Y1] = EPr1×Pr2[X] = EPr2[Y2].

定理 1.43の証明 証明は定理 1.42と同じ方針である. □
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本日の講義内容

講義全体のガイダンス

第 0章　なぜ経験過程理論を学ぶか
第 1章　準備:確率空間・事象・確率変数・期待値

1.1. 記号
1.2確率と確率変数
1.3確率的独立性
1.4期待値の定義
1.5条件付き期待値
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