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はじめに

この講義録は統計数学特論をまとめたものである .
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確率分布と確率変数
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確率測度

定義 1.1 　標本空間 S の部分集合の集まりでつぎをみたすものを σ 集合体といい， B と
記す．

(i) ∅ ∈ B
(ii) A ∈ B ならば Ac ∈ B
(iii) A1, A2, . . . ∈ B ならば ∪∞

i=1Ai ∈ B

定義 1.2 　空でない標本空間 S とその σ 集合体 B があって，B 上の実数値集合関数 P が
つぎをみたすとき，P を S 上の確率測度（または単に確率）という．

(i) すべての A ∈ B に対して，P (A) ≥ 0

(ii) P (S) = 1

(iii) A1, A2, . . . ∈ B, Ai ∩Aj = ∅ (i �= j) ならば P (∪∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 P (Ai)

(S, B, P ) を確率空間とよぶ．

確率の基本性質

(i) P (∅) = 0

(ii) すべての A ∈ B に対して P (A) ≤ 1

(iii) すべての A ∈ B に対して P (Ac) = 1 − P (A)

(iv) すべての A, B ∈ B に対して P (B ∩Ac) = P (B) − P (A ∩B)

(v) すべての A, B ∈ B に対して P (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B)

(vi) A ⊂ B ならば P (A) ≤ P (B)

(vii) C1, C2, . . . ∈ B, Ci ∩ Cj (i �= j), S = ∪∞
i=1Ci のとき，P (A) =

∑∞
i=1 P (A ∩ Ci)

(viii) A1, A2, . . . ∈ B に対して P (∪∞
i=1Ai) ≤

∑∞
i=1 P (Ai)

(ix) A1, A2, . . . ∈ B, Ai ⊂ Ai+1 (i = 1, 2, . . . ) ならば

P (∪∞
i=1Ai) = lim

i→∞
P (Ai)

(x) A1, A2, . . . ∈ B, Ai ⊃ Ai+1 (i = 1, 2, . . . ) ならば

P (∩∞
i=1Ai) = lim

i→∞
P (Ai)

定義 1.3 　S 上のボレル集合族とは，S の開集合の族を含む最小の σ 集合体である．これ
を B(S) と記す．
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確率変数と累積分布関数

定義 1.4 　確率空間 (S, B, P ) 上において，写像 X : S → R が任意の x ∈ R に対して

X−1((−∞, x]) = {s ∈ S : X(s) ∈ (−∞, x]} ∈ B
をみたすならば，X は（実）確率変数という．

定義 1.5 　確率空間 (S, B, P ) 上の確率変数 X について

FX(x) = P (X ≤ x) = P (s ∈ S : X(s) ∈ (−∞, x]), x ∈ R

によって定義される R 上の実数値関数 FX を確率変数 X の累積分布関数という．

分布関数の性質

(i) limx→−∞ FX(x) = 0 かつ limx→∞ FX(x) = 1

(ii) FX(x)は x の非減少関数
(iii) FX(x)は右連続関数 ：すなわち，すべての x0 に対して limx↓x0 FX(x) = F (x0)

定義 1.6 　確率空間 (S, B, P ) 上のふたつの確率変数 X, Y が同一分布に従うとは，すべて
の R 上の任意のボレル集合 A ∈ B(R) に対して P (X ∈ A) = P (Y ∈ B) が成り立つことで
ある．

定理 1.1 　つぎのふたつは同値である．

(i) 確率変数 X, Y が同一分布に従う
(ii) すべての x ∈ R に対し，FX(x) = FY (x)

定義 1.7 　確率変数 X が連続型であるとは，X の分布関数 FX(x) が x の連続関数である
ことである．確率変数 X が離散型であるとは，X の分布関数 FX(x) が x の階段関数である
ことである．

定義 1.8 　確率空間 (S, B, P ) 上の離散型確率変数 X の確率関数を

fX(x) = P (X = x), ∀x ∈ R
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定義 1.9 　確率空間 (S, B, P ) 上の連続型確率変数 X の確率密度関数 fX(x) は

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t) dt ∀x ∈ R

をみたすものである．

定義 1.10 　確率変数 X についてある実数 mが

P(X ≤ m) ≥ 1

2
および P(X ≥ m) ≥ 1

2

をみたすならば，m を X の中央値 (median)という．

確率関数と確率密度関数の性質

(i) ∀x ∈ Rに対し fX(x) ≥ 0

(ii)
∑

x fX(x) = 1 (離散型) または
∫∞
−∞ f(x) dx = 1 (連続型)
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期待値

定義 1.11 　X を確率変数とし，g を実数値関数とする．このとき，
∫∞
−∞ |g(x)|fX(x) dx <

∞(X が連続型) もしくは
∑

x |g(x)|fX(x) <∞(X が離散型)が満たされるとき，g(X) の期待
値は存在するといい，g(X) の期待値を

E[g(X)] =

{ ∫∞
−∞ g(x)fX(x) dx X が連続型∑

x g(x)fX(x) X が離散型

で定義する．

期待値の基本的な性質

(i) E[ag1(X) + a2g2(X)] = a1E[g1(X)] + a2E[g2(X)]．ただし，a1, a2 は定数．
(ii) すべての xに対し，g(x) ≥ 0 ならば，E[g(X)] ≥ 0

(iii) すべての xに対し，g1(x) ≥ g2(x) ならば，E[g1(X)] ≥ E[g2(X)]

(iv) すべての xに対し，a1 ≤ g(x) ≤ a2 ならば，a1 ≤ E[g(X)] ≤ a2．
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統計モデルと統計推測の枠組み
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統計モデル

ランダムな試行を考える．試行の可能な結果の集まりを Ω と記し、これを標本空間と呼ぶ．
標本空間上に確率ベクトルX = (X1, X2, . . . , Xn)を定義する1）．ω (ω ∈ Ω)を試行の結果とし
たとき、X(ω)を観測値、実現値または標本と呼ぶ．観測できるのはランダム試行の結果であ
るX(ω)だけなので、X(ω) の確率分布を考える必要がある．この確率分布は Rn 上の確率分
布のある族P の属していると仮定する．このとき、P を X(ω) の統計モデル という．与えら
れた観測値は (Rn, B(Rn)) 上のある（未知の）確率分布にしたがう確率変数X の観測値とみ
なし，その観測値に基づきその確率分布についてのなんらかの判断を行うことを統計的推測と
いう．
統計モデル P を記述するために、統計モデルに属する確率分布に添え字をつけることを考え

よう．すなわち、添え字の空間 Θから統計モデル P への写像 θ → Pθ (θ ∈ Θ)を考え，

P = {Pθ は X の確率分布 : θ ∈ Θ}
とする．このとき、θ を母数と呼び，Θ のことを母数空間と呼ぶ．

例 2.1 　計測がスカラー値の n 個の観測 x1, x2, . . . , xn を独立同一に未知の確率分布関数
F に従う確率変数 X1, X2, . . . , Xn の実現値としてモデル化することを考える．このことを

X ≡ (X1, X2, . . . , Xn) ∼ Pθ, θ ∈ Θ

と表記することにする．
(a) 　ϕ を標準正規分布の確率密度関数とする．X の確率分布 Pθ (θ = (µ, σ)) は確率密度関
数 σ−nΠn

i=1ϕ((xi − µ)/σ) を持ち，母数空間は Θ1 = R × R
+ で P1 = {Pθ : θ ∈ Θ1} とする．

(b) 　母数空間を

Θ2 = {(µ, G) : µ ∈ R, G は確率密度関数 g を持ち，
∫
xg(x) dx = 0 をみたす．}

とし，確率分布 Pθ は累積分布関数 Πn
i=1G(xi − µ) をもち，P2 = {Pθ : θ ∈ Θ2} とする．

特に，X1, X2, . . . , Xn が互いに独立に同一の確率分布 P にしたがうとき，X1, X2, . . . , Xn

は分布 P からの大きさ n のランダム標本という．
例 2.1 の (a) のように母数空間がユークリッド空間の部分空間で，母数 θがわかれば，その

確率分布が完全に特定できる場合，その統計モデルをパラメトリックモデルと呼ぶ．(b) のよ
うなモデルをノンパラメトリックモデルという．

1）確 率 空 間 (Ω, F , P) 上 の 確 率 変 数 を
X1, X2, . . . , Xn とする．
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(b)において，母数空間を

Θ3 = {(µ, G) : µ ∈ R, Gは確率密度関数 g を持つ．}
とする．このとき，µ1 = 0, µ2 = 1 とし，G1, G2 は確率密度関数 ϕ(x), ϕ(x + 1) を持つとす
れば，P(µ1,G1) と P(µ2,G2) は標準正規分布となる．一般に，θ1, θ2 ∈ Θ に対し，θ1 �= θ2 であ
るにも関わらず，Pθ1 = Pθ2 であるとき，この母数化は認定不可能という．逆に，θ1 �= θ2 なら
ば，Pθ1 �= Pθ2 であるとき，この母数化は認定不可能という．以後は認定可能な母数化のみを
考える．
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指数分布族

Pθ を X ⊂ Rn 上の確率測度とし，{Pθ : θ ∈ Θ ⊂ Rl} を確率分布族とする．また，λ(x) を
X 上の確率測度とする．

定義 2.1 　確率測度族 {Pθ : θ ∈ Θ ⊂ Rl} が k 母数指数分布族であるとは，Θ 上の関数
η1(θ), η2(θ), . . . , ηk(θ) と Ã(θ)，および X 上の関数 T1(x), T2(x), . . . , Tk(x) と S(x)) が存
在して，Pθ の ( Rn 上の測度 λ(x) に関する) 確率密度関数 p(x|θ) がつぎで与えられるとき，
k 母数指数分布族になるという．

p(x|θ) = S(x) exp

[
k∑

i=1

ηi(θ)Ti(x) − Ã(θ)

]
IB(x), x ∈ X ⊂ R

n (2.1)

と書けることをいう．ただし，x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ B とし，B は未知の母数 θ に依存しな
いとする．

例 2.2 ：X は母数 n と未知の母数 θ の２項分布にしたがうとする．すなわち，X の確率関
数は

p(x|θ) =

(
n

x

)
θx(1 − θ)1−x

で与えられる．ただし，x ∈ B = {0, 1, . . . , n} である．これは

p(x|θ) = exp

[
log

(
θ

1 − θ

)
x+ n log(1− θ) + log

(
n

x

)]
となり，１母数指数分布族となる．

例 2.3 ：X1, X2, . . . , Xn を未知の母数 (α, β)を持つガンマ分布からのランダム標本とする．
ただし，α > 0, β > 0 である．すなわち，その確率密度関数

p(x|α, β) =
βαxα−1 exp(−βx)

Γ(α)
, x ∈ (0, ∞)

からのランダム標本である．ただし，

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx
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である．このとき，X = (X1, X2, . . . , Xn) の同時確率密度関数は

p(x|α, β) =

n∏
i=1

[
βαxα−1

i exp(−βxi)

Γ(α)

]

= exp

[
(α− 1)

n∑
i=1

log xi − β
n∑

i=1

xi + nα log β − n log Γ(α)

]
となる．ただし，B = (0, ∞)n である．したがって，X の確率密度関数は２母数指数分布族と
なる．

例 2.4 ：Pθ = N(µ, σ2), θ ∈ Θ である．ただし，

Θ = {(µ, σ2) : −∞ < µ <∞, σ2 > 0}
である．Pθ の確率密度関数は

p(x) = exp

[
µ

σ2
x− x2

2σ2
− 1

2

(
µ2

σ2
+ log(2πσ2)

)]
である．したがって，正規分布族は 2 母数指数分布族である．すなわち，(2.1) において

n = 1, θ1 = µ, θ2 = σ2, η1(θ) = µ
σ2 , T1(x) = x,

η2(θ) = − 1
2σ2 , T2(x) = x2, B(θ) = 1

2

(
µ2

σ2 + log(2πσ2)
)
, S(x) = 1

である．

指数分布族が (η1, η2, . . . , ηk)
′ で添え字つけられているとしよう．T と S で生成される指数

分布族を

f(x|η) = S(x) exp[T (x)η − A(η)], x ∈ X ⊂ R
n (2.2)

と書くことにする．ただし，

A(η) =

{
log{∫ [S(x) exp{T (x)′η}] dµ(x)} ( 連続型 )

log{∑x[S(x) exp{T (x)′η}]} ( 離散型 )

である．このモデルの自然母数空間を

E = {η ∈ R
k : −∞ < A(η) <∞}

で定義する．これを正準 k 指数分布族という．

例 2.5 (正規分布族の続き) 　

k = 2, T = (T2(x), T2(x))′ = (x, x2), η1 = µ/σ2,

η2 = −1/(2σ2) A(η) = 1
2

[
− η2

1

2η2
+ log

(
π

−η2

)]
である．したがって，

E = {(η1, η2) : −∞ < η1 <∞, −∞ < η2 < 0}
である．
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例 2.6 (線形回帰モデル) 　Y1, Y2, . . . , Yn は互いに独立で各 Yi, i = 1, 2, . . . , n は N(β1 +

ziβ2, σ
2) に従うとする．z1, z2, . . . , zn は説明変数という．Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) の同時確率

密度関数は

p(y|β, σ2) =
1

(2πσ2)n/2
Πn

i=1 exp

[
−(yi − β1 − ziβ2)

2

2σ2

]
= exp

[
− 1

2σ2

n∑
i=1

y2
i +

β1

σ2

n∑
i=1

yi +
β2

σ2

n∑
i=1

ziyi − 1

2σ2

n∑
i=1

(β1 + ziβ2)
2 − n

2
log(2πσ2)

]
である．ただし，β = (β1, β2) である．これより

k = 3, T (Y ) = (
∑n

i=1 Yi,
∑n

i=1 Y
2
i ,

∑n
i=1 ziYi)

′, η1 = β1

σ2 η2 = β2

σ2 ,

η3 = − 1
(2σ2)

A(η) = − n
4η3

[
η2

1 + m̂2η
2
2 + z̄η1η2 + 2 log

(
π

−η3

)]
となる．ただし，z̄ = (1/n)

∑n
i=1 zi, m̂2 = n−1

∑n
i=1 z

2
i である．したがって，

E = {(η1, η2, η3) : −∞ < η1 <∞, −∞ < η2 <∞, −∞ < η3 < 0}
である．

2.2.1 指数分布族の性質

T の積率簿関数を
MT (s) = E[es

′T ]

とかく．ただし，s′ = (s1, s2, . . . , sk)である．また，

E[T ] = (E(T1), E(T2), . . . ,E(Tk))
′

VAR[T ] =

 COV(T1, T1) COV(T1, T2) . . . COV(T1, Tk)
...

. . .
...

COV(Tk, T1) COV(Tk, T2) . . . COV(Tk, Tk)


と書く．

定理 2.1 　P を (2.2) で与えらる正準 k 母数指数分布族とする．このとき，
(i) E は convex である．
(ii) A : E → R は convex である．
(iii) E は Rk の空でない内部集合を含み，η を E の内点とすれば，η のもとで T (X) の積率
母数関数は，η + s ∈ E なるすべての s に対して

MT (s) = exp{A(η + s) −A(η)}
で与えらる．η は E の内部なので，{s : η + s ∈ E} は原点を含むある球を含む．
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証明：まず，(ii) を示す．η1, η2 ∈ E と 0 < α < 1 を取る．Hölder の不等式を用いる：
u(x), v(x), h(x) ≥ 0, r, s > 0, 1/r + 1/s = 1 に対して∫

u(x)v(x)h(x) dx ≤
{∫

ur(x)h(x) dx

}1/r {∫
vs(x)h(x) dx

}1/s

ここで

1

r
= α,

1

s
= 1 − α, u(x) = exp[αη′

1T ], v(x) = exp[(1 − α)η′
2T ], h(x) = S(x)

とおき，Hólderの不等式の両辺に対数をとれば，

A(αη1 + (1 − α)η2)) ≤ αA(η1) + (1 − α)A(η2) (2.3)

より (ii)は示せた．
また，η1, η2 ∈ E ならば，(2.3) より αη1 + (1 − α)η2 ∈ E となる．また，すべての η に対

して
∫

exp(η′T (x))S(x) dx > 0 より log E[S(X) exp{η′T (X)] >∞となり，(i) も示せた．
連続型の場合について (iii) を示そう．

MT (s) = E[exp{s′T (X)}]
=

∫
· · ·

∫
S(x) exp{(s + η)T (x) − A(η)} dx1 · · · dxq

= exp[A(s + η) − A(η)]

∫
· · ·

∫
s(x) exp{(s + η)T (x) − A(s + η)} dx1 · · · dxq

= exp[A(s + η) − A(η)]

�

系 2.1 ：E は Rk の空でない内部集合を含み，η を E の内点とする．このとき
Eη [T (X)] = Ȧ(η)

VARη [T (X)] = Ä(η)

となる．ただし，

Ȧ(η) =

(
∂A

∂η1

(η), · · · , ∂A
∂ηk

(η)

)′

Ä(η) =

(
∂2A

∂ηi∂ηj

(η)

)
i=1,2, ... , k, j=1, 2, ... , k

η = (η1, . . . , ηk)
′

である．
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証明：定理 2.1 (iii)と積率母関数の性質

E[Tj(X)] = MT (s)
∂

∂sj
A(s + η)

∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂sj
A(s + η)

∣∣∣∣
s=0

, j = 1, 2 . . . , k

E[Tj(X)Ti(X)] =

[
MT (s)

∂2

∂sj∂si

A(s + η) +MT (s)
∂

∂sj

A(s + η)MT (s)
∂

∂sj

A(s + η)

]
s=0

=

[
∂2

∂sj∂si
A(s + η) +

∂

∂sj
A(s + η)

∂

∂sj
A(s + η)

]
s=0

, i, j = 1, 2 . . . , k

�

例 2.7 　可能な結果が k 個のカテゴリーの実験の n 回の独立試行を考える．結果に対応す
る確率ベクトルをX = (X1, X2, . . . , Xn) とおく．ただし，X1, X2, . . . , Xn は独立同一の確
率変数列で，各 Xi, i = 1, 2, . . . , n, は k 個のカテゴリー {1, 2, . . . , k} のどれかをとるもの
とする．いま，

Tj(x) =

n∑
i=1

1{Xi = j}, λj = P(X1 = j), j = 1, 2, . . . , k

とおく．
このとき，確率関数は

p(x|λ) = Πk
j=1λ

Tj (x)
j , λ ∈ Λ

と書ける．ただし，

Λ = {λ = (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ R
k : 0 < λj < 1,

k∑
j=1

λj = 1, j = 1, 2, . . . , k}

とする．制限なしの母数空間を考える．そのために

λj =
eαj∑k
j=1 e

αj
, j = 1, 2, . . . , k, α = (α1, α2, . . . , αk)

′ ∈ R
k

とおく．
このとき，確率関数は

p1(x|α) = exp
{ k∑

j=1

αjTj(x) − n log
k∑

j=1

eαj
}

となる．しかし，この母数化は認定不可能性を持つので，さらに

T (k−1)(x) = (T1(x), T2(x), . . . , Tk−1(x))′, ηj = log
λj

λk

= αj − αk, j = 1, 2, . . . , k − 1

とおく．
∑k

i=1 Ti(x) = n と
∑k

i=1 λi = 1 に注意すれば，確率関数は

p2(x|η) = exp
{
T ′

(k−1)(x)η − n log(1 +
k−1∑
j=1

eηj)
}
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となる．ただし，

η = (η1, η2, . . . , ηk−1), λj =
eηj

1 +
∑k−1

j=1 e
ηj

=
eαj∑k
j=1 e

αj
, j = 1, 2, . . . , k − 1

である．したがって，p2(x|η) は T(k−1)(x) と S(x)で生成される k− 1 母数指数分布族で，自
然母数空間は E = Rk−1 となる．
また，

A(η) = n log(1 +
k−1∑
j=1

eηj)

に注意して，系 2.1 を用いれば，

EηTj(X) =
∂A

∂ηj
= n

eηj

1 +
∑k−1

j=1 e
ηj

= nλj , j = 1, 2, . . . , k − 1

となる．さらに，1 ≤ j1, j2 ≤ k − 1(j1 �= j2) に対し，

COVη(Tj1(X), Tj2(X)) =
∂2A

∂ηj1∂ηj=2

= − eηj1eηj2

{1 +
∑k−1

j=1 e
ηj}2

= −nλj1λj2 ,

VARη [Tj1(X)] =
∂2A

∂η2
j1

= n

[
eηj1

1 +
∑k−1

j=1 e
ηj

− eη2
j1

{1 +
∑k−1

j=1 e
ηj}2

]
= nλj1(1 − λj1 )

となる．最後に，Eη [Tk(X)], COVη(Tj(X), Tk(X)), j = 1, 2, . . . , k−1, VARη [Tk(X)] を求
める．これらは，

∑k
j=1 Tj(X) = n と

∑k
j=1 λj = 1 を注意すれば，

Eη [Tk(X)] = Eη [n−
k−1∑
j=1

Tj(X)] = n(1 −
k−1∑
j=1

λj) = nλk

と

COVη(Tj(X), Tk(X)) = COVη(Tj(X), n−
k−1∑
i=1

Ti(X))

= −
k−1∑
i�=j

COVη(Tj(X), Ti(X)) + VARη [Tj(X)]

= n
[k−1∑

i�=j

λjλi − λj(1 − λj)
]

= −nλj

[
1 −

k−1∑
i=1

λi

]
= −nλjλk
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となることがからわかる．また，Tk(X) の分散は

VARη(Tk(X)) = COVη(Tk(X), Tk(X))

= COVη(Tk(X), n−
k−1∑
i=1

Ti(X))

= −
k−1∑
i=1

COVη(Tk(X), Ti(X))

= nλk

k−1∑
i=1

λj = nλk(1 − λk)

よりわかる．

指数分布族の階数（rank）
指数分布族の階数が kであるとは，指数分布族 (2.2)を生成する T (x)は k -次元で，1, T1(x),

T2(x), . . . , Tk(x)は正の確率で線形独立であることをいう．すなわち，すべてのスカラー aj, j =

1, 2, . . . , k + 1, がゼロでないとき，Pη(
∑k

j=1 ajTj(x) = ak+1) < 1 となる．

定理 2.2 　P = {p(x, η) : η ∈ E} は (2.2) で与えられる k 母数指数分布族とし，自然母数
空間 E は集合とする．このとき，次は同値である．
(i) P の階数は k

(ii) η は認定可能な母数
(iii) VARη(T ) は正定値
(iv) η → Ȧ(η) は E 上で 1 対 1

(v) A は E 上で厳密に凸

証明1）：(iii) ⇒ (i) 　(i)が成立しないと仮定する．すると，ある a �= 0と cが存在して，ある
η に対し，

Pη [a′T = c] = 1

が成立する．これより
a′

VARη [T ]a = VARη [a′T ] = 0

となる．したがって，VARη [T ]は正定値でなるなる．よって，(iii) ⇒ (i)は示された．
(i) ⇒ (iii) 　(iii)が成立しないと仮定する．ある η において，ある a と cが存在して，

0 = a′
VARη [T ]a = VARη [a′T ]

となり，
Pη [a′T = c] = 1

1）証明は不完全：(i) ⇔ (iii)，(i) ⇒ (ii)，(iii) ⇒ (iv)
と (iii) ⇒ (v) 　のみ示した．
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となり，(i) ⇒ (iii) は示せた．
(i) ⇒ (ii) 　まず，k = 1 の場合に示す．(ii)が成立しないと仮定するとある η1 �= η2 が存在し，
Pη1 = Pη2 をみたす．これは

exp{η1T (x) − A(η1)}S(x) = exp{η2T (x) − A(η2)}S(x)

となり，両辺に対数をとれば，

(η1 − η2)T (x) = A(η2) −A(η1)

となり，1, T (x)は 1 次独立でなくなる．つぎに，k > 1 の場合を考える．同様に，(ii)が成立
しないと仮定するとある．このとき，η1 �= η2 が存在し，Pη1

= Pη2
をみたす．

Q = {Pη1+c(η2−η1) : η1 + c(η2 − η1) ∈ E}
とおくと Qは (η2−η1)

′TX で生成される 1母数指数分布族になる．c1 = 1と c2 = 0のとき，ふ
たつの分布は一致するので，k = 1の議論を用いることができる．よって，(c1−c2)(η2−η1)

′T (x)

は定数となり，1, T1(x), T2(x), . . . , Tk(x)は 1 次独立でなくなる．
(iii) ⇒ (iv)と (v) 　系 2.1より Ä(η)は正定値となる．したがって，Ȧ(η)は狭義単調増加とな
り，(iv)が示せた．
(iv) ⇒ (iii) 　 �
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.....2.3.....

十分統計量

定義 2.2 ：P = {Pθ : θ ∈ Θ}を確率分布族とし，θ が未知の確率分布 Pθ からの標本をX と
する．統計量 T (X) が θ ∈ Θ に対し十分であるとは， T が与えられたときにの X の条件付
き分布が θ に依存せず既知となることである．

例 2.8 ：X1, X2, . . . , Xn を二項分布

fθ(z) = θz(1 − θ)1−z1{0, 1}(z), θ ∈ (0, 1)

からのランダム標本とし，X = (X1, X2, . . . , Xn) とする．T (X) =
∑n

i=1Xi なる統計量は，
直観から θ に対する情報をすべて含んでいると予想される．したがって，十分統計量となるこ
とが予想される．これを示すために，x = (x1, x2, . . . , xn) とし，

P (X = x|T = t) =
P (X = x, T = t)

P (T = t)

が θ ∈ (0, 1) に依存しないことを示せばよい．

P (T = t) =

(
n

t

)
θt(1 − θ)n−t1{0, 1, ... , n}(t)

と

P (X = x, T = t) =
n∏

i=1

P (Xi = xi)

=
n∏

i=1

θxi(1 − θ)1−xi1{0, 1}(xi)

= θt(1 − θ)1−t

n∏
i=1

1{0, 1}(xi)

となることに注意する．Bt = {(x1, x2, . . . , xn) : xi = 0, 1,
∑n

i=1 xi = t} とおけば，

P (X = x|T = t) =
1(
n

t

)1Bt(x)

となり，θ に依存しないので，T (X) は θ ∈ (0, 1) に対する十分統計量である．

定義に従って十分統計量をみつけるには，あらかじめそれと思われるものが事前にわかって
いなければならない．つぎの定理を用いると比較的容易に十分統計量を見つけることができる．
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定理 2.3 ：σ-有限な測度 ν によって優越される (Rn, B(Rn)) 上の確率分布族を P = {Pθ : θ ∈
Θ} とし，X を Pθ からのランダム標本とする．このとき，T (X) が θ ∈ Θ に対して十分で
あるための必要十分条件は (Rn, B(Rn)) 上の非負のボレロ可測関数 h と T の値域上の関数 gθ

（P に依存）が存在し，
dPθ

dν
(x) = gθ(T (x))h(x) (2.4)

と書けることである．

証明：まず，証明は離散型分布の場合は比較的簡単であるので，その場合にについて証明を与え
る．σ-有限な測度 ν によって優越される (Rn, B(Rn)) 上の確率分布族に対する証明は後で示す．
はじめに T が十分であると仮定する．このとき，

Pθ(X = x) =
∑

t

Pθ(X = x, T = t)

= Pθ(X = x, T = T (x))

= Pθ(T = T (x))Pθ(X = x|T = T (x))

となる1）．T が十分統計量であることから Pθ(X = x|T = T (x))は θ に依存しないので，

gθ(T (x)) = Pθ(T = T (x))

h(x) = P (X = x|T = T (x))

とおけばよい．
つぎに，(2.4)が成立すると仮定する．t = T (x)とおく．このとき，

Pθ(T = t) =
∑

y:T (y)=t

Pθ(X = y)

=
∑

y:T (y)=t

gθ(T (y))h(y)

= gθ(t)
∑

y: T (y)=t

h(y)

となる．従って，

Pθ(X = x|T = t) =
Pθ(X = x, T = t)

Pθ(T = t)

=
gθ(t)h(x)

gθ(t)
∑

y:T (y)=t h(y)

=
h(x)∑

y: T (y)=t h(y)

1）一番目の等式は

{X = x} = {X = x}∩(∪t{T =}) = ∪t({X = x}∩{T = t})

からわかる．また，二番目の T (x) = t を満たさな
い x との積事象は空事象なので，T (x) = t 以外の
和の tに関する項の事象は空事象となるので，和は
なくなることがわかる．
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となり，θ に依存しないことがわかる． �

例 2.9 ：X1, X2, . . . , Xn を確率密度関数

fX(x|θ) =
1

θ
1(0, θ)(x)

からのランダム標本とする．ただし，θ > 0 とする．X = (X1, X2, . . . , Xn) の同時確率密度
関数は

p(x|θ) =
1

θn
1(0, θ)n(x)

=
1

θn
1{max

1≤i≤n
xi < θ}1{ min

1≤i≤n
xi > 0}

= gθ(max(x1, x2, . . . , xn))h(x)

となる．ただし，x = (x1, x2, . . . , xn) である．従って，X(n) = max(X1, X2, . . . , Xn) は
θ ∈ (0, ∞) の十分統計量である．

例 2.10 ：X = (X1, X2, . . . , Xn) の分布が k 母数指数分布族に属するとする．すなわち，そ
の同時確率関数または確率密度関数が

p(x|θ) = exp

[
k∑

i=1

ηi(θ)Ti(x) − Ã(θ) + S(x)

]
1{x ∈ B}

で与えられる．このとき，h(x) = exp[S(x)]1{x ∈ B} とみれば，因数分解定理から
T = (T1(X), T2(X), . . . , Tk(X))

は θ の十分統計量となる．

与えられた分布族に対して十分統計量は必ず存在2）する．また，複数存在する．たとえば，例
2.8においては，m(1 ≤ m ≤ n)を固定された自然数とすれば，(

∑m
i=1Xi,

∑n
i=m+1Xi)は θに対

する十分統計量になる．もし，ある可測関数とある統計量を用いて十分統計量 T が T = h(S)と
書ければ，Sも十分統計量になることが因数分解定理より直ちにわかる．このとき，σ(T ) ⊂ σ(S)

なので，T の方が S より有用である．データの情報を最大限に縮約する統計量とはどのような
ものであろうか？そのために以下の記号と概念を導入する．
すべての P ∈ P に対し，P (A) = 0 を満足する事象 A を除いてあ，る命題が成立するとき，

その命題は P に関してほとんどいたるところ成立するといい，a.e.P とかく．

定義 2.3 ：T は P ∈ P の十分統計量とする．T が最小十分統計量であるとは，P ∈ P の任
意の十分統計量 U に対し，ある可測関数 h が存在し，

T = h(U), a.e. P
と書けることをいう．

2）すなわち，与えられた統計量自体である．
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もし，T と U がともに最小十分統計量ならば，一対一写像 hが存在し，

T = h(U), a.e. P
となる．

定理 2.4 ：(i) P をある分布族とし，その部分分布族を P0 とする．P0 に関してほとんどい
たるところ成立するならば，P に関してもほとんどいたるところ成立すると仮定する．このと
き，統計量 T が P ∈ P に関して十分で，P0 に関して最小十分ならば，T は P に関しても最
小十分である．
(ii) P を σ-有限な測度に関する (k + 1) 個の密度関数 f0, f1, . . . , fk からなる分布族とする．
さらに，fi, i = 1, 2, . . . , k の台は

{x : fi(x) > 0} ⊂ {x : f0(x) > 0}
を満たし，f0(x) > 0 上で

Ti(X) =
fi(X)

f0(X)
, i = 1, 2, . . . , k

なる統計量 (T1, T2, . . . , Tk) は P ∈ P に関して最小十分である．

証明：(i) S を P ∈ P に関して十分統計量とすれば，明らかに P ∈ P0 に関しても十分である．
T が P ∈ P0 に関して最小十分であることから，ある可測関数 hが存在し，T = h(S), a.s.,P0

と表現できる．さらに，仮定から，これは T = h(S), a.s.,P を意味するので，(i) は示された．
(ii) f0 > 0, a.s.P であることに注意する．いま，

g0(T ) = 1, , gi(T ) = Ti, i = 1, 2, . . . , k

とおく．このとき，Ti の定義から

fi(x) = gi(T (x))f0(x). a.s.P
となる．因数分解定理から，T は P ∈ P に関して十分であることがわかる．T の最小性を示
すために，S を他の十分統計量とする．因数分解定理を再度用いれば，ある可測関数 h と g̃i

が存在し，
fi(x) = g̃i(S(x))h(x), i = 0, 1, . . . , k

と表現できる．また，Ti の定義から

Ti(x) =
g̃i(S(x))

g̃0(S(x))

と {x : f0(x) > 0} 上で表現できる．したがって，最小性の定義から T は P ∈ P に関して最
小十分であることがわかる． �
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例 2.11 （例 2.10 の続き）：Θ0 = {θ0, θ1, . . . , θk} ⊂ Θ とする．c = (c1(θ), . . . , ck(θ))
′ ⊂ Rk

に対し，
c̃i(θ) = c(θi) − c(θ0), i = 1, 2, . . . , k

としたとき，c̃1(θ), . . . , c̃k(θ) は Rk において一次独立になるように Θ0 をさだめることができ
ると仮定3）する．これは，k 母数指数分布族の階数が k であるならば，この仮定をみたす．例
2.10 から T は θ ∈ Θ に関して十分であるので，最小性をつぎに示す．P0 = {fθ : θ ∈ Θ0} と
おけば，定理 2.4 (ii) より

S(x) = (exp{T (x)c̃′
1(θ) − d̃1}, . . . , exp{T (x)c̃′

k(θ) − d̃k})
は θ ∈ Θ0 に関して最小十分である．ただし，d̃i = d(θi) − d(θ0), i = 1, 2, . . . , k である．
c̃1(θ), . . . , c̃k(θ) は Rk において一次独立なので，１対１の可測関数 h : Rk → Rk が存在して，
T (x) = h(S(x)), a.s.,P0と書ける．したがって，θ ∈ Θ0 に関して最小十分である．さらに，こ
れは P においてもほとんどいたるところ成立することが c̃1(θ), . . . , c̃k(θ)は Rk において一次
独立からわかる．したがって，定理 2.4 (i) から T は θ ∈ Θ に関して最小十分であることが示
せた．

例 2.12 　X1, X2, . . . , Xn (n ≥ 2) を正規分布 N(µ, σ2) からのランダム標本とする．θ =

(µ, σ2) ∈ R × R
+ は未知とする．このとき，

p(x| (µ, σ2)) =
1

(
√

2πσ)2
exp

[− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2
]

= exp
[ µ
σ2

n∑
i=1

xi − 1

2σ2

n∑
i=1

x2
i −

n

2

(µ2

σ2
+ log(2πσ2)

)]
となる．したがって，X = (X1, X2, . . . , Xn) として，T1(X) =

∑n
i=1Xi, T2(X) =

∑n
i=1 X

2
i

とした 2 母数指数分布族となる．よって，(T1(X), T2(X)) は (µ, σ2) の十分統計量になるこ
とがわかる．さらに，

COV(T1(X), T2(X)) = COV(
n∑

k=1

Xk,
n∑

l=1

X2
l ) =

n∑
k=1

COV(Xk, X
2
k)

となる．したがって，

VAR(T1, T2) = n

(
VAR(X1) COV(X1, X

2
1 )

COV(X1, X
2
1 ) VAR(X2

1 )

)
= 4σ2

(
1 2µ

2µ 2σ2 + 4µ2

)
(2.5)

となり，正定値であることがわかる．したがって，(
∑n

i=1Xi,
∑n

i=1X
2
i )は (µ, σ2)の最小十分統計

量となる．さらに，X̄n = (1/n)
∑n

i=1 Xiとしたとき，(
∑n

i=1 Xi,
∑n

i=1X
2
i )と (

∑n
i=1 Xi,

∑n
i=1(Xi−

X̄n)2)は 1 対 1 対応するので，(
∑n

i=1Xi,
∑n

i=1(Xi−X̄n)2)も (µ, σ2)の最小十分統計量となる．

3）これは {c(θ) : θ ∈ Θ} が Rk の開集合ならば可能で ある．
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最後に，(2.5) を確認する．X1 の積率母関数がmX(t) = exp(µt+ σ2t2/2)で与えられること
に注意する．これより

E[X1] =
[
(µ+ σ2t)mX(t)

]
t=0

= µ,

E[X2
1 ] =

[
σ2mX(t) + (µ+ σ2t)2mX(t)

]
t=0

= µ2 + σ2,

E[X3
1 ] =

[
σ2(µ+ σ2t)mX(t) + 2σ2(µ+ σ2t)mX(t) + (µ+ σ2t)3mX(t)

]
t=0

= 3µσ2 + µ3,

E[X4
1 ] =

[
3σ4mX(t) + 6σ2(µ+ σ2t)2mX(t) + (µ+ σ2t)4mX(t)

]
t=0

= 3σ4 + 6µ2σ2 + µ4

となる．したがって，

COV(X1, X
2
1 ) = E[(X1 − µ)(X2

1 − µ2 − σ2)] = 2µσ2,

VAR[X2
1 ] = E[X4

1 ] − (E[X2
1 ])2 = 3σ4 + 6µ2σ2 + µ4 − (µ2 + σ2)2 = 2σ4 + 4µ2σ2

からわかる．

2.3.1 完備統計量

Θを母数空間とする統計モデル P = {Pθ : θ ∈ Θ}を考えよう．

定義 2.4 ：確率変数 X は分布 Pθ にしたがうとする．統計量 V (X)が補助統計量（ ancillary

statistics）であるとは，V (X) の分布が θ に依存しないときをいう．さらに，V (X) が一次の
オーダーで補助統計量（first-order ancillary statistics）であるとは，E[V (X)]が θ に依存しな
いことをいう．

自明な補助統計量は V (X)が定数であるような統計量である．しかし，もし V (X)が自明でな
い補助統計量であれば，σ(X)の部分 σ - 集合族 σ(V (X))は Pθ の情報を含まない自明でない
σ - 集合族となる．したがって，十分統計量 T (X) のすべての定数ではない関数が補助統計量
でないのならば，T (X)は最もうまく情報縮約できたことになる．

定義 2.5 ：統計量 T (X)が θ ∈ Θに対し完備（complete）であるとはつぎの条件を満たすこ
とである：
任意のボレル関数 f に対し，すべての P ∈ P について

E[f(T )] = 0 ならば f = 0, a.s.,P
が成立する．
T (X)が有界な関数に対して完備であるとは，有界ボレロ関数に対して，上の条件が成立する
ことである．

つぎの定理は指数分布族においては比較的容易に完備十分統計量をみつけることができるこ
とを示している．
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定理 2.5 　確率分布 P の密度関数が (2.1) で与えられる指数分布族で，自然母数空間がフ
ルランクであるとする．このとき，T (X) は c ∈ Ξ に対して完備十分統計量となる．

証明：例 2.10から十分性はわかる．完備性については Lehmann の TSHの 4.2 節を参照せよ．
�

つぎに完備統計量と補助統計量の独立性についての定理をあげる．

定理 2.6 （Basu の定理）：確率変数 X は P ∈ P にしたがい，V (X) を補助統計量とし，
T (X) を有界関数にたいして完備な十分統計量とする．このとき，V と T は独立となる

証明：B を V の値域の事象とする．V は補助統計量なので，P ∈ P を動かしても P (V −1(B))

は定数となる．また，T は十分統計量なので，E[1B |T ]は T のみの関数である．条件付き確率
の性質から

0 = E[1B(V )] − P (V −1(B)) = E{E(1B(V )|T )} − P (V −1(B))}
となり，上の式の右辺の期待値の中 E(1B(V )|T )}− P (V −1(B))は T の有界ボレロ関数となる
ので，完備性から

E(1B(V )|T )} − P (V −1(B)) = 0

となる．さらに，A を T の値域の事象とすれば，

P{T−1(A) ∩ V −1(B)} = E{E(1A(T )1B(V ) T )} = E{1A(T )E(1B(V )|T )}
= E{1A(T )P (V −1(B)} = P (T−1(A))E{1A(T )}
= P (T−1(A))P (V −1(B))

となり，独立性が示せた． �
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.....2.4.....

最尤法

確率ベクトル X = (X1, X2, . . . , Xn)の統計モデルを P = {Pθ : θ ∈ Θ ⊂ Rk}とする．P に
含まれる Pθ に対応する確率密度関数もしくは確率関数を p(x| θ) と記すことにする．ただし，
x = (x1, x2, . . . , xn)である．X = xが観測されたときの尤度関数を

Ln(θ|x) = p(x| θ), θ ∈ Θ

で定めることにする．Ln(· |x)は標本空間から {θ �→ p(x| θ) : x ∈ S}なる関数族への対応とな
る．xがあたられたとき，Ln(θ|x)は θ の関数とみなす．これを簡単に Ln(θ)と書くことにす
る．Ln(θ)は xが与えられたとき，いろいろな θ の「確からしさ」もしくは「尤もらしさ」を
表現するものである．
特に，X1, X2, . . . , Xn が独立同一に確率密度関数 f(x| θ)に従うならば，尤度関数は

Ln(θ|x) = Πn
i=1f(xi| θ)

で与えられる．
最尤法とは，与えられたデータを実現させるために「尤もらしい」母数の値を母数の推定値

として用いる手法である．すなわち，X = xが与えられたとき，尤度関数を最大にする値 θ̂(x)

を見つけることである：

Ln(θ̂(x)|x) = p(x| θ̂(x)) = max{p(x| θ) : θ ∈ Θ} = max{Ln(θ|x) : θ ∈ Θ}
θ̂(x)を θ の最尤推定値といい，θ̂(X)を θ の最尤推定量という．

例 2.13 確率変数 X が正規分布 N(θ, σ2) に従うとする．ただし，σ2 は既知とする．このと
き，尤度関数は

L1(θ|x) =
1

σ
ψ

(
x− θ

σ

)
となる．ただし，ψ(x) = (1/

√
2π)ex2/2 である．このとき，最大は

θ̂(x) = x

のとき唯一達成される．したがって，θ̂(X) = X は最尤推定量となる．
つぎに，X1, X2, . . . , Xn は独立同一に正規分布N(θ, σ2) に従うとする．ここでも σ2 は既
知とする．このとき，尤度関数は

Ln(θ|x) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
−1

2

n∑
i=1

xi − θ

σ2

]

=

(
1√
2πσ

)n

exp

[
−1

2

(x̄n − θ)2

σ2/n

]
exp

[
−1

2

n∑
i=1

(xi − x̄n)2

σ2

]
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となる．よって，最大は

θ̂(x) = x̄n, x̄n =
1

n
(x1 + x2 + · · · + xn)

で達成される．したがって，最尤推定量は θ̂(X) = X̄n となる．ただし，X̄n = (1/n)(X1 +X2 +

· · · +Xn) である．

尤度関数に対数をとったものを対数尤度とよび，

ln(θ) = logLn(θ|x)

と記す1）．特に，Xi, i = 1, 2, . . . , n, が独立同一に確率密度関数 f(x| θ)に従う場合には

ln(θ) = log Πn
i=1f(xi| θ) =

n∑
i=1

log f(xi| θ)

となる．
もし，Θが開集合で ln(θ)が θ に関して微分可能で θ̂(x)が存在するならば，θ̂(x)は方程式

∂

∂θi
ln(θ) = 0, i = 1, 2, . . . , k

をみたす．この方程式を尤度方程式という．

例 2.14 　標識 1, 2, 3 のどれかをもつ個体から構成される母集団を考える．それぞれの標識
の出現確率は Hardy-Weinberg 比率で与えられるとする：

p(1|θ) = θ2, p(2|θ) = 2θ(1 − θ), p(3|θ) = (1 − θ)2, 0 < θ < 1

たとえば，3 つの個体を観測し，x1 = 1, x2 = 2, x3 = 1 を得たとする．このとき

L3(θ|x) = p(1| θ)p(2| θ)p(1| θ) = 2θ5(1 − θ)

となる．尤度方程式は
∂

∂θ
l3(θ) =

5

θ
− 1

1 − θ
= 0

となり，唯一の解 θ̂ = 5/6 を得る．これは

∂2

∂θ2
l3(θ) = − 5

θ2
− 1

(1 − θ)2
< 0, 0 < θ < 1

よりわかる．
一般に，n 個の観測 x1, x2, . . . , xn を得たとする．いま

nj = #{xi = j : i = 1, 2, . . . , n}, j = 1, 2, 3

とする．尤度関数は

Ln(θ|x) = θ2n1{2θ(1 − θ)}n2(1 − θ)2n3 = 2n2θ2n1+n2 (1 − θ)n2+2n3

1）形式的に，0/0 = 0, 0 ×∞ = 0 とする．
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より
∂

∂θ
ln(θ) =

2n1 + n2

θ
− n2 + 2n3

1 − θ
=

1

θ(1 − θ)
{(2n1 + n2) − 2(n1 + n2 + n3)θ}

より，2n1 + n2 > 0, n2 + 2n3 > 0 のとき，最尤推定値は唯一存在して，

θ̂(x) =
2n1 + n2

2(n1 + n2 + n3)

となる．もし，2n1 + n2 = 0 のとき，尤度関数は

2n2(1 − θ)(2n1+n2)+(n2+2n3) = 2n2(1 − θ)2(n1+n2+n3)

となり，θ = 0 のとき，尤度関数は最大になり，Θ = (0, 1) なので，最尤推定値は存在しない．
また，n2 + 2n3 = 0 のときは，尤度関数は 2n2θ2(n1+n2+n3) なり，最尤推定値は存在しない．

例 2.15 　X1, X2, . . . , Xn は独立同一分布に従い，各 Xi, i = 1, 2, . . . , n, は 1, 2, . . . , k

の値をとり，その確率は θj = P{Xi = j}, j = 1, 2, . . . , k, で与えられるとする．ここで，
n ≥ k − 1 を仮定する．いま，Nj =

∑n
i=1 I{Xi = j} おく．X = xが与えられたとする．この

とき，nj =
∑n

i=1 I{xi = j} とおけば，対数尤度は

ln(θ) = logLn(θ|x) = log p(x|θ) =
k∑

j=1

nj log θj

となる．ただし，θ = (θ1, θ2, . . . , θk) で

θk = 1 −
k−1∑
j=1

θj (2.6)

である．
まず，nj > 0, j = 1, 2, . . . , k, を仮定する．このとき，θj のどれかがゼロならば，p(x|θ) = 0

となる．したがって，最尤推定値は θj > 0 となるので，上の仮定のもとでは，最尤推定値は
[0, 1]k の内点である．したがって，最尤推定値は尤度方程式

∂

∂θj
ln(θ) =

∂

∂θj

k∑
�=1

n� log θ� =
k∑

�=1

n�

θ�

∂θ�

∂θj
= 0, j = 1, 2, . . . , k − 1

となる．(2.6) から ∂θk/∂θj = −1, j = 1, 2, . . . , k − 1, となる．よって，尤度方程式は

θ̂k

θ̂j

=
nk

nj
, j = 1, 2, . . . , k − 1

となる．これを再度 (2.6) に代入すれば，θ̂k = nk/n となり，

θ̂j =
nj

n
, j = 1, 2, . . . , k
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となる．ただし，n =
∑k

�=1 n� とした．つぎに，θj = nj/n, j = 1, 2, . . . , k が実際に ln(θ) を
最大にしていることを確認するために，ln(θ) は (θ1, θ2, . . . , θk−1)に関して concaveであるこ
とを示す．1 ≤ r ≤ k − 1, 1 ≤ j ≤ k − 1 に対して，

∂

∂θr

∂

∂θj
ln(θ) =

∂

∂θr

(
nj

θj
− nk

θk

)
=

 −
(

nr

θ2
r

+ nk

θ2
k

)
< 0, r = j

−nk

θ2
k
< 0, r �= j

となる．
ある j に対して，nj = 0 のとき，θ̂j = nj/n が最尤推定値であることも確認することがで

きる．

定理 2.7 　T (X) を未知母数 θ の十分統計量とする．このとき，θ の最尤推定量が一意に存
在するならば，θ の最尤推定量は T の関数である．

証明 　p(x| θ)を確率関数または確率密度関数とする．因子分解定理から θと T を通してのみ
xに依存する関数 g と x のみに依存する関数 hが存在して，

p(x| θ) = h(x)g(T (x)| θ)
と書ける．これより θ に関して p(x| θ)を最大化することは θ に関して g(T (x)| θ)を最大化す
ることと同値になる．また，T (x) = t と与えられたとき，g(t| θ)が 2 つ以上 θ で最大になる
とすれば，それに対応する x において g(T (x)| θ) も 2 つ以上の θ で最大化されるので，仮定
と矛盾する．したがって，g(t| θ)を θ について最大にする点はひとつである． �

定理 2.8 　関数 g : R → R が 1 対 1 のとき，θ̂ が θ の最尤推定量であれば，g(θ̂) は g(θ)

の最尤推定量である．

証明 　g は 1 対 1 だから，逆関数 g−1 が存在し，τ = g(θ) のとき，θ = g−1(τ )となる．これ
より

Ln(θ|x) = p(x| θ) = p(x| g−1(τ )) = L̃n(τ |,x)

と書けるので，
sup

τ
L̃n(τ |,x) = sup

τ
Ln(g−1(τ )|,x) = sup

θ
Ln(θ|x)

よって，θ̂ = g−1(τ̂) のとき最大化される．したがって，τ̂ = g(θ̂) のとき最大化される． �

例 2.16 （指数分布族の最尤推定量） 　X = (X1, X2, . . . , Xn)′ は k 母数指数分布族

f(x|η) = S(x) exp[
k∑

j=1

ηjTj(x) − A(η)]
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からの大きさ n のランダム標本とする．ただし，η = (η1, η2, . . . , ηk) とし，自然母数空間
η ∈ E は Rk の開集合とする．である．このとき，X の同時確率（密度）関数は

p(x|η) = Πn
i=1f(xi|η)

= Πn
i=1S(xi) exp[

k∑
j=1

nηj T̄j(x) − nA(η)]

となる．ただし，T̄j(x) =
∑n

i=1 Tj(xi), j = 1, 2, . . . , k である．したがって，対数尤度は

ln(η) = n
k∑

j=1

ηj T̄j(x) − nA(η) +（定数項）

となる．系 2.1 を用いれば，

∂

∂ηj
ln(η) = nT̄j(x) − n

∂

∂ηj
A(η) = nT̄j(x) − nEη[Tj(X)]

と
∂2

∂ηjηm

ln(η) = −n ∂2

∂ηjηm

A(η) = −nCOVη(Tj(X), Tm(X))

となるので，行列 ((∂2/∂η′η)A(η)) は負の定符号となる．したがって，尤度方程式

1

n

n∑
i=1

Tj(xi) =
∂

∂ηj

A(η)

または
1

n

n∑
i=1

Tj(xi) = Eη [Tj(X)], j = 1, 2, . . . , k

は唯一の解を持ち，これは η の最尤推定値となる．
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.....2.5.....

最尤法とその計算アルゴリズム

ここでは，最尤推定値を数値計算で求める方法を 3 つ紹介する．

2.5.1 ニュートン・ラプソン法

いま，g : R → R を 2 階微分可能な関数とし，方程式 g(x) = 0 をみたす解 x = c をみつけ
たい．そのために，c に近い xに対して，テーラー展開をする：

0 = g(c) ≈ g(x) + ġ(x)(x− c)

ただし，ġ(x) = dg/dxである．ġ(x) �= 0 のとき，これを cについて解けば

c ≈ x− g(x)

ġ(x)

を得る．初期値 x0 を取り，点列 {xn}∞n=1 を逐次的に

xn+1 = xn − g(xn)

ġ(xn)
, n = 0, 1, . . . (2.7)

で定義する．そして，|g(xn)/ġ(xn)|が十分小さくなるまで操作を繰り返すとする．区間 I = [a, b]

上で g̈(x) > 0で，g(a)g(b) < 0のとき，g(x0) > 0となる x0 ∈ (a, b)をひとつ見つければ，(2.7)

で得られる点列 {xn}∞n=1 は I 上における零点 cに収束することが知られている1）．ニュートン・
ラプソン法を用いて，尤度方程式の解として定義される最尤推定値を求めることができる．
いま，X = (X1, X2, . . . , Xn)は同時確率密度関数または確率関数 p(x| θ)を持つとする．た

だし，θ ∈ Θ ⊂ R とする．X = x が与えられたときの尤度関数は Ln(θ|x) = p(x| θ) である．
最尤推定値 θ̂ は尤度方程式

S(θ) =
d

dθ
logLn(θ|x) = 0 (2.8)

の解とする．さらに，k 回操作を行ったのちの θ の推定値を θ̂(k) とする：

θ̂(k+1) = θ̂(k) +
S(θ̂(k))

H(θ̂(k))

ただし，

H(θ) = − d2

dθ2
logLn(θ)

1）杉浦「解析入門 I (東京大学出版会)」p.105 を参照．
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である．この操作を θ̂(k+1) と θ̂(k) との差が十分小さくなるまで繰り返す．
ニュートン・ラプソン法を用いるために初期推定値 θ̂(0)が必要である．初期推定値に何を用い
るかによって，アルゴリズムは収束したりしなかったりする．また，尤度方程式S(θ) = 0が複
数の解を持つ場合には，尤度方程式 (2.8) の解は尤度関数の極小点，極大点，鞍馬点 ( saddle-

point)に対応するので，θ̂(k) は最尤推定値とは異なる点に収束する可能性がある．収束先が最
尤推定値と異なるかどうかが不明な場合には，複数の初期値で試すとよい．また，初期値とし
て，別の推定値 (別の推定量の実現値)を用いることもできる．たとえば，θ̂(0)

n (X)が θ の十分
よい推定量ならば，一段階推定量

θ̂(1)
n = θ̂(0)

n +
S(θ̂

(0)
n )

H(θ̂
(0)
n )

は，最尤推定量と同じ性質を漸近的には同じ性質をもつことが知られている．正確に言えば，√
n(θ̂

(0)
n − θ)は正規分布に分布収束するならば，

√
n(θ̂

(1)
n − θ̂n)

P−→ 0 となる．ただし，θ̂n は θ

の最尤推定量である．

例 2.17 　確率密度関数

fX(x| θ) =
1

π{1 + (x− θ)2}I(−∞,∞)(x), (−∞ < θ <∞)

を持つコーシー分布からの大きさ n のランダム標本をX1, X2, . . . , Xn とする．このとき，実
現値 x1, x2, . . . , xn に対する対数尤度関数は

logLn(θ) = −
n∑

i=1

log{1 + (xi − θ)2} − n log π

となる．最尤推定値 θ̂n は尤度方程式

S(θ̂n) =

n∑
i=1

2(xi − θ̂n)

1 + (xi − θ̂n)2
= 0

の解である．S(θ) は θ の単調関数でないので，与えられた (x1, x2, . . . , xn) に対して，尤度
方程式は複数の解を持つ可能性がある．したがって，適切な初期値 θ̂(0) を選ぶことが重要であ
る．コーシー分布は E[X1]が定義されないので，初期値として，標本平均を用いるのは適当で
はない．X1 の分布は θ に関して対称であることに注目して，標本中央値を初期値 θ̂(0) として
用いる．これを用いて，逐次的に θ̂(k), k = 1, 2, . . . を

θ̂(k) = θ̂(k−1) +
S(θ̂(k−1))

H(θ̂(k−1))

で定める．ただし，

H(θ) = 2

n∑
i=1

1 − (xi − θ)2

{1 + (xi − θ)2}2

である．θ = 10 のコーシー分布から標本の大きさ n = 100 のランダム標本に基づいて最尤推
定値を求めた例が次である．
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k θ̂(k) logLn(θ̂(k)) + 100 log(π)

0 9.932387 11.95144

1 9.98055 11.9517

2 9.980323 11.9517

3 9.980323 11.9517

つぎに，母数の次元が p の場合を考える．母数 θ = (θ1, θ2, . . . , θp)
′ が p - 次元のとき，θ

の最尤推定値 θ̂ は尤度方程式S(θ) = 0 の解として定義される．ただし，

S(θ) =

(
∂

∂θ1
logLn(θ),

∂

∂θ2
logLn(θ), . . . ,

∂

∂θp
logLn(θ)

)′

である．このとき，k 回目の逐次回 θ̂
(k)
は

θ̂
(k)

= θ̂
(k−1)

+ [H(θ̂
(k−1)

)]−1S(θ̂
(k−1)

) (2.9)

で定義される．ただし，H(θ) の (i, j) - 成分は

Hij(θ) = − ∂2

∂θi∂θj
logLn(θ)

で定義される．

2.5.2 Fisher のスコア法

Newton-Raphson アルゴリズムの簡単な修正として，Fisher のスコアアルゴリズムがある．
Fisher のスコアアルゴリズムは (2.9) の中の H の代わりに

H∗(θ) = Eθ[H(θ)] = −Eθ

[
∂2

∂θ∂θ′ logLn(θ)

]
である．ただし，

∂2

∂θ∂θ′ logLn(θ)

の (i, j) - 成分は
∂2

∂θi∂θj
logLn(θ)

である．したがって，k 回目の逐次解 θ̂
(k−1)

は

θ̂
(k)

= θ̂
(k−1)

+
[
H∗(θ̂

(k−1)
)
]−1

S(θ̂
(k−1)

)

で定義される．

例 2.18 (例 2.17 の続き) 　

H(θ) = 2

n∑
i=1

1 − (xi − θ)2

{1 + (xi − θ)2}2
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から

H∗(θ) =
2n

π

∫ ∞

−∞

1 − (x− θ)2

{1 + (x− θ)2}3
dx =

n

2
(2.10)

から Fisher のスコアアルゴリズムは

θ̂(k) = θ̂(k−1) +
4

n

n∑
i=1

xi − θ̂(k−1)

1 + (xi − θ̂(k−1))2

となる．最後に，(2.10) の計算をする．z = x− θ とおき，さらに y = tanγ とおけば，∫ ∞

−∞

1 − y2

(1 + y2)3
dy =

∫ ∞

−∞

2

(1 + y2)3
dy −

∫ ∞

−∞

1

(1 + y2)2
dy

= 2

∫ π/2

−π/2

1

(1 + tan γ2)3

1

cos γ2
dγ −

∫ π/2

−π/2

1

(1 + tan γ2)2

1

cos γ2
dγ

= 2

∫ π/2

−π/2

cos4 γ dγ −
∫ π/2

−π/2

cos2 γ dγ,

= 2

∫ π/2

−π/2

(
cos(4γ) + 1

8
+ cos(2γ) +

1

4

)
dγ −

∫ π/2

−π/2

(
cos(2γ) + 1

2

)
dγ

= 2

[
sin(4γ)

32
+
γ

8
+

sin(2γ)

2
+
γ

4

]π/2

−π/2

−
[
sin(2γ)

4
+
γ

4

]π/2

−π/2

=
π

4

となることがわかる．

2.5.3 EM アルゴリズム

(X , A, µ) を測度空間とする．ここで，µ は σ - 有限な測度2）とする．X - 値確率変数X は
母数 θ (θ ∈ Θ) の確率測度 Pθ を持つ：

P({X ∈ A}) = Pθ(A), A ∈ A
さらに，Pθ は µ に関する確率密度関数 p( · | θ) をもつとする：

Pθ(A) =

∫
A

p(x| θ)µ(dx), A ∈ A

いま，(X , A) は隠れた空間でX のすべてを観測できないとする．実際には，ある可測空間
(Y, B)と可測関数 T : X �→ Y が存在して，Y = T (X) のみが観測できるとする．ν を (Y, B)

上の σ - 有限な測度とする．すると T は (Y, B) 上の測度を誘導する：

Qθ(B) = PθT
−1(B) = Pθ(T

−1(B)), B ∈ B
2）ある部分集合の列 {Gn}∞n=1, Gn ∈ Aで ∪∞

n=1Gn =
X かつ各 n に対して µ(Gn) < ∞ なるものが存在

することである．
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さらに，確率測度 Qθ は測度 ν に関して確率密度関数 q( · | θ)を持つとする：

Qθ(B) =

∫
B

q(y| θ) ν(dy), B ∈ B

EM アルゴリズムは，観測Y = y が与えられたとき，θ の関数として q(y| θ) を最大化する
ことで θ の最尤推定値を求める方法である．

EM アルゴリズムは以下のように行う：y が与えられたとき，θ の初期推定値の θ̂(0) から始
める．θ̂(0) より P�θ(0) と Q�θ(0) = P�θ(0)T−1 が初期の推定された確率測度となる．

E - 段階 ( E - Step )：各 θ ∈ Θ に対し，条件付き期待値

φ1(θ) = EP
�θ(0)

{log p(X | θ)|T (X) = y} (2.11)

を求める．P�θ(0){T (X) = y} > 0の場合には，T (X) = yが与えられたときの X の条件付分布
を求め，それに関して関数x �→ log p(x| θ) の期待値を求めればよい．P�θ(0){T (X) = y} = 0 の
ときは注意が必要であるが，(2.11)の正当化は可能である．以後は簡単のために，P�θ(0){T (X) =

y} > 0 の場合を考える．

M - 段階 ( M - Step )：θ に関して
φ1(θ)

を最大化する．最大を与える点 (存在すれば)を θ̂(1) とおく．つぎに，P�θ(0) の代わりに P�θ(1) を
用いる．

E - 段階 ( E - Step )：各 θ ∈ Θ に対して

φ2(θ) = EP
�θ(1)

{log p(X | θ)|T (X) = y}
を求める．

M - 段階 ( M - Step )：θ に関して
φ2(θ)

を最大化する．最大を与える点 (存在すれば)を θ̂(2) とおく．
一般には，m - 段階 ( m = 1, 2, . . . )で

E - 段階 ( E - Step )：各 θ ∈ Θ に対し，条件付き期待値

φm(θ) = EP
�θ(m−1)

{log p(X| θ)|T (X) = y} (2.12)

を求める．

M - 段階 ( M - Step )：θ に関して
φm(θ)

を最大化する．最大を与える点 (存在すれば)を θ̂(m) とおく．

この操作を θ̂(m) が θ̂(m−1) とほとんど変化がなくなるまで繰り返す．
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例 2.19 　X1, X2, . . . , Xn は独立同一に指数分布

f(x| θ) =
1

θ
e−x/θI(0,∞)(x)

に従うとする．ただし，θ > 0 である．しかし，各 Xi, i = 1, 2, . . . , n, は直接観測されず，各
Xi の整数部分のみが観測されるとする．すなわち，Yi = �Xi� である．Y1, Y2, . . . , Yn の観測
に基づいて θ の最尤推定値を求めよう．
この場合，X = (R+)n，A は (R+)n 上のボレル可測集合体であり，Pθ はルベーグ測度に関
する確率密度関数

p(x| θ) = Πn
i=1f(xi| θ) = θ−n exp

(− n∑
i=1

xi/θ
)
, x = (x1, x2, . . . , xn)

を持つ．また，Y = {0, 1, . . . }n で B は Y のすべての部分集合の集まりからなる σ - 集合体
である．さらに，関数 T : X �→ Y は

T (x) = (�x1�, �x2�, . . . , �xn�)
で定義される．
いま，

P (Yi = y) =

∫ y+1

y

f(x| θ) dx = e−y/θ(1 − e−1/θ)

となるので
q(y| θ) = Πn

i=1e
−yi/θ(1 − e−1/θ), y = (y1, y2, . . . , yn)

となる．直接 q(y| θ) を θ に関して最大化して，θ の最尤推定値を求めることはできるが，EM

アルゴリズムを用いるとどうなるかを観てみよう．
まず，�Xi� = y が与えられたとき，θ のもとでの Xi の条件付確率密度関数を求める：

kθ(x| y) =
P (Xi = x, �Xi� = y)

P (�Xi� = y)
=
θ−1e−x/θI[y, y+1)(x)

e−y/θ(1 − e−1/θ)

これより

φ1(θ) = EP
�θ(0)

[log p(X | θ)|T (X) = y] = −1

θ
EP

�θ(0)

[ n∑
i=1

Xi|T (X) = y
]− n log θ
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と

EP
�θ(0)

[Xi|T (X) = y] =
1

θ̂(0)e−y/�θ(0)(1 − e−1/�θ(0))

∫ y+1

y

xe−x/�θ(0)

dx

=
1

e−y/�θ(0)(1 − e−1/�θ(0))

{[−xe−x/�θ(0)]y+1

y
+

∫ y+1

y

e−x/�θ(0)

dx

}
=

1

e−y/�θ(0)(1 − e−1/�θ(0))

{
−(y + 1)e−(y+1)/�θ(0)

+ ye−y/�θ(0)

−θ̂(0)e−(y+1)/�θ(0)

+ θ̂(0)e−y/�θ(0)

}
=

1

e−y/�θ(0)(1 − e−1/�θ(0))

{
(y + θ̂(0))e−y/�θ(0)

(1 − e−1/�θ(0)

) − e−(y+1)/�θ(0)
}

= y + θ̂(0) − e−1/�θ(0)

1 − e−1/�θ(0)

= y + θ̂(0) − 1

e1/�θ(0) − 1

となる．よって，E 段階は

φ1(θ) = n

(
− log θ +

1

θ(e1/�θ(0) − 1)
− ȳn + θ̂(0)

θ

)
となる．ただし，ȳn = (1/n)

∑n
i=1 yi である．次に，M 段階は上の式を θ に関して最大化する：

θ̂(1) = argmaxθφ1(θ) = θ̂(0) + ȳn − 1

e1/�θ(0) − 1

となる．したがって，EM アルゴリズムは

θ̂(m) = argmaxθφm(θ) = θ̂(m−1) + ȳn − 1

e1/�θ(m−1) − 1

で与えられる．

つぎに，EMアルゴリズムがどうしてうまく働くかを観る．Y = y が与えられたとき，θ̂ を
θ の最尤推定値とし，Θ の内部上で関数

θ �→ q(y| θ), θ ∈ Θ

は微分可能とする．このとき，
∂

∂θ
q(y| θ)

∣∣∣∣
θ=�θ

= 0

である．
いま，θ̂(∞) を Θ の内点とし，EM アルゴリズムの収束先とする．このとき，θ̂(∞) は関数

θ �→ EP
�θ(∞)

{log p(X| θ)|T (X) = y} (2.13)



第 2章 統計モデルと統計推測の枠組み 36

を最大化する．(2.13) は Θ の内部で微分可能とし，期待値と微分記号の交換が可能とすれば，
θ = θ̂(∞) において

∂

∂θ
EP

�θ(∞)
{log p(X| θ)|T (X) = y}

∣∣∣∣
θ=�θ(∞)

= EP
�θ(∞)

{
∂

∂θ
log p(X | θ)|T (X) = y

} ∣∣∣∣
θ=�θ(∞)

= 0

(2.14)

となる．ここで

l̇n(θ|x) =
∂

∂θ
log p(x| θ)

とおけば，適当な仮定のもとで

EPθ
{l̇n(θ|X)|T (X) = y} =

{∫
T (x)=y

l̇n(θ|x)p(x| θ)µ(dx)

}

=

{∫
T (x)=y

(
∂

∂θ
p(x| θ)

)
µ(dx)

}

=

{
∂

∂θ

∫
T (x)=y

p(x| θ)µ(dx)

}

=

(
∂

∂θ
q(y| θ)

)
=

∂

∂θ
q(y| θ)

となる．よって，q(y| θ) > 0となる y に対して，(2.14)は

∂

∂θ
log q(y| θ)

∣∣∣∣
θ=�θ(∞)

= 0 (2.15)

を意味する．したがって，最尤推定値が一意に存在するならば，θ̂ = θ̂(∞) となる．
θ = θ̂(∞) なる解をもつ方程式

EPθ
{l̇n(θ|X)|T (X) = y} = 0

を自己一致方程式 ( self - consistency equation )という．
以上の議論からつぎの場合には，EM アルゴリズムはうまく機能されるかは保障されてい

ない．

1. 最大値を与える点が Θ の内点に含まれない．
2. 尤度関数がその最大を取る点で微分可能ではない．
3. スコア方程式 (2.15)が複数の解を持ち，そのいくつかは尤度関数を最大にしない．

最後に，EMアルゴリズムの各段階で，対数尤度関数 log q(y| θ)は非減少であることを示す：
log q(y| θ̂(m)) > log q(y| θ̂(m−1)), m = 0, 1, . . . (2.16)
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T (X) = y を与えたとき，X の条件付確率密度関数 kθ(x|y)は次で与えられる：

kθ(x|y) =
p(x| θ)
q(y| θ)IT−1(y)(x)

T (x) = y, p(x| θ) > 0, q(y| θ) > 0 の場合，

log q(y| θ) = log p(x| θ) − log kθ(x|y)

となる．
以下では，最尤推定値の候補は q(y| θ) > 0をみたしていなければいけないので，q(y| θ) > 0

を仮定して議論を進める．これは，そうでなければ， log q(y| θ) > 0 を最大にしないことから
わかる．
各 mに対し

log q(y| θ) = EP
�θ(m−1)

{log q(y| θ)|T (X) = y}
= EP

�θ(m−1)
{log p(X| θ) − log kθ(X|y)|T (X) = y}

= EP
�θ(m−1)

{log p(X| θ)|T (X) = y} − EP
�θ(m−1)

{log kθ(X|y)|T (X) = y} (2.17)

となる．上式の最右辺の各項を別々に評価していく．
まず，θ̂(m) の定義から

EP
�θ(m−1)

{log p(X| θ̂(m))|T (X) = y} − EP
�θ(m−1)

{log p(X | θ̂(m−1))|T (X) = y} ≥ 0 (2.18)

がわかる．
次に，(2.17) の最右辺の 2 項目を評価する：

EP
�θ(m−1)

{log k�θ(m)(X |y)|T (X) = y} − EP
�θ(m−1)

{log k�θ(m−1)(X|y)|T (X) = y}

= EP
�θ(m−1)

{
log

k�θ(m)(X|y)

k�θ(m−1)(X|y)

∣∣∣∣T (X) = y

}
≤ log EP

�θ(m−1)

{
k�θ(m) (X|y)

k�θ(m−1)(X|y)

∣∣∣∣T (X) = y

}
(2.19)

となる．最後の不等号は Jensen の不等式よりわかる．いま，

g(y) = EP
�θ(m−1)

{
k�θ(m)(X|y)

k�θ(m−1)(X|y)

∣∣∣∣T (X) = y

}
とおく．条件付き期待値の定義から任意の B ∈ B に対し∫

B

g(y) dQ�θ(m−1)(y) =

∫
T−1(B)

k�θ(m)(X|y)

k�θ(m−1)(X|y)
dP�θ(m−1)(x) (2.20)

となる．しかし
k�θ(m)(x|y)

k�θ(m−1)(x|y)
=

p(x| θ̂(m))

q(T (x)| θ̂(m))
· q(T (x)| θ̂(m−1))

p(x| θ̂(m−1))
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に注意すれば，(2.20) の右辺は∫
T−1(B)

k�θ(m) (X|y)

k�θ(m−1)(X|y)
dP�θ(m−1) =

∫
T−1(B)

p(x| θ̂(m))

q(T (x)| θ̂(m))
q(T (x)| θ̂(m−1))µ(dx)

=

∫
T−1(B)

q(T (x)| θ̂(m−1))

q(T (x)| θ̂(m))
dP�θ(m)(x)

=

∫
B

q(y| θ̂(m−1))

q(y| θ̂(m))
dQ�θ(m)(y)

=

∫
B

1 · dQ�θ(m−1)(y)

となる．これより

g(y) = EP
�θ(m−1)

{
k�θ(m)(X|y)

k�θ(m−1)(X|y)
|T (X) = y

}
= 1, a.e. Q�θ(m−1)

となる．この式と (2.19)から

EP
�θ(m−1)

{log k�θ(m)(X|y)|T (X) = y} − EP
�θ(m−1)

{log k�θ(m−1)(X|y)|T (X) = y} ≤ 0 (2.21)

がわかる．よって，(2.18)と (2.21)から (2.17)は示せた．



3
大標本理論
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.....3.1.....

指数分布族モデルにおける最尤推定量の漸近理論

Pη を (X , A) 上の確率測度とし，σ - 有限な測度 λ(x) に関する確率密度関数

p(x|η) = exp{η′T (x) − A(η)}
を持つ1）とする．ここでは，考える指数分布族はフルランクとし，A(η)は 2 階連続微分可能と
する．
系 2.1(i)から，スコア関数は

∂

∂η
log p(x|η) = T (x) − ∂

∂η
A(η) = T (x) − Ȧ(η) = T (x) − Eη[T (X)]

となる．さらに，系 2.1(ii)から，スコア関数の分散は

I(η) = VARη

{
∂

∂η
log p(X|η)

}
=

∂2

∂η′∂η
A(η) = Ä(η)

で与えられ，これを情報行列と呼ぶことにする．
X1, X2, . . . , Xn を確率測度 Pη0 からのランダム標本とする．ただし，η0 は自然母数空間 E

の内点に含まれるとする．このとき，Rn 上の測度Πn
i=1λ(xi)に関するXn = (X1, X2, . . . , Xn)

の同時確率密度関数は

pn(xn|η0) = Πn
i=1p(xi|η0) = exp

{
η′

0

n∑
i=1

T (xi) − nA(η0)
}
, xn = (x1, x2, . . . , xn)

となる．ここで，An(η) = nA(η), nT̄ n(xn) =
∑n

i=1 T (xi) とおくと別の指数分布族ができる．
η̂n を η の最尤推定値とする．すなわち，pn(xn|η)を最大にする η の値である．これは，関数

Gn(η) =
1

n
log

pn(xn|η0)

pn(xn|η)
= (η0 − η)′T̄ n + A(η) − A(η0)

を最小にするものと同値である：
η̂n = argminGn(η)

である．
以下では，η̂n の漸近一致性と漸近分布を求めていく．最尤推定量の漸近分布を求める基本的

な方針はつぎのふたつがある．

(1) 関数 Gn(η)が滑らかであれば，最尤推定量は尤度方程式の解として考察する．

1）(2.1) において λ(x) = S(x)IB(x)µ(x) とすればよ
い．
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(2) 最尤推定量を関数 Gn(η)を最小にするものとして考察する．

ここでは，(2) の方針に従って議論を進めていく．

3.1.1 漸近一致性

まず，η̂n において Gn(η)が最小になることから

0 = Gn(η0) ≥ Gn(η̂n)

となることに注目する．さらに，大数の法則から

T̄ n
a.s−→ Eη0[T (X)] = Ȧ(η0)

def
= β0

となるので，
Gn(η)

a.s−→ G(η)
def
= (η0 − η)′β0 + A(η) −A(η0)

となることがわかる．この収束は，{η : |η − η0| < κ, κは正定数 } 上で一様である：
sup

|η−η0|<κ

|Gn(η) −G(η)| ≤ κ|T̄n − β0| a.s−→ 0 (3.1)

直観的に言えば，Gn(η)は G(η) に近いので，Gn(η)が最小となるような点は G(η)が最小と
なる点に近いと期待できる．したがって，η̂ がどこに近づくかを観るために，G(η) を最小と
する点を求める．G(η) は凸関数で，その導関数−β0 + Ȧ(η) は η = η0 でゼロになる．また，
2 次関数 I(η0) = Ä(η0) > 0 なので，G(η)は η = η0 で唯一最小となる．特に，各 δ > 0に対
し，正数 εを

2ε = inf
|η−η0|≥δ

G(η)

で定める．任意の δ > 0に対し，η̂n が η0 の δ - 近傍に高い確率で含まれることを示すために
は，高い確率で

inf
|η−η0|≥δ

Gn(η) ≥ ε

となることを示せばよい：なぜならば，

Pη0{|η̂n − η0| ≤ δ} ≥ Pη0{ inf
|η−η0|≥δ

Gn(η) ≥ ε} (3.2)

からわかる．したがって，{η : |η − η0| ≥ δ} 上で η に関してGn(η) の最小化を考えることに
なる．しかし，Gn(η) は凸関数なので，K = {η : |η − η0| = δ} 上のみで Gn(η) の最小化を
考えればよいことがわかる．有界集合 K 上では，(3.1) から高い確率で

| inf
η∈K

Gn(η) − inf
η∈K

G(η)| ≤ ε

となる．これから，高い確率で

inf
η∈K

Gn(η) = inf
η∈K

G(η) + inf
η∈K

Gn(η) − inf
η∈K

G(η) ≥ inf
η∈K

G(η) − | inf
η∈K

Gn(η) − inf
η∈K

G(η)| ≥ ε
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とできる．よって，(3.2) から η̂n の漸近一致性が示せた．

3.1.2 収束の速さ

中心極限定理より √
n(T̄ n − β0)

L−→ N(0, I(η0))

となる．ただし，I(η0) = VARη0(T (X)) = Ä(η0) である．これより

Mn = |T̄ n − β0| = Op(1/
√
n)

となる．T̄ n の収束の早さから

|Gn(η0) −G(η)| ≤ Mn|η0 − η| (3.3)

を得る．次に，G(η)を η0 のまわりでテーラー展開する：

G(η) = G(η0) + (η − η0)
′Ġ(η0) +

1

2
(η − η0)

′G̈(η∗)(η − η0)

=
1

2
(η − η0)

′I(η0)(η − η0) + o(|η − η0|2)
となる．ただし，η∗ は η と η0 を直線で結んだ線分上の点である．I(η0)は正定値なので，あ
る正定数 C が存在して

1

2
(η − η0)

′I(η0)(η − η0) ≥ 2C|η − η0|2

とできる．δ > 0を十分小さくとって，{η : |η − η0| = δ} 上では
G(η) ≥ C|η − η0|2 (3.4)

とできる．さらに，n が十分大きいとき，高い確率でMn ≤ δ となるので，{η : |η − η0| =

2Mn/C} 上では，(3.3)と (3.4) より

Gn(η) ≥ G(η) −Mn|η − η0| ≥ C|η − η0|2 −Mn|η − η0| =
2M2

n

C

となる．これより，高い確率で

inf
|η−η0|≥Mn/C

|Gn(η)| ≥ 2M2
n

C

となる．したがって，一致性の議論と同様にすれば，高い確率で η̂n は η0 のMn/C - 近傍に入
ることがわかる．よって

|η̂n − η0| ≤
2Mn

C
= Op(1/

√
n)

となる．上の式は Mn ≤ δ の仮定のもとの議論だったので，もうすこし吟味が必要である．十
分大きな正数 K に対し，Dn = {√nMn ≤ K}, En = {Mn ≤ δ}, Fn = {√n|η̂n − η| ≤ 2K/C}
とおく．上の議論でDn ∩En が起こったならば，Fn が起こることが言えた．すなわち，

P(Dn ∩En) ≤ P(Fn)
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である．また，n→ ∞ のとき，P(Dn) → 0と P(En) → 0に注意すれば

P(Dn ∩En) ≥ 1 − P(Dc
n) − P(Ec

n) = P(Dn) + P(En) + 1 → 1

となるので，P(Fn) → 1 (n → ∞)がわかる．

3.1.3 漸近正規性

δn = O(1/
√
n)とおく．{η : |η − η0| ≤ δn} 上で

Gn(η) = −(η − η0)
′(T̄ n − β0) +

1

2
(η − η0)

′I(η0)(η − η0) + o(1/n)

=
1

2
|I1/2

0 (η − η0) − I
−1/2
0 (T̄ n − β0)|2 −

1

2
|I−1/2

0 (T̄ n − β0)|2 + o(1/n)

となる．これは，o(|η − η0|2) = o(O(1/n)) = o(1/n) に注意すればわかる．ただし，I1/2
0 は正

定値行列で I(η0) = I
1/2
0 I

1/2
0 をみたすものである．

いま，

Qn(η) =
1

2
|I1/2

0 (η − η0) − I
−1/2
0 (T̄ n − β0)|2

とおく．Qn(η)は η = η̃n = η0 + I−1(η0)(T̄ n − β0)で最小となる．中心極限定理より
√
n(η̃n − η0) = I−1(η0)

√
n(T̄ n − β0)

L−→ N(0, I−1(η0))

となる．よって
|η̃n − η0| = Op(1/

√
n)

となる．したがって

Gn(η) =
1

2
|I1/2

0 η − I
1/2
0 (η0 + I(η0)

−1(T̄ n − β0))|2 −
1

2
|I−1/2

0 (T̄ n − β0)|2 + o(1/n)

=
1

2
|I1/2

0 (η − η̃)|2 − 1

2
|I−1/2

0 (T̄ n − β0)|2 + o(1/n)

となる．|η̂n − η| = Op(1/
√
n)からGn(η)に η̂n と η̃ を代入すれば，上の式の最右辺の o(1/n)

の項は oP (1/n)になる．η̂n の定義から Gn(η̂n) ≤ Gn(η̃n) となるので，

1

2
|I1/2

0 (η̂n − η̃n)|2 ≤ oP (1/n)

を得る．よって，
|η̂n − η̃n| = oP (1/

√
n)

となり，Slutzky の補題を用いれば，
√
n(η̂n − η0) =

√
n(η̃n − η0) + oP (1)

L−→ N(0, I−1(η0))

を得る．
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.....3.2.....

一様強一致性

X1, X2, . . . , Xn を独立な確率変数列とし , 同一の分布 F (x)をもつとする . Θ を母数空間と
し, U(x, θ)を x の実数値関数とする . 推定や検定において,

1

n

n∑
i=1

U(Xi, θ)

の評価が重要である . θ にたいし ,

µ(θ) = EU(X1, θ) =

∫
U(x, θ)dF (x) <∞

とく . 大数の法則から, 各 θ に対し ,

1

n

n∑
i=1

U(Xi, θ)
as−→ µ(θ) (n→ ∞) (3.5)

が成立する . しかし ,

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

U(Xi, θ) − µ(θ)

∣∣∣∣ as−→ 0 (n→ ∞) (3.6)

が成立すると便利である .

(3.6)が成立すると仮定し , 統計量の列 {θ̂n}∞n=1が θ̂n
as−→ θ0を満足するとする . さらに, µ(θ)

は θ の連続関数であるとする . すると, (3.6)は

1

n

n∑
i=1

U(Xi, θ̂n)
as−→ µ(θ0) (n→ ∞)

を保障することがわかる . 実際,∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

U(Xi, θ̂n) − µ(θ0)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣1n

n∑
i=1

U(Xi, θ̂n) − µ(θ̂n)

∣∣∣∣ +
∣∣µ(θ̂n) − µ(θ0)

∣∣
≤ sup

θ∈Θ

∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

U(Xi, θ) − µ(θ)

∣∣∣∣ +
∣∣µ(θ̂n) − µ(θ0)

∣∣
as−→ 0, (n→ ∞)

からわかる .

以下, (3.6)が成立するための十分条件を求めることにする .
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Θ 上の実数値関数 g(θ)が上半連続（upper semicontineous）であるとは, θn → θ なるどんな
列 {θn}∞n=1 に対しても,

lim sup
n→∞

g(θn) ≤ g(θ)

が成立すること1）である .

◦
• •

◦
上半連続関数の例

補題 3.1 ：つぎを仮定する .

(A1) Θ はコンパクト
(A2) すべての x に対し, U(x, θ) は θ について上半連続
(A3) ある関数 K(x) で EFK(X) <∞ なるものが存在し, すべての θ に対し,

|U(x, θ)| ≤ K(x)

を満足
(A4) すべての θ と十分小さなすべての ρ > 0 に対し,

sup
|θ′−θ|<ρ

U(x, θ′)

は x の可測関数である .

このとき,

P

{
lim sup

n→∞
sup
θ∈Θ

1

n

n∑
i=1

U(Xi, θ) ≤ sup
θ∈Θ

µ(θ)

}
= 1

が成立する .

証明：
ϕ(x, θ, ρ) = sup

|θ′−θ|<ρ

U(x, θ′)

とおく . 仮定から,十分小さな ρ > 0に対し , ϕは xの可測関数である . また, ϕ(x, θ, ρ) ≤ K(x)

で ρ ↓ 0 のとき, ρ(x, θ, ρ) ↓ U(x, θ) である . したがって, 単調収束定理を用いれば , ρ ↓ 0 の
とき, ∫

ϕ(x, θ, ρ)dF (x) ↓
∫
U(x, θ)dF (x) = µ(θ)

となる . 任意の正の数 ε > 0 を取る . それぞれの θ ∈ Θに対し , ρθ > 0が存在して,∫
ϕ(x, θ, ρθ)dF (x) < µ(θ) + ε

1）これは sup|θ′−θ|<ρ f(θ′) → f(θ)(ρ → 0) と同値であ
る . また, −f が上半連続のとき, f は下連続という

.
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とできる . 各 θ ∈ Θ に対して, 開球

S(θ, ρθ) = {θ′ : |θ′ − θ| < ρθ}
をとれば , Θはコンパクトより有限開被覆の存在が保障される：すなわち, ある正の整数 mが
存在して,

Θ ⊂ ∪m
i=1S(θj, ρθj )

とできる . どんな θ ∈ Θに対してもある i ∈ {1, 2, . . . , m}が存在し , θ ∈ S(θi, ρθi)となる . ϕ

の定義からどんな xに対しても

U(x, θ) ≤ ϕ(x, θi, ρθi)

である . したがって,
1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≤ 1

n

n∑
j=1

ϕ(Xj , θi, ρθi)

となることから

sup
θ∈Θ

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≤ sup
1≤i≤m

1

n

n∑
j=1

ϕ(Xj , θi, ρθi)

が成り立つ . 上の式の右辺に対して大数の法則を適用すれば ,

P

{
lim

n→∞
1

n

n∑
j=1

ϕ(Xj , θi, ρθi) ≤ µ(θi) + ε

}
= 1

が成り立つ . よって,

P

{
lim

n→∞
sup

1≤i≤m

1

n

n∑
j=1

ϕ(Xj , θi, ρθi) ≤ sup
1≤i≤m

µ(θi) + ε

}
= 1

となる . さらに,

sup
1≤i≤m

µ(θi) ≤ sup
θ∈Θ

µ(θ)

と

lim sup
n→∞

sup
θ∈Θ

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≤ lim
n→∞

sup
1≤i≤m

1

n

n∑
j=1

ϕ(Xj , θi, ρθi)

に注意すれば ,

P

{
lim sup

n→∞
sup
θ∈Θ

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≤ sup
θ∈Θ

µ(θ) + ε

}
= 1

が成り立つことがわかる . よって, 補題は証明された . �
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定理 3.1 ：補題の仮定 (A1), (A3) の他に, つぎを仮定する .

(A5) すべての x に対し, U(x, θ) は θ の連続関数である .

このとき,

P

{
lim

n→∞
sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

U(Xj , θ) − µ(θ)

∣∣∣∣ = 0

}
= 1

が成立する .

証明：(A5)から補題の (A2) は保障される . また, (A3) と U の連続性に注意して有界収束定
理を用いれば,

lim
θ′→∞

µ(θ′) = lim
θ′→θ

∫
U(x, θ′)dF (x) =

∫
U(x, θ)dF (x) = µ(θ)

となり, µは連続となることがわかる . さらに,

Ũ(x, θ) ≡ U(x, θ) − µ(θ)

とすれば , EŨ(X, θ) = 0 となる . また, すべての固定した x に対して, Ũ (x, θ) は θ について
連続なので, Ũ (x, θ)と−Ũ (x, θ)に対して前の補題を適用すれば,

P

{
lim sup

n→∞
sup
θ∈Θ

1

n

n∑
j=1

Ũ(Xj , θ) ≤ 0

}
= 1

と

P

{
lim sup

n→∞
sup
θ∈Θ

−1

n

n∑
j=1

Ũ (Xj, θ) ≤ 0

}
= 1

を得る . 任意の関数 g に対して,

0 ≤ sup
θ

|g(θ)| = max{sup
θ
g(θ), sup

θ
(−g(θ))}

であることに注意すれば ,

P

{
lim

n→∞
sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

Ũ (Xj , θ)

∣∣∣∣ = 0

}
= 1

がわかる . よって, 定理は示された . �
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.....3.3.....

最尤推定量の強一致性と漸近正規性

f(x|θ)を σ – 有限1）な測度（通常は Lebesgue 測度か counting measure）に関する確率密度
関数とする . X1, X2, . . . , Xn を f(x|θ)からのランダム標本としたとき, 尤度関数を

Ln(θ) = Πn
i=1f(xi|θ)

で定義する . また, 対数尤度関数を

Λn(θ) = logLn(θ)

と記すことにする . θ の最尤推定値 θ̂n = θ̂n(x1, . . . , xn)を

Ln(θ̂n) = sup
θ∈Θ

Ln(θ)

で定義する . θ̂は一般には存在するかどうかはわからないが , Θがコンパクトで f(x|θ)が θに
ついて上半連続ならば , 存在することがわかる .

3.3.1 強一致性

定義 3.1 ：母数 θ ∈ Θ の推定量の列 {θ̂n}∞n=1 が θ の弱一致推定量（強一致推定量）であると
は, すべての θ ∈ Θ に対して, θ̂n

P−→ θ（ θ̂n
as−→ θ ）を満足することである .

一致性の議論を行うために以下の記号を準備する . f0 と f1 を σ – 有限な測度 λに関する確
率密度関数とする . カルバック – ライブラー情報量を

K(f0, f1) = Ef0 log
f0(X)

f1(X)
=

∫
log

(
f0(x)

f1(x)

)
f0(x)dλ(x)

で定義する . ただし ,

log
f0(x)

f1(x)
=


log f0(x)

f1(x)
(f1 > 0)

0 (f0 = f1 = 0)

∞ (f0 > f1 = 0)

と定義する . したがって, K(f0, f1) = ∞ となることもある . また, f0 = 0, f1 > 0 の場合,∫
log f0(x)

f1(x)
f0(x)dλ(x) = 0とする .

1）測度 ν が σ – 有限であるとは, Ω = ∪∞
i=1Ai, Ai ∈

A, ν(Ai) < ∞ を満足することである . ルベーグ測
度 λ((a, b]) = b− aは Ai = (−i, i] ととれば, σ – 有
限であることがわかる .



第 3章 大標本理論 49

補題 3.2 ：f0 と f1 を λ に関する確率密度関数とする . このとき,

K(f0, f1) =

∫
log

(
f0(x)

f1(x)

)
f0(x)dλ(x) ≥ 0

が成立する . ただし, 等号成立は f1(x) = f0(x)(a.e.λ) のときである .

証明：log xは凸関数だから, Jensen の不等式を用いれば ,

−K(f0, f1) = Ef0 log
f1(X)

f0(X)
≤ log Ef0

f1(X)

f0(X)

である . ただし , 等号成立は, X ∼ f0 としたとき, f1(X)/f0(X)が定数（a.e.）である場合のみ
である . しかし ,

Ef0

f1(X)

f0(X)
=

∫
f1(x)

f0(x)
f0(x)dλ(x) =

∫
{x:f0(x)>0}

f1(x)dλ(x) ≤ 1

となる . ただし , 等号成立はE11{f0(X) > 0} = 1である . このふたつの式を合わせれば ,

−K(f0, f1) ≤ 0

が成り立つことがわかる . �

定理 3.2 ：θ0 ∈ Θ とし, X1, X2, . . . , Xn を確率密度関数 f(x|θ0) からのランダム標本とする
. θ0 を真の母数とし, 以下を仮定する .

(B1) Θ はコンパクト
(B2) すべての x について, f(x|θ) は θ について上半連続とする
(B3) 関数 K(x)が存在し, Eθ0 |K(X)| <∞ で, すべての x と θ に対し,

U(x, θ) = log f(x|θ) − log f(x|θ0) ≤ K(x)

を満足する
(B4) すべての θ ∈ Θ と十分小さな ρ > 0 に対して, sup|θ′−θ|<ρ f(x|θ′) は x の可測関数である
(B5) f(x|θ) = f(x|θ0)(a.e.λ) ならば, θ = θ0 が成立する
このとき, θ の最尤推定量の列 {θ̂n}∞n=1 は

θ̂n
as−→ θ0

を満足する .

証明：ρ > 0を取り,

S = {θ : |θ − θ0| ≥ ρ}
とする . 条件 (B1)から S もコンパクトとなり, 補題 2.1 より

P

{
lim sup

n→∞
sup
θ∈S

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≤ sup
θ∈S

µ(θ)

}
= 1
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である . ただし , θ ∈ S に対して,

µ(θ) = −K(θ0, θ) =

∫
U(x, θ)f(x|θ0)dλ(x) < 0

である . 有界収束定理を使えば , µ(θ) は上半連続であることがわかる . したがって, S 上で最
大値を取る . δ = supθ∈S µ(θ) < 0 とする . このとき,

P

{
lim sup

n→∞
sup
θ∈S

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≤ δ

}
= 1

と書ける . したがって, ある正の整数 N が存在して,どんな n > N に対しても

sup
θ∈S

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≤ δ

2
< 0 (3.7)

とほとんど確実にできる . しかし, θ̂n の定義から

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ̂n) = sup
θ∈Θ

1

n

n∑
j=1

U(Xj , θ) ≥ 0 (3.8)

であり2）, (3.7)と矛盾する . これより, n > N に対して, θ̂n �∈ S となり, |θ̂n − θ| < ρとなる . ρ

は任意なので, 定理は証明された . �

注意 3.1 ：この定理は一様分布 U(θ, θ + 1) の場合も含む . すなわち, f(x|θ) = 1[θ,θ+1] より
わかる .

3.3.2 漸近正規性

θ ∈ Θ ⊂ Rk とし , モデルを P = {f(x|θ) : θ ∈ Θ} とする . (∂/∂θ) log f(x|θ)が存在すれば ,

最尤推定量 θ̂n は方程式

l̇n(θ) =
∂

∂θ
logLn(θ) =

n∑
i=1

∂

∂θ
log f(xi|θ) = 0

の解である . ただし , 解は複数あるかもしれない .

いま,

Ψ(x, θ) : k × 1 =

(
∂

∂θi
log f(x|θ)

)
2）(3.8)は

sup
θ∈S

 1
n

n∑
j=1

log f(Xj , θ) − 1
n

n∑
j=1

log f(Xj , θ0)

 ≥ 1
n

n∑
j=1

log f(Xj , θ0)− 1
n

n∑
j=1

log f(Xj , θ0) = 0

よりわかる.
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と

Ψ̇(x, θ) : k × k =

(
∂2

∂θi∂θ
T
j

log f(x|θ)
)

とおく . ただし , θ = (θ1, . . . , θk)
T とした . このとき, Fisher 情報量を

I(θ) : k × k = Eθ[Ψ(x, θ)ΨT(x, θ)]

で定義する . 積分と微分記号の交換3）が保障されるとき,

EθΨ(x, θ) =

∫
(∂/∂θ)f(x|θ)

f(x|θ) f(x|θ)dλ(x) =

∫
∂

∂θ
f(x|θ)dλ(x) = 0

となる . したがって,

I(θ) = var[Ψ(X, θ)]

である . 再度, 積分と微分記号の交換を許せば ,
∫

(∂2/∂θ∂θT )f(x|θ)λ(x) = 0となることに注意
すれば,

Eθ[Ψ̇(x, θ)] =

∫ [
∂

∂θ

(∂/∂θT )f(x|θ)
f(x|θ)

]
f(x|θ)dλ(x)

=

∫
f(x|θ)(∂2/∂θ∂θT )f(x|θ) − {(∂/∂θ)f(x|θ)}{(∂/∂θ)f(x|θ)}T

f(x|θ)2
f(x|θ)dλ(x)

= 0 −
∫

Ψ(x, θ)ΨT (x, θ)f(x|θ)dλ(x)

となる . すなわち,

I(θ) = −EθΨ̇(x, θ)

である .

定理 3.3 ：X1, X2, . . . , Xn を（測度 λ に関する）確率密度関数 f(x|θ0) からのランダム標本
とする . また, 真の母数を θ0 と記すことにする . 前定理の仮定 (B5) と以下を仮定する .

(C1) Θ は Rk の開集合とする
(C2) θ に関する f(x|θ) の２階偏導関数は存在し, すべての x に関して, θ の連続関数となり,

微分記号 (∂/∂θ) と 積分記号
∫
f(x|θ)dλ(x) の交換が可能である

(C3) ある関数 K(x)が存在し, Eθ0 |K(X)| <∞ であり, θ0 のある近傍で一様に,

|Ψ̇ij(x, θ)| ≤ K(x)

が成立する . ただし, Ψ̇(x, θ) = (Ψ̇ij(x, θ)) である .

(C4) I(θ0) = −Eθ0 [Ψ̇(x, θ0)] は正定値である
このとき, 尤度方程式の解 θ̂n は θ0 の強一致推定量で,

√
n(θ̂n − θ0)

L−→ N(0, I−1(θ0))

が成立する .

3）す な わ ち, (∂/∂θ)
∫

f(x|θ)dλ(x) =∫
(∂/∂θ)f(x|θ)dλ(x) が 成立することであ る

.
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証明：一致性 . ある正の数 ρ >に対し , Sρ = {θ : |θ− θ0| ≤ ρ}とし , Sρ 上で Ψ̇の成分が K(x)

で有界になるように ρ をとる . 定理 2.2 の (B1), (B2), (B4) は自動的に保障される . (B4) は
f(x|θ) の連続性から確認できる . (B3)を確かめるために, U(x, θ)を θ0 のまわりで展開する：

U(x, θ) = U(x, θ0) + ΨT (x, θ0)(θ − θ0) + (θ − θ0)
T

∫ 1

0

∫ 1

0

tΨ̇(x, θ0 + u(θ − θ0))dtdu(θ − θ0)

となる . Eθ0 |Ψ(x, θ0)| <∞であり, Sρ 上で Ψ̇ の各成文も K(x)で有界である . したがって,

|U(x, θ)| ≤ ρ2|Ψ(x, θ0)| + ρ2K(x)

となり, 右辺は θ0 のもとで可積分である . よって, (B3) は確認されたので, 定理 2.2 より, 強
一致性がわかる .

漸近正規性 . l̇n(θ) =
∑n

j=1 Ψ(Xj , θ)を θ0 のまわりで展開する：

l̇n(θ) = l̇n(θ0) +

∫ 1

0

n∑
j=1

Ψ̇(Xj, θ0 + t(θ − θ0))dt(θ − θ0)

θ = θ̂n を上の式に代入し , 両辺を
√
nで割れば,

1√
n
l̇n(θ0) = −Bn

√
n(θ̂n − θ0)

を得る . ただし ,

Bn =
1

n

∫ 1

0

n∑
j=1

Ψ̇(Xj , θ0 + t(θ − θ0))dt

である . Eθ0Ψ(X, θ0) = 0と varθ0(Ψ(X, θ0)) = I(θ0)に注意して, 中心極限定理を適用すれば ,

1√
n
l̇n(θ0) =

√
n

(
1

n

n∑
j=1

Ψ(Xj , θ0)

)
L−→ Z ∼ N(0, I(θ0))

となる . もし , Bn
as−→ −I(θ0) < 0 ならば , ほとんど確実に B−1

n は有界なので, Slutsky の定理
を用いれば, √

n(θ̂n − θ0) = −B−1
n

1√
n
l̇n(θ0)

L−→ I−1(θ0)Z ∼ N(0, I−1(θ0))

がわかる .

最後に, Bn
as−→ −I(θ0)を示す. まず, Eθ0Ψ̇(X, θ)が θ0 に関して連続であることを示す . 実

際, (C3)と有界収束定理から

lim
θ′→θ0

Eθ0Ψ̇(X, θ′) = Eθ0 lim
θ′→θ0

Ψ̇(X, θ′) = Eθ0Ψ̇(X, θ0)

よりわかる . これより,どんな正の数 ε > 0に対してもある正の数 ρ > 0が存在して, |θ−θ0| < ρ

ならば ,

|Eθ0Ψ̇(X, θ) + I(θ0)| < ε
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とできる4）. 定理 2.1 と大数の法則から，ある正の整数 N が存在して, n > N にならば

sup
θ∈Sρ

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

Ψ̇(Xj , θ) − Eθ0Ψ̇(X, θ)

∣∣∣∣ < ε

となることがわかる . 必要ならば, N をさらに大きくすることで, n > N ならば , |θ̂n − θ0| < ρ

とできることが θ̂n の一致性から保障される . したがって, n > N のとき,

|Bn + I(θ0)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

Ψ̇(Xj , θ0 + t(θ̂n − θ0)) + I(θ0)

∣∣∣∣dt
≤

∫ 1

0

[
sup
θ∈Sρ

∣∣∣∣ 1n
n∑

j=1

Ψ̇(Xj, θ) − Eθ0Ψ̇(X, θ)

∣∣∣∣ + |Eθ0Ψ̇(X, θ) + I(θ0)|
]
dt

≤ 2ε

となることがわかる . よって, 定理は証明された . �

4）I(θ0) = −Eθ0Ψ̇(X, θ0)であることに注意せよ .
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.....3.4.....

推定量の漸近有効性

定義 3.2 ：X1, X2, . . . , Xn を母数 θ ∈ Θ に依存する分布からのランダム標本とする . この
ランダム標本に基づく推定量の列 {θ̂n}∞n=1 はどんな θ に対しても、

√
n(θ̂n − θ0)

L−→ N(0,Σ(θ))

を満足するものとする . このとき、θ̂n が θ の漸近有効であるとは、どんな θ ∈ Θに対しても、
Σ(θ) = I−1(θ) が成立することである .

注意 3.2 （super efficient estimator）：θ ∈ Θ ⊂ R とする . θ̂n を θ の最尤推定量とし、
√
n(θ̂n − θ)

L−→ N(0,
1

I(θ)
)

が成立すると仮定する . θ0 ∈ Θ を任意の点とし、θ̂n の修正推定量を

θ̃n =

{
θ0 (n1/4|θ̂n − θ0| ≤ 1)

θ̂n その他

で定める .

θ �= θ0 のとき、

Pθ(θ̂n �= θ̃n) = Pθ(n
1/4|θ̂n − θ0| ≤ 1)

≤ Pθ(|θ − θ0| − |θ̂n − θ0| ≤ n−1/4)

= Pθ(|θ̂n − θ| ≥ |θ − θ0| − n−1/4)

= Pθ(
√
n(θ̂n − θ) ≥ √

n|θ − θ0| − n1/4) → 0

が
√
n(θ̂n − θ) = OP (1) からわかる . したがって、

√
n(θ̂n − θ)

L−→ N(0,
1

I(θ)
)

となる .

一方、θ = θ0 の場合、

Pθ0(
√
n(θ̂n − θ0) = 0) = Pθ0(n

1/4|θ̂n − θ0| ≤ 1)

= Pθ0(
√
n|θ̂n − θ0| ≤ n1/4) → 1

となる . したがって、
√
n(θ̂n − θ0)

L−→ N(0, 0) となる . これより、
√
n(θ̂n − θ)

L−→ N(0, σ2(θ))

が成立することがわかる . ただし、

σ2(θ) =

{
1/I(θ) (θ �= θ0)

0 (θ = θ0)
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である .

議論を簡単にするために、以後は θ ∈ Θ ⊂ R とする .

定理 3.4 ：Tn を θ の推定量とし、
√
n(Tn − θ)

L−→ N(0, σ2(θ))

が成り立つとき、つぎの不等式が成り立つ：

lim inf
n→∞

E{√n(Tn − θ)}2 ≥ σ2(θ)

証明：部分積分と Fatou の補題から

lim inf
n→∞

E{√n(Tn − θ)}2 = lim inf
n→∞

∫ ∞

0

P
[{√n(Tn − θ)}2 > t

]
dt

≥
∫ ∞

0

lim inf
n→∞

P
[{√n(Tn − θ)}2 > t

]
dt

となる . さらに、仮定より、

lim inf
n→∞

P
[{√n(Tn − θ)}2 > t

]
= 2

{
1 − Φ(

√
t

σ(θ)
)
}

となる1）. これを積分すれば、

2

∫ ∞

0

[
1 − Φ(

√
t

σ(θ)
)
]
dt = 4σ2(θ)

∫ ∞

0

u{1 −Φ(u)}du

= 2σ2(θ)

∫ ∞

0

u2φ(u)du = σ2(θ)

より2）、定理は示せた . �

例 3.1 ：X1, . . . , Xn を正規分布 N(θ, τ 2) からのランダム標本とする . 中心極限定理から、
n ↑ ∞ のとき、 √

n(X̄n − θ)

τ
L−→ N(0, 1)

が成り立つ . ただし，X̄n は標本平均である．したがって、標本平均は母平均の漸近正規推定
量である . また、E{√n(X̄n − θ)2} = 1 であり、定理において等号が成立する場合となる .

つぎに、X1, . . . , Xn とは独立な２値の確率変数 Yn を

Yn =

{
1 ( 確率 　1

n2 )

0 ( 確率 　1 − 1
n2 )

1）P
[√

n(Tn − θ) >
√

t
]

= P
[{√n(Tn − θ)}2 > t

]
+

P
[√

n(Tn − θ) < −√
t
]
と lim infn→∞ P

[{√n(Tn −
θ)}2 > t

]
> t

] → 1 − Φ(
√

t/σ(θ)) および
lim infn→∞ P

[√
n(Tn − θ) < −√

t
]

> t
] →

Φ(−√
t/σ(θ)) からわかる．

2）ただし、Φと φは標準正規分布の分布関数と確率密
度関数である .
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をとる . 推定量 Tn を
Tn = (1 − Yn)X̄n + Yn

√
nM

と定める . ただし、M は正の定数とする . n ↑ ∞ のとき、
E(Tn) = E(1 − Yn)EX̄n +

√
nMETn

= (1 − 1

n2
)θ +

√
nM

1

n2
→ θ

var(
√
n(Tn − θ)) = nvar{(1 − Yn)(X̄n − θ) + Yn(

√
nM − θ)}

= n
[
E{(1 − Yn)(X̄n − θ) + Yn(

√
nM − θ)}2 − 1

n4
(
√
nM − θ)2

]
= n

[
E(1 − Yn)(X̄n − θ)2 + (

√
nM − θ)2EYn − 1

n4
(
√
nM − θ)2

]
= (1 − 1

n2
)σ2 + (M − θ√

n
)(1 − 1

n2
) → σ2 +M2

となる . 一方、どんな正の数 ε > 0 に対しても

P{|√n(Tn − X̄n)| > ε} = P{|√nYn(
√
nM − X̄n)| > ε}

= P{Yn = 1かつ |√n(
√
nM − X̄n)| > ε}

= P (Yn = 1)P{|√n(
√
nM − X̄n)| > ε} → 0

となる3）. したがって、
√
n(Tn − θ) と

√
n(X̄n − θ) は漸近同値となる . よって、

√
n(Tn − θ)

の漸近分散は σ2 となり、定理の不等式が成り立つことがわかる .

定義 3.3 ：任意の θ + h/
√
n ∈ Θ に対して、

lim
n→∞

Pθ+h/
√

n

{√
n(Tn − θ − h√

n
) ≤ x

}
= Φ(

x

σ(θ)
)

が成り立つ4）とき、漸近正規推定量 Tn は正則であるという .

補題 3.3 ：検定仮説 H0 : Pθ v.s.H1 : Pθ+h/
√

n に対する対数尤度比

log Λn(h) = log Πn
j=1

f(Xi|θ + h/
√
n)

f(Xi|θ)
は

log Λn(h)
L−→

{
N(−1

2
h2I(θ), h2I(θ)) (Pθ のもと)

N(1
2
h2I(θ), h2I(θ)) (Pθ+h

√
n のもと)

が成り立つ .

3）なぜならば、n ↑ ∞ のとき、

P (Yn = 1) =
1
n2

→ 0, P {|√n(
√

nM−X̄n)| > ε} → 1

からわかる .
4）ただし、Φ は標準正規分布の分布関数である .
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証明：
ln(θ) = log Πn

j=1f(Xj |θ)
とおく . ln(θ + h/

√
n) を θ のまわりで展開する：

ln(θ +
h√
n

) = ln(θ) + l̇n(θ)
h√
n

+
1

2
h2Bn(θ +

h√
n

)

となる . ただし、

Bn(θ +
h√
n

) =
1

n

∫ 1

0

2(1 − t)l̈n(θ +
h√
n

+ t
h√
n

)dt

である . また、定理 2.3 の証明中の議論から、Pθ のもとで、

Bn
as−→ −I(θ)

である . したがって、Pθ のもとで、

log Λn(h) =
h√
n
l̇n(θ) − 1

2
h2I(θ) + oP (1)

L−→ N(−1

2
h2I(θ), h2I(θ))

となる . これを特性関数でかけば、

φn(t) ≡ Eθ[exp(
√−1tSn)] → exp

{−1

2

√−1th2I(θ) +
1

2
t2h2I(θ)

}
となる. ただし，簡単のために，Sn = log Λn(h) とおいた．したがって、Pθ+h/

√
n のもとで、

Λn(h) の特性関数は

Eθ+h/
√

n[exp(
√−1tSn)] = Eθ[exp(

√−1tSn) exp(Sn)]

= Eθ[exp(
√−1(t−√−1)Sn)]

= φn(t−√−1)

−→ exp
{1

2

√−1th2I(θ) +
1

2
t2h2I(θ)

}
となるので、Pθ+h/

√
n のもとで、

log Λn
L−→ N(

1

2
h2I(θ), h2I(θ))

が成り立つことがわかる . �

定義 3.4 ：確率分布の列 {Qn}∞n=1 が確率分布の列 {Pn}∞n=1 に接触するとは、任意の（可測
な）事象の列 {Bn}∞n=1 に対して、n ↑ ∞ のとき、Pn(Bn) → 0 ならば、Qn(Bn) → 0 が成り立
つことである .

定理 3.5 ：Pθ+h/
√

n は Pθ に接触する .
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証明：どんな正の数 ε > 0 に対しても、十分大きな数 K をとれば、十分大きなすべての n に
対して、

Pθ+h/
√

n{log Λn(h) > K} < ε

とできる.

いま、{Bn}∞n=1 を事象の列とし、n ↑ ∞ のとき、Pθ(Bn) → 0 となるようなものとする .

n ↑ ∞ のとき、
Pθ+h/

√
n(Bn) ≤ Pθ+h/

√
n{log Λn(h) > K} + Eθ[exp(log Λn(h))]1{log Λn(h) ≤ K}1{Bn}]

≤ ε+ exp(K)Pθ(Bn) → 0 (3.9)

となり、補題は示された . �

定理 3.6 ：最尤推定量は正則である .

証明：θ̂n を θ の最尤推定量とする . Pθ のもとで、
√
n(θ̂n − θ) = I−1(θ)

1√
n
l̇n(θ) + oP (1)

log Λn(h) =
h√
n
l̇n(θ) − 1

2
h2I(θ) + oP (1)

が成り立つ . これらふたつの式を合わせれば、

√
n(θ̂n − θ − h√

n
) = h−1I−1(θ) log Λn(h) − 1

2
h+ oP (1) (3.10)

を得る . Pθ+h/
√

n は Pθ に接触しているので、(3.10)は Pθ+h/
√

n のもとでも成り立つ . しかし、
補題 2.3 から、Pθ+h/

√
n のもとで、

log Λn
L−→ N(

1

2
h2I(θ), h2I(θ))

であるから、Pθ+h/
√

n のもとで、

√
n(θ̂n − θ − h√

n
) = h−1I−1(θ) log Λn(h) − 1

2
h+ oP (1)

L−→ N(0, I−1(θ))

となる . すなわち、θ̂n は θ の正則推定量である . �

定理 3.7 ：漸近正規推定量 Tn が正則で漸近分散 σ2(θ) をもつとき、

σ2(θ) ≥ I−1(θ)

が成り立つ . これは、漸近分散に関する Cramér – Rao の不等式と考えることができる.
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証明：Tn の正則性より

lim
n→∞

Pθ+h/
√

n

{√
n(Tn − θ − h√

n
) ≤ x

}
= Φ(

x

σ(θ)
) (3.11)

となる . これより，有意水準 1/2 の検定の棄却域を

Wn = {√n(Tn − θ) > kn}
で定める . すると、n ↑ ∞のとき、Pθ(Wn) = 1/2だから、kn ↓ 0となる . 一方、有意水準 1/2

の尤度比検定の棄却域を
W ∗

n = {log Λn > k∗n}
とすれば、n ↑ ∞ のとき、Pθ(W

∗
n) → 1/2となり、補題 2.3 から、k∗n → −(1/2)h2I(θ)となる

. Neymann – Pearson の補題から

lim
n→∞

Pθ+h/
√

n(W ∗
n) ≥ lim

n→∞
Pθ+h/

√
n(Wn) (3.12)

となる . しかし、補題 2.3 から、(3.12) の左辺は

lim
n→∞

Pθ+h/
√

n

{
log Λn(h) − 1

2
h2I(θ) > k∗n − 1

2
h2I(θ)

}
= 1 − Φ(−h

√
I(θ))

となる. また、正則性から、(3.12) の右辺は

lim
n→∞

Pθ+h/
√

n

{√
n(Tn − θ) > 0

}
= 1 − Φ(− h

σ(θ)
)

となる5）. したがって、

Φ(h
√
I(θ)) ≥ Φ(

h

σ(θ)
)

となり6）、

I(θ) ≥ 1

σ2(θ)

を得る. よって、定理は示された . �

5）これは (3.11) において x = −h とおくことにより
得られる．

6）1 − Φ(−x) = Φ(x) に注意せよ.
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.....3.5.....

One-Step 推定量の漸近分布

適当な条件のもとで、最尤推定量は有効であることがわかるが、尤度方程式を陽に解くこと
ができない場合もある. その場合には、初期推定量として、モーメント推定量を使い、Newton

法により、近似的に尤度方程式を解くことを考える .

まず、θ̂(0)
n を初期推定量とする . 繰り返し

θ̂(k+1)
n = θ̂(k)

n − l̈n(θ̂(k)
n )l̇(θ̂(k)

n ), k = 0, 1, 2, . . .

によって、有効推定量を得ることが期待できる . 通常、n ↑ ∞とすれば、(1/n)l̈n(θ̂
(k)
n ) → −I(θ)

に収束することが期待できるので、

θ̂(k+1)
n = θ̂(k)

n + I−1(θ̂(k)
n )(1/n)l̇n(θ̂(k)

n ), k = 0, 1, 2, . . .

なる繰り返し法により推定量をもとめることを考える . これをスコア法とよぶ .

定理 3.8 ：θ̃n を θ の強一致推定量とし、
√
n(θ̃n − θ)

L−→ N(0, σ2(θ))

が成立するものとする . ただし、すべての θ ∈ Θ に対し、Σ(θ) < ∞ である . このとき、前
定理の仮定のもとで、

θ̃(1)
n = θ̃n − {l̈n(θ̃)}−1l̇(θ̃n)

θ∗n = θ̃n + I−1(θ̃n)
1

n
l̇(θ̃n)

は最尤推定量と漸近同値である . したがって、これらのふたつの有効推定量となる .

証明：θ̂n を θ の強一致推定量とし、
l̇n(θ̂n) = 0

を満足すると仮定する . l̇n(θ̃n)を θ̂n のまわりで展開する：

l̇n(θ̃) = l̇n(θ̂n) +

∫ 1

0

l̈n(θ̂n + t(θ̃n − θ̂n))dt(θ̃n − θ̂)

を得る . ここで、θ̃(1)
n − θ̂n = θ̃n − θ̂n − {l̈n(θ̃n)}−1l̇n(θ̃n) を使えば、

√
n(θ̃(1)

n − θ̂n) =
[
id − {l̈n(θ̃n)}−1

∫ 1

0

l̈n(θ̂n + t(θ̃n − θ̂n))dt
]√
n(θ̃n − θ̂)
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となる . 定理 2.3 の証明の議論から

l̈n(θ̃n)
as−→ −I(θ)

と ∫ 1

0

l̈n(θ̂n + t(θ̃n − θ̂n))dt
as−→ −I(θ)

が成り立つことがわかる . これらより

id − {l̈n(θ̃n)}−1

∫ 1

0

l̈n(θ̂n + t(θ̃n − θ̂n))dt
as−→ 0

を得る . また、 √
n(θ̃n − θ̂n) =

√
n(θ̂n − θ) −√

n(θ̃n − θ) = OP (1)

である . これらから √
n(θ̃n − θ̂n)

P−→ 0

を得る . したっがて、θ̃(1)
n と θ̂n が漸近同値であることが示せた . θ∗n と θ̂n も漸近同値である

ことは同様に示すことができる . �



4
線形回帰モデルと一般化線形回帰

モデル
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.....4.1.....

回帰モデルにおける大標本理論

回帰モデルは説明変数（独立変数）と被説明変数（従属変数）の関係を記述するものである．
単回帰線形モデル

Yi = α + βxi + εi, i = 1, 2, . . . , n (4.1)

ただし，αと β は未知の回帰係数，xi は Yi に対応する（既知の）説明変数で，誤差項 εi は未
観測の確率変数で独立同一の分布に従い，平均と分散は 0 と σ2 (0 < σ2 <∞)である．
重回帰線形モデル

Y n = Xnβ + εn (4.2)

ただし，Y n = (Y1, Y2, . . . , Yn)′ は観測ベクトルで，Xn = (xij)i=1,2,... ,n, j=1, 2, ... , q は既知の行
列で，β = (β1, β2, . . . , βq)

′ は未知の回帰係数ベクトルである．ここで，誤差ベクトル εn =

(ε1, ε2, . . . , εn)′ は未観測の確率変数であり，各 εi (i = 1, 2, . . . , n) は独立同一の分布に従い，
平均と分散は 0と σ2 (0 < σ2 <∞)である．したがって，E[εn] = 0, VAR[εn] = σ2In である．
行列X ′

n = (x1, x2, . . . , xq)とおけば，モデル (4.2) は

Y i = x′
iβ + εi,

= xi1β1 + xi2β2 + · · · + xiqβq + εi, i = 1, 2, . . . , n

と書き直すことができる．

4.1.1 最小 2 乗推定量

統計解析では，β の推定や仮説検定を行う．β の推定手法でもっとも知られているものは最
小 2 乗法である．すなわち，β の推定量を

ε′nεn = (Y n −Xnβ)′(Y n − Xnβ) (4.3)

を最小にするもので定義する．単回帰線形モデルでは，
n∑

i=1

ε2i =
n∑

i=1

(Yi − α − βxi)
2

の最小化になる．(4.3) は β の 2 次関数なので，(4.1) を最小にする β は方程式

X ′
nXnβ = X ′

nY n (4.4)
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または
n∑

i=1

(Y i − x′
iβ)2xi = 0 (4.5)

の解となる．この方程式を正規方程式と呼び，β̂n を β の最小 2 乗推定量という．さらに，
rank(Xn) = q ならば，正規方程式は一意的に解をもち，最小 2 乗推定量は

β̂n = (X ′
nXn)−1X ′

nY n (4.6)

で与えられる．
また，単回帰線形モデル (4.1) における (α, β) の正規方程式は

n∑
i=1

Yi = nα+ β
n∑

i=1

xi

n∑
i=1

xiYi = α
n∑

i=1

xi + β
n∑

i=1

x2
i

となるので，すべての xi が一致する場合を除いて，

β̂n =

∑n
i=1 Yi(xi − x̄n)∑n
i=1(xi − x̄n)2

, α̂n = Ȳn − β̂nx̄n,

である．ただし，x̄n = (1/n)
∑n

i=1 xi, Ȳn = (1/n)
∑n

i=1 Yi である．
重回帰線形モデル (4.2) の仮定のもとで

E[β̂n] = β, VAR[β̂n] = σ2(X ′
nXn)−1

となる．また，単回帰線形モデル (4.1) では

VAR

(
α̂n

β̂n

)
=

σ2∑n
i=1(xi − x̄n)2

( ∑n
i=1 x

2
i/n −x̄n

−x̄n 1

)
となる1）．

β̂n は次のような最適性を持っている．

定義 4.1 　標本の線形関数になっている不偏推定量を線形不偏推定量と呼ぶ．線形不偏推定
量の中で，すべての母数に対してその分散を最小にするものを最良線形不偏推定量 (Best Linear

Unbiased Estimator) という．略して，BLUE という．

定理 4.1 (Gauss - Markov) 　c (�= 0) を q 次元ベクトルとする．このとき，c′β̂n は c′β の
BLUE である．

1）これは (4.2)において，

Xn =


1 x1

1 x2

...
...

1 xn

 , β =

(
α

β

)
とすれば，(4.1) を得ることからわかる．
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証明：aを 零ベクトルでない任意の n 次元ベクトルとする．a′Y n が c′β の不偏推定量となる
ためには

c′β = E[a′Y n] = a′
E[Xnβ + εn] = a′Xnβ

とならなければならない．β は任意なので，a′Xn = c′ である．また，

VAR[a′Y n] = a′
VAR(Y n)a = σ2a′a

となる．a′Xn = c′ の制約下で VAR[a′Y n] を a に関して最小化する：

a′a − c′(X ′
nXn)−1c = a′a − 2(X ′

na − c)′(X ′
nXn)−1c − c′(X ′

nXn)−1c

= {a −Xn(X ′
nXn)−1c}′{a − Xn(X ′

nXn)−1c}
となるので，VAR[a′Y n] は a = Xn(X ′

nXn)−1cで最小化されることがわかる． �

いま，誤差項 εn が正規分布N(0, σ2In)に従うとする．Y1 = y1, Y2 = y2, . . . , Yn = yn が与
えられたときの対数尤度関数は

Ln(β, σ2|y) = −n log σ − 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − x′β)2 − n

2
log(2π)

となる．ただし，y = (y1, y2, . . . , yn)′ とした．これを母数に関して偏微分すれば，方程式

∂

∂β
logLn(β, σ2|y) =

1

σ2

n∑
i=1

(yi − x′
iβ)xi = 0

∂

∂σ
logLn(β, σ2|y) = −n

σ
+

1

σ3

n∑
i=1

(yi − x′
iβ)2 = 0

を得る．したがって，β の最尤推定量 β̂n は正規方程式
n∑

i=1

(Yi − x′
iβ̂n)xi = 0

をみたす．一方，σ2 の最尤推定量 σ̂2
n は

σ̂2
n =

1

n
(Yi − x′

iβ̂n)2

となる．誤差分布が多変量正規分布 N(0, σ2In) に従うとき，β の最尤推定量 β̂n は β の最小
2 乗推定量と一致する．

rank(Xn) = q のとき，(4.6) より σ2 の最尤推定量はつぎのようになる：

σ̂2
n =

1

n

n∑
i=1

(Yi − x′
iβ̂n)2

=
1

n
‖Y − Xnβ̂n‖2

=
1

n
‖Y − Xn(X ′

nXn)−1X ′
nY ‖2

=
1

n
‖(In −H)Y ‖2
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となる．ただし，H = Xn(X ′
nXn)−1X ′

nとした．また，x′ = (x1, x2, . . . , xn)に対して ‖x‖ =√
x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n とした．行列 H をハット行列と呼ぶことにしよう．H は n 次元ベクト
ルをXn の列で張られた空間への射影行列となっている．すなわち，Xn = (z1, z2, . . . , zq)

としたとき，

span (Xn) = {z ∈ R
n|z = a1z1 + a2z2 + · · · + aqzq, ai ∈ R, i = 1, 2, . . . , q}

としたとき，任意のベクトル w ∈ Rn はHw ∈ span (Xn) をみたし，任意のベクトル z ∈
span (Xn)は Hz = z をみたす．すると，H = H ′ = H2 となり，H のランクは tr (H)と
なる．

β̂n と σ̂2
n の同時分布を求めるために必要な補題がまず述べる．

補題 4.1 　Y ∼ N(0, In)とし，Q = Q′ = Q2とし， tr Q = qとする．このとき，Y ′QY ∼
χ2(q) となる．

証明：n× n の直交行列 Rが存在して

RQR′ =

[
Iq 0

0 0

]
とできる．一方，

Z = RY ∼ N(0, In), Z = (Z1, Z2, . . . , Zn)′

となる．これより

Y ′QY = (RY )′RQR′(RY ) = Z ′
[
Iq 0

0 0

]
Z = Z2

1 + Z2 + · · · + Z2
q ∼ χ2(q)

より補題は証明された． �

定理 4.2 　X ′
nXn の逆行列が存在するとする．このとき，

(i) β̂n ∼ Nq(β, σ
2(X ′

nXn)−1)

(ii) nσ̂2
n/σ

2 ∼ χ2(n − q)

(iii) β̂n と σ̂2
n は独立である．

証明：(i) Y ∼ N(Xnβ, σ
2In) に注意すれば，β̂n = (X ′

nXn)−1X ′
nY = AnY と書ける．した

がって，β̂n ∼ N(AnXnβ, σ2AnA
′
n)となる．ただし，

AnXnβ = (X ′
nXn)−1X ′

nXn(X ′
nXn)−1β = β

AnA′
n = (X ′

nXn)−1X ′
nXn(X ′

nXn)−1 = (X ′
nXn)−1

である．
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(ii) HnY = H(Xnβ + ε) = Xnβ + Hεに注意すれば，

n
σ̂2

n

σ2
=

1

σ2
‖(IN − H)Y ‖2 =

1

σ2
ε′(In −H)ε

となる．H のランクは q なので，In −H のランクは (n− q)となるので (1/σ2)ε′(In −H)ε ∼
χ2(n− q)を得る．
(iii) β̂n と σ̂2

n は独立であることを示すためには，β̂n と Y − Xnβ̂n が独立であることを示せ
ばよい．これら二つは正規分布に従うので，独立性を示すためには COV(β̂n, Y −Xnβ̂n) = 0

を示せばよい．X ′
nH = X ′

n に注意すれば，

COV(β̂n, Y − Xnβ) = COV(AnY , (In −HY ) = AnCOV(Y , Y )(In − H)′ = σ2An(In − H)

= σ2{(X ′
nXn)−1X ′

n − (X ′
nXn)−1X ′

n} = 0

となる． �

4.1.2 最小 2 乗推定量の漸近分布

単回帰線形モデル (4.2) において，(α, β) の最小 2 乗推定量 (α̂n, β̂n) の漸近分布を求める．
そのために以下の仮定を述べる．
いま，

tn =
n∑

i=1

(xi − x̄n)2, cni =
xi − x̄n√

tn

とし，以下を仮定する：
(N1) 　max1≤i≤n c

2
ni → 0(n→ ∞) ( Noether 条件)

(N2) 　limn→∞ x̄n ≡ x̄ <∞
(N3) 　0 < limn→∞ tn

n
≡ t <∞

定理 4.3 　単回帰線形モデル (4.2)において (α, β)の最小 2 乗推定量を (α̂n, β̂n)とする．こ
のとき，仮定 (N1) - (N3) のもとで

√
n

(
α̂n − α

β̂n − β

)
L−→ N

((
0

0

)
, σ2

(
1 + x̄2/t −x̄/t
−x̄/t 1/t

))
が成立する．

証明：まず，

β̂n =
1

tn

n∑
i=1

(xi − x̄n){α+ β(xi − x̄n) + εi}

= β +
1

tn

n∑
i=1

(xi − x̄n)εi



第 4章 線形回帰モデルと一般化線形回帰モデル 68

となること2）に注意する．これより

√
tn(β̂n − β) =

n∑
i=1

xi − x̄n√
tn

εi =
n∑

i=1

cniεi

となる．ただし，cni = (xi − x̄n)/
√
tn である．定義から

n∑
i=1

cni = 0,
n∑

i=1

c2ni = 1

となる．Lindeberg条件を確認する：まず，VAR[
∑n

i=1 cniεi] =
∑n

i=1 c
2
niVAR[εi] = σ2

∑n
i=1 c

2
ni =

σ2 に注意する．任意の正の数 δ に対して

1

σ2

n∑
i=1

E
[|cniεi|2I{|cniεi| > δσ}] ≤ 1

σ2

n∑
i=1

E

[
|cniεi|2I{ε2i >

δ2σ2

max1≤i≤n c2ni

}
]

=
1

σ2

n∑
i=1

E

[
c2niε

2
i I{ε2i >

δ2σ2

max1≤i≤n c2ni

}
]

=
1

σ2
E

[
ε21I{ε21 >

δ2σ2

max1≤i≤n c
2
ni

}
]
→ 0, n↗ ∞

となる3）．よって √
tn(β̂n − β)

L−→ N(0, σ2)

を得る．さらに，(N3) に注意して，Slutsky の補題を用いれば，
√
n(β̂n − β)

L−→ N(0, σ2/t)

がわかる．
つぎに，α̂n の極限分布を求める：

α̂n = Ȳn − β̂nx̄n = α + βx̄n + ε̄n − β̂nx̄n = α − (β̂n − β)x̄n + ε̄n

である．ただし，ε̄n = (1/n)
∑n

i=1 εi である．これより
√
n(α̂n − α) =

√
nε̄n −√

n(β̂n − β)x̄n

=
√
nε̄n −

√
n

tn
x̄n

√
tn(β̂n − β)

=
1√
n

n∑
i=1

εi −
√
n

tn
x̄n

n∑
i=1

cniεi

=
n∑

i=1

dniεi

2）∑n
i=1 Yi(xi − x̄) =

∑n
i=1(α + βxi + εi)(xi − x̄n) と∑n

i=1(xi − x̄n)βx̄n = 0からわかる．

3）これは，E[ε2
i ] < ∞ と δ2σ2/ max1≤i≤n c2

ni →
∞ (n → ∞) からわかる．
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となる．ただし，

dni =
1√
n
−

√
n

tn
x̄ncni

である．また，
n∑

i=1

dni =
√
n,

n∑
i=1

d2
ni = 1 +

nx̄2
n

tn
≡ r2

n

である．VAR[
∑n

i=1 dniεi] = r2
nσ

2 に注意する．Lindeberg 条件を確認する．任意の正の数 δ に
対して

1

r2
nσ

2

n∑
i=1

E
[|dniεi|2I{|dniεi| > δrnσ}

] ≤ 1

r2
nσ

2

n∑
i=1

E

[
|dniεi|2I{ε2i >

(δrnσ)2

max1≤i≤n d2
ni

}
]

≤ 1

r2
nσ

2

n∑
i=1

E

|dniεi|2I
ε2i > (δrnσ)2

2
(

1
n

+ n
tn
x̄2

n max1≤i≤n c2ni

)



=
1

r2
nσ

2

n∑
i=1

d2
niE

ε2i I
ε2i > (δrnσ)2

2
(

1
n

+ n
tn
x̄2

n max1≤i≤n c2ni

)



=
1

σ2
E

ε21I
ε21 > (δrnσ)2

2
(

1
n

+ n
tn
x̄2

n max1≤i≤n c2ni

)

 → 0, n→ ∞

となる．(N1) − (N3) より

r2
n → 1 +

x̄2

t
, x̄2

n → x̄2, 2

(
1

n
+
n

tn
x̄2

n max
1≤i≤n

c2ni

)
→ ∞

と E[ε2i ] <∞ となることから保障される．よって，
√
n(α̂n − α) =

n∑
i=1

dniεi
L−→ N

(
0,

(
1 +

x̄2

t

)
σ2

)
を得る．
最後に，λ = (λ1, λ2) ∈ R2, λ �= 0をとり，

λ1

√
n(α̂n − α) + λ2

√
n(β̂ − β) =

n∑
i=1

fniεi

の漸近分布を調べる．ただし，fni = λ1dni + λ2
n
tn
cni である．これは

n∑
i=1

fni = λ1

√
n,

n∑
i=1

f2
ni = λ2

1r
2
n + λ2

n

tn
− 2λ1λ2x̄n

n

tn

を満足する．ここで

Vn =

[
r2
n −nx̄n/tn

−nx̄n/tn n/tn

]
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とおく．再度，Lindeberg 条件を確認する：任意の正の数 δ に対して，

1

λ′Vnλ

n∑
i=1

E

[
|fniεi|2I{|fniεi| > δσ

√
λ′Vnλ}

]
≤ 1

λ′Vnλ

n∑
i=1

E

[
|fniεi|2I

{
|εi|2 > δ2σ2λ′Vnλ

max1≤i≤ |fni|2
}]

=
1

λ′Vnλ

n∑
i=1

f2
niE

[
ε21I

{
|εi|2 > δ2σ2λ′Vnλ

max1≤i≤ |fni|2
}]

= E

[
ε21I

{
|εi|2 > δ2σ2λ′Vnλ

max1≤i≤ |fni|2
}]

→ 0, n↗ ∞

となる．これは (N1)-(N3) より

δ2σ2λ′Vnλ

max1≤i≤ |fni|2 ≥ δ2σ2λ′Vnλ

2(λ2
1 + λ2

2)max1≤i≤n(d2
ni + ncni/tn)

→ ∞

となることよりわかる．任意の λ なので，Cramér - Wold の補題よりこの定理の主張は示さ
れる． �

補遺

定理 4.4 　各 n = 1, 2, . . . に対して，{Xnj}n
j=1を独立な確率変数列で，E[Xnj ] = 0，VAR[Xnj] =

σ2
nj とする．Zn =

∑n
j=1 Xnj と B2

n = VAR[Xnj] =
∑n

j=1 σ
2
nj とおく．このとき，任意の正数

ε > 0 に対して，

1

B2
n

n∑
j=1

E
[
X2

njI{|Xnj| ≥ εBn}
] → 0, (n→ ∞) (4.7)

ならば，
Zn

Bn

d−→ N(0, 1)

が成立する．
逆に，

1

B2
n

max
1≤j≤n

σ2
nj → 0, (n→ ∞) かつ

Zn

BN

d−→ N(0, 1)

ならば，(4.7)が成立する．

定理 4.5 Cramér - Wold の工夫) 　{Y n}∞n=1 を Rp - 値確率変数列とし，Y を確率ベクトル
とする．このとき，

Y n
L−→ Y
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となるための必要十分条件は，任意の固定された実数ベクトル α に対して

α′Y n
L−→ α′Y

が成り立つことである．
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.....4.2.....

一般化線形モデル

Y1, Y2, . . . , Yn を独立な確率変数とし，Yi (i = 1, 2, . . . , n) は R 上の測度 ν( · ) に関する確
率 (密度) 関数

f(yi| θi, φi) = c(yi, φi) exp

[
yiθi − b(θi)

φi

]
(4.8)

を持つとする．ここで，θ1, θ2, . . . , θn は興味のある母数，φi(> 0) は局外母数，b( · ), c( · , · )
は既知の関数である．さらに，

θi ∈ Θ = {θ ∈ R : 0 <

∫
c(y, φ)eθyν(dy), φ > 0}

とし，Θ0 を Θ の内部とする．b( · )は Θ0 上の 2 階連続微分可能関数とする．また，すべての
θ ∈ Θ0に対し，b̈(θ) > 0とする．確率 (密度) 関数 (4.8)を持つ分布を指数分布族という．(4.8)

より，各 iに対し ∫
c(y, φi) exp

[
yθi

φi

]
dν(y) = exp

[
b(θi)

φi

]
となる．E[ |Yi|] <∞ のとき，上の式の両辺を θi に関して微分すれば∫

c(y, φi)

{
y

φi

}
exp

[
yiθi

φi

]
dν(y) =

ḃ(θi)

φi
exp

[
b(θi)

φi

]
(4.9)

となることから

E[Yi] =

∫
c(y, φi)y exp

[
yθi

φi

]
ν(dy) = ḃ(θi)

を得る．ただし，ḃ(θ) = (∂/∂θ)b(θ)である．さらに，VAR[Yi] <∞ のとき，(4.9) の両辺を θi

に関して微分すれば，∫
c(y, φi)

{
y

φi

}2

exp

[
yθi

φi

]
dν(y) =

 b̈(θi)

φi

+

{
ḃ(θi)

φi

}2
 exp

[
b(θi)

φi

]
となることから

E[Y 2
i ] =

∫
c(y, φi)y

2 exp

[
yθi

φi

]
ν(dy) = φib̈(θi) + {ḃ(θi)}2 = φib̈(θi) + {E[Yi]}2

となる．したがって，

E[Yi] = µi ≡ µ(θi) = ḃ(θi), VAR[Yi] = φib̈(θi) (4.10)
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となる．さらに，θi = ḃ−1(µi) より

VAR[Yi] = φib̈(ḃ
−1(µi)) ≡ φiV (µi) (4.11)

と書くこと1）にする．(4.11) の V を分散関数とよぶことにする．
いま，Yi に対応する q 次元の共変量 xi が

g(µ(θi)) = x′
iβ (4.12)

と関連付けられていると仮定する．ただし，β は q 次元未知母数とし，g : R → Rは既知の関
数で {µ(θ) : θ ∈ Θ0} 上で一対一対応で 3 階連続微分可能とする．g は平均 E[Yi] と線形予測
母数 x′

iβ を結ぶ関数でリンク関数と呼ぶ．また，

θi = (g ◦ µ)−1(x′
iβ) ≡ h(x′

iβ)

と表現でき，g = µ−1 のとき，正準リンク関数と呼ぶ．
一般化線形モデルにおいては，βが興味ある母数である．共変量 xiが動く範囲を X とした

とき，

B = {γ ∈ R : すべての x ∈ X に対し，(g ◦ µ)−1(γ ′xi) ∈ Θ0} (4.13)

とする．このとき，β ∈ B とする．多くのモデルでは

φi =
φ

ti
, i = 1, 2, . . . , n (4.14)

と仮定できる．ただし，ti は既知の正数，φ > 0 は未知の正数である．

例 4.1 　Z1, Z2, . . . , Znは独立な確率変数で，各 Zi (i = 1, 2, . . . , n)は二項分布 Bi(n, pi), 0 <

pi < 1 に従うものとする．Yi = Zi/n とおいたとき，Yi の確率関数は

f(y|n, pi) =

(
n

ny

)
pny

i (1 − pi)
n(1−y), y = 0,

1

n
,

2

n
, . . . , 1

となる．これは

f(y|n, pi) =

(
n

ny

)
exp

{
ny log pi + n(1 − y) log(1 − pi)

}
=

(
n

ny

)
exp

[{
y log

pi

1 − pi

+ log(1 − pi)
}
n
]

= c(y, φi) exp

[
yθi − b(θi)

φi

]
と表現できる．ただし，

θi = log{pi/(1 − pi)}, b(θi) = log(1 + eθi), φi = n−1, c(y, φi) =

(
n

ny

)
, φi = n−1

1）すなわち，V (s) = (b̈ ◦ ḃ−1)(s)である．
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である．
ここで 2 つの一般化線形モデルを考えることができる．

(i) 正準リンク関数 　

θi = log
pi

1 − pi
= α+ βxi, (i = 1, 2), x1 = 1, x2 = −1

で α と β は未知関数である．
(ii) リンク関数が g(z) = z

pi =
eθi

1 + eθi
= α + βxi, (i = 1, 2), x1 = 1, x2 = −1

で α と β は未知関数である．
どちらのモデルもモデルの同一性 (β = 0) を調べるのが目的である．

例 4.2 　Y1, Y2, . . . , Yn は独立な確率変数列で，各 Yi (i = 1, 2, . . . , n)はポアソン (Poisson)

分布に Po(λi) に従うものとする．すなわち，各 Yi の確率関数は

f(y|λi) =
e−λiλy

i

y!
, y = 0, 1, . . .

で与えられる．これを書き換えると

f(y|λi) =
1

y!
exp{y log λi − λi} = c(y, φi) exp{yθi − b(θi)}

となる．ただし，

θi = log λi, b(θi) = eθi, φi = 1, c(y, φi) =
1

y!
, φi = 1

である．
各 Yi は q 次元ベクトル xi と q 次元説明変数 β で表現されると仮定する．

(i) 正準リンク関数 　
θi = log λi = x′

iβ, i = 1, 2, . . . , n

ただし，β は未知母数である．
(ii) リンク関数が g(z) = z

λi = eθi = x′
iβ, i = 1, 2, . . . , n

例 4.3 　Y1, Y2, . . . , Yn は独立な確率変数列で，各 Yi (i = 1, 2, . . . , n) はベルヌーイ分布
Bin(1, pi) に従うものとする．すなわち，各 Yi の確率関数は

f(y| pi) = c(y, φi) exp{yθi − b(θi)}
と表現できる．ただし，

θi = log
pi

1 − pi
, b(θi) = log(1 + eθi), φi = 1, c(y, φi) = 1, a(φi) = 1
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である．
ここで例 4.1 同様に xi の回帰モデルを考える．

θi = log
pi

1 − pi
= x′

iβ, i = 1, 2, . . . , n

と仮定する．ただし，β は未知母数である．これは

pi =
1

1 + exp{x′
iβ}

となる．

仮定 (4.12) と (4.14) のもとの一般化線形モデルモデルの β の最尤推定量を求める．対数尤
度は

logLn(β, φ) =
n∑

i=1

[
log c(yi, φ/ti) +

h(x′
iβ)yi − b{h(x′

iβ)}
φ/ti

]
となる．(4.10)に注意すれば，尤度方程式は

∂

∂β
logLn(β, φ) =

1

φ

n∑
i=1

[yi − µ(h(x′
iβ))]ḣ(x′

iβ)tixi = 0

と
∂

∂φ
logLn(β, φ) =

n∑
i=1

[
∂ log c(yi, φ/ti)

∂φ
− ti[h(x

′
iβ)yi − b{h(x′

iβ)}]
φ2

]
= 0

となる．β の最尤推定量が存在すれならば，一番目の尤度方程式より，φを推定することなく，
β の最尤推定量を求めることができるので，

l̇n(β) =
n∑

i=1

[yi − µ(h(x′
iβ))]ḣ(x′

iβ)tixi

とおくことにする．h(s) = (g ◦ µ)−1(s) = (g ◦ ḃ)−1(s)と (4.11)に注意する．y = (g ◦ ḃ)−1(s) =

ḃ−1(g−1(s)とおけば，

ḣ(s) =
1

d
dy

(g ◦ ḃ)(y) =
1

ġ(ḃ(y))b̈(y)
=

1

ġ(ḃ(ḃ−1(g−1(s)))b̈(ḃ−1(g−1(s))

=
1

ġ(g−1(s))V (g−1(s))

となる．これより β の正規方程式は

l̇n(β) =
n∑

i=1

{yi − g−1(x′
iβ)}ti

ġ(g−1(x′
iβ))V (g−1(x′

iβ))
xi = 0 (4.15)

となる．
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いま

Mn(β) =
n∑

i=1

[ḣ(x′
iβ)]2b̈(h(x′

iβ))tixix
′
i (4.16)

と

Rn(β) =
n∑

i=1

[Yi − µ(h(x′
iβ))]ḧ(x′

iβ)tixix
′
i (4.17)

とおく．このとき

VAR

[
∂

∂β
logLn(β, φ)

]
=

1

φ2

n∑
i=1

VAR[{Yi − µ(h(x′
iβ))}ḣ(x′

iβ)tixi]

=
1

φ2

n∑
i=1

VAR[Yi − µ(h(x′
iβ))][ḣ(x′

iβ)]2t2i xix
′
i

=
1

φ2

n∑
i=1

φ

ti
b̈(h(x′

iβ))[ḣ(x′
iβ)]2t2i xix

′
i

=
1

φ
Mn(β) (4.18)

となる．また

∂2

∂β∂β′ logLn(β, φ) =
1

φ
l̈n(β) =

Rn(β) −Mn(β)

φ
(4.19)

となる．

定理 4.6 　(4.8), (4.12), (4.13), (4.14)をみたす一般化線形モデルを考える．さらに，以下を
仮定する．
(GLM 1) 　(4.13) で定義された β の定義域は Rq の開集合
(GLM 2) 　真の母数 β において

0 < inf
i=1, 2, ... , n

ϕ(x′
iβ) ≤ sup

i=1, 2, ... , n
ϕ(x′

iβ) <∞

とする．ただし，ϕ(t) = [ḣ(t)]2b̈(h(t)) と h(t) = (g ◦ µ)−1(t) とする．
(GLM 3) 　n→ ∞ のとき

max
i=1, 2, ... , n

x′
i(X

′
nXn)−1xi → 0, chmin(X

′
nXn) → 0

とする．ただし，X ′
n = (x1, x2, . . . , xn) とし，chmin(X

′
nXn) はX ′

nXn の最小の固有根と
する．
(GLM 4) 　(4.10) において ti ∈ (t0, t∞) とする．ただし，0 < t0 < t∞ <∞ とする．
一致性 　このとき

P(l̇n(β̂n) = 0) → 1, β̂n → β (4.20)
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をみたす推定量列 {β̂n}∞n=1 が唯一存在する
漸近正規性 　In(β) = VAR[l̇n(β)] とおく．このとき

[In(β)]1/2(β̂n − β)
L−→ N(0, Ip)

が成立する．

証明 　
一致性 　正数 a に対し

Bn(a) = {γ ∈ B : ‖[In(β)]1/2(γ − β)‖ ≤ a}
とおく．Bは開集合なので，nを十分大きく取れば，Bn(a) ⊂ Bとできる．また，∩∞

n=1Bn(a) =

{β}となる．これらから (4.20)をみたす推定量列 {β̂}∞n=1 の存在を示すためには，任意の正数
εに対し，aと正の整数 n0 をうまく取れば

P{ すべての γ ∈ ∂Bn(a) (n ≥ n0)とすべての φ > 0 に対し (4.21)

logLn(γ, φ) − logLn(β, φ) < 0} ≥ 1 − ε

とできることを示せばよい．ただし，∂Bn(a) は Bn(a) の境界である．
テーラー展開を用いれば，各 γ ∈ ∂Bn(a) とすべての φ > 0に対し

logLn(γ, φ) − logLn(β, φ) = aλ′[In(β)]−1/2 l̇n(β)

φ
+
a2

2
λ′[In(β)]−1/2 l̈n(γ∗)

φ
[In(β)]−1/2λ

となる．ただし，λ = [In(β)]1/2(γ − β)/a, l̈n(γ) = ∂l̇n(γ)/∂γ, γ∗ は γ と β を結んだ直線上
の点である．γ ∈ ∂Bn(a) より ‖λ‖ = 1 である．
まず，

max
�∈Bn(a)

����[In(β)]−1/2 l̈n(γ∗)
φ

[In(β)]−1/2

∥∥∥∥ P−→ 0 (4.22)

を示すことにする．(4.16)と (4.17)に注意すれば，(4.22)を示すためには

max
�∈∂Bn(a)

‖[Mn(β)]−1/2[Mn(γ) −Mn(β)][Mn(β)]−1/2‖ P−→ 0 (4.23)

と

max
�∈∂Bn(a)

‖[Mn(β)]−1/2Rn(γ)[Mn(β)]−1/2‖ P−→ 0 (4.24)

を示せばよいことがわかる．まず，(4.23)を評価する．そのために，

Φ(γ) = diag(t1ϕ(x′
1β), t2ϕ(x′

2β), . . . , tnϕ(x′
nβ))
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とおく．さらに，H を n× q の半直交行列でH ′H = Iq をみたすものとし，Gを q× q の正則
行列でH ′Xn = G をみたすものとする．このとき

tr{[Mn(β)]−1/2[Mn(γ) −Mn(β)][Mn(β)]−1/2}
= tr{(X ′

nΦ(β)Xn)−1[X ′
nΦ(γ)Xn − X ′

nΦ(β)Xn]}2

= tr{(G′H ′Φ(β)HG)−1[G′H ′(Φ(γ) − Φ(β))HG]}2

≤ q
t2∞ max�∈Bn(a) supi=1, 2, ... , n |ϕ(x′

iγ) − ϕ(x′
iβ)|2

t20 mini=1, 2, ... , n |ϕ(xiβ)|2
となるので，(4.23)の上限は

√
q
t∞
t0

max�∈Bn(a) supi=1,2, ... , n |ϕ(x′
iγ) − ϕ(x′

iβ)|
infi=1,2, ... , n |ϕ(xiβ)| → 0, (n→ ∞)

となる．なぜならば，γ ∈ Bn(a) に対し，n→ ∞ のとき
|x′

iγ − x′
iβ|2 ≤ |x′

i[In(β)]−1/2[In(β)]1/2(γ − β)|2
≤ ‖[In(β)]−1/2xi‖2‖[In(β)]1/2(γ − β)‖2

≤ a2 max
i=1, 2, ... , n

x′
i[In(β)]−1xi (4.25)

≤ a2 max
i=1, 2, ... , n

x′
i[Mn(β)]−1xi

≤ a2 1

t0 mini=1, 2, ... , n ϕ(x′
iβ)

max
i=1, 2, ... , n

x′
i(X

′
nXn)−1xi → 0, (4.26)

となることと ϕ の連続性よりわかる．このことより，(4.23)は示せた．
つぎに，(4.24)を示すために以下のようにおく．

ei = Yi − µ(h(xiβ))

Un(γ) =
n∑

i=1

[µ(h(x′
iβ)) − µ(h(x′

iγ))]ḧ(x′
iγ)tixix

′
i

Vn(γ) =
n∑

i=1

ei[ḧ(x
′
iγ) − ḧ(x′

iβ)]tixix
′
i

Wn =
n∑

i=1

eiḧ(x
′
iβ)tixix

′
i

このとき
Rn(γ) = Un(γ) + Vn(γ) +Wn

となる．まず

max
�∈Bn(a)

‖[Mn(β)]−1/2Un(γ)[Mn(β)]−1/2‖ P−→ 0 (4.27)

がわかる．これは

tr{[Mn(β)]−1/2Un(γ)[Mn(β)]−1/2}2 ≤ q
t2∞ maxγ∈Bn(a) supi=1, 2, ... , n |ḧ(x′

iγ) − ḧ(x′
iβ)|2

t20 infi=1, 2, ... , n |ϕ(xiβ)|2
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になることに注意すれば，(4.26)と ḧ の連続性よりわかる．つぎに

max
�∈Bn(a)

‖[Mn(β)]−1/2Vn(γ)[Mn(β)]−1/2‖ P−→ 0 (4.28)

を示す．まず

E

{ n∑
i=1

ei[ḧ(x
′
iγ) − ḧ(x′

iβ)]tixix
′
i

}2
 =

n∑
i=1

[ḧ(x′
iγ) − ḧ(x′

iβ)]2t2i (xix
′
i)

2
E[e2

i ]

=
n∑

i=1

φit
2
i [ḧ(x

′
iγ) − ḧ(x′

iβ)]2t2i (xix
′
i)

2b̈(x′
iβ)

となることに注意する．これから，n→ ∞ の
E[tr{M−1

n (β)Vn(γ)M−1
n (β)Vn(γ)}] ≤ E

[
q2tr{V 2

n (γ)}
{trMn(β)}2

]
≤ q2φt∞

∑n
i=1 b̈(x

′
iβ)(x′

ixi)
2 max�∈Bn(a) |ḧ(x′

iγ) − ḧ(x′
iβ)|2

{∑n
i=1[ḣ(x

′
iβ)]2b̈(x′

iβ)tix′
ixi}2

≤ q2φt∞
t20

sup
i=1, 2, ... , n

max
�∈Bn(a)

∣∣∣∣∣ ḧ(x′
iγ)

ḧ(x′
iβ)

− 1

∣∣∣∣∣
2

supi=1, 2, ... , n ϕ(x′
iβ)

infi=1, 2, ... , n ϕ(x′
iβ)

∑n
i=1(x

′
ixi)

2

(
∑n

i=1 x′
ixi)2

→ 0 (4.29)

となることが ḧ の連続性と (4.26) よりわかる．(4.29)と Markov の不等式より (4.28)は示せ
た．つぎに

‖[Mn(β)]−1/2Wn[Mn(β)]−1/2‖ P−→ 0 (4.30)

を示す．

E[‖[Mn(β)]−1/2Wn[Mn(β)]−1/2‖2]

≤ inf
i=1, 2, ... , n

ϕ−2(x′
iβ)E[{

n∑
i=1

h(x′
iβ)x′

i(X
′
nXn)−1xi}2]

= inf
i=1,2, ... , n

ϕ−2(x′
iβ)

n∑
i=1

h2(x′
iβ)(x′

i(X
′
nXn)−1xi)

2
E[ei]

= inf
i=1,2, ... , n

ϕ−2(x′
iβ)

n∑
i=1

h2(x′
iβ)(x′

i(X
′
nXn)−1xi)

2φ

ti
b̈(x′

iβ)

≤ φ

t0
inf

i=1, 2, ... , n
ϕ−2(x′

iβ) sup
i=1, 2, ... , n

ϕ2(x′
iβ)

n∑
i=1

(x′
i(X

′
nXn)−1xi)

2

≤ qφ

t0
inf

i=1, 2, ... , n
ϕ−2(x′

iβ) sup
i=1, 2, ... , n

ϕ2(x′
iβ) max

i=1, 2, ... , n
x′

i(X
′
nXn)−1xi → 0

となる．したがって，Markovの不等式を用いれば，(4.30)は示せた．よって，(4.27), (4.28), (4.30)

より (4.24)は示せた．したがって，(4.23)と (4.24)が示せたので，(4.22)が示せた．よって

logLn(γ, φ) − logLn(β, φ) = aλ′[In(β)]−1/2 l̇n(β)

φ
− a2

2
+ oP (1)
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となる．Cauchy - Schwarzの不等式から

max
�∈∂Bn(a)

|λ′[In(β)]−1/2λ|2 ≤ max
λ∈∂Bn(a)

‖λ‖2 l̇′n(β)[In(β)]−1l̇n(β)

と
E[l̇′n(β)[In(β)]−1l̇n(β)] = tr{[In(β)]−1

E[l̇n(β)l̇′n(β)]} = q

となる．これより a を十分大きくとれば

P{‖λ′[In(β]−1/2λ
l̇n(β)

φ
‖ ≤ a

4
} ≥ 1 −

(
4

aφ

)2

E[l̇′n(β)[In(β)]−1l̇n(β)] = 1 − 16q

(aφ)2
≥ 1 − ε

となる．したがって，(4.22)は示せた．
一意性 　

λ′[In(β)]−1/2l̇n(γ) = λ′[In(β)]−1/2l̇n(β) + aλ′[In(β)]−1/2l̈n(γ∗)[In(β)]−1/2λ

に注意する．(4.22)より，n→ ∞ のとき

P

(
sup

�∈Bn(a)

l̈n(γ) < 0

)
→ 1

となるので，一意性は示された．
漸近正規性 　正数 εに対し

Aε = {γ ∈ B : ‖γ − β‖ ≤ ε}
とおく．平均値の定理を用いれば

l̇n(β̂n) = l̇n(β) +

∫ 1

0

l̈n(β + t(β̂n − β)) dt(β̂n − β)

となる．P(l̇n(β̂n) = 0) → 0 (n→ ∞) より[
Mn(β)

φ

]−1/2
l̇n(β)

φ

= −[Mn(β)]−1/2

∫ 1

0

l̈n(β + t(β̂n − β)) dt[Mn(β)]−1/2

[
Mn(β)

φ

]1/2

(β̂n − β) + oP (1)

となる．また，β̂n ∈ Aε のとき∥∥∥∥[Mn(β)]−1/2

∫ 1

0

l̈n(β + t(β̂n − β)) dt[Mn(β)]−1/2 + Iq

∥∥∥∥
≤ max

�∈Aε

����[Mn(β)]−1/2[Rn(γ) +Mn(β) −Mn(γ)][Mn(β)]−1/2

∥∥∥∥
≤ max

�∈Aε

����[Mn(β)]−1/2[Mn(β) −Mn(γ)][Mn(β)]−1/2

∥∥∥∥
+max

�∈Aε

����[Mn(β)]−1/2Rn(γ)[Mn(β)]−1/2

∥∥∥∥
P−→ 0
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となることが (4.23)と (4.24)からわかる．さらに，P(β̂n ∈ Aε) → 1 (n→ ∞)に注意すれば，[
Mn(β)

φ

]−1/2
l̇n(β)

φ
=

[
Mn(β)

φ

]1/2

(β̂n − β) + oP (1) (4.31)

がわかる．つぎに，任意のベクトル α = (a1, a2, . . . , aq)(�= 0) ∈ Rq に対して

α′
[
Mn(β)

φ

]−1/2
l̈n(β)

φ
=

n∑
i=1

α′
[
Mn(β)

φ

]−1/2 tiḣ(x
′
iβ)

√
b̈(x′

iβ)

φ
xi
Yi − µ(h(x′

iβ))√
b̈(x′

iβ)

に Hájek-Šidak の中心極限定理 (Sen and Singer (1993), p.119 )を用いる：

n∑
i=1

α′
[
Mn(β)

φ

]−1/2 tiḣ(x
′
iβ)

√
b̈(x′

iβ)

φ
xix

′
i

[
Mn(β)

φ

]−1/2

α = φα′α

と

max
i=1,2, ... , n

{
t2i ḣ

2(x′
iβ)b̈(x′

iβ)

φ
[α′[Mn(β)]−1xi]

2

}/ n∑
i=1

{
t2i ḣ

2(x′
iβ)b̈(x′

iβ)

φ
[α′[Mn(β)]−1/2xi]

2

}

≤ max
i=1, 2, ... , q

a2
i

{
t2∞ supi=1, 2, ... , n ϕ(x′

iβ)

t0 infi=1, 2, ... , n ϕ(x′
iβ)

}2

max
i=1, 2, ... , n

x′
i(X

′
nXn)−1xi

/
α′αφIq

→ 0

ととなるので

α′
[
Mn(β)

φ

]−1/2
l̈n(β)

φ

L−→ N(0, φα′α)

となる．したがって，Cramér - Wold の工夫から[
Mn(β)

φ

]−1/2
l̈n(β)

φ
L−→ N(0, φIq)

最後に，(4.31)に注意して Slutsky の定理を用いれば，漸近正規性は証明される． �

最尤推定値の計算アルゴリズム
データが与えられたとき，β の最尤推定値 β̂n 値を具体的に求めるための手続きを考える．β

の最尤推定値は正規方程式

S(β) ≡ ∂

∂β
logLn(β, φ) =

1

φ

n∑
i=1

{yi − g−1(x′
iβ)}ti

ġ(g−1(x′
iβ))V (g−1(x′

iβ))
xi = 0

の解であった．この解を Fisher の scoring アルゴリズムを用いて求めよう．(4.11) と (4.12)
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から

H(β) ≡ VAR[S(β)] =
1

φ2

n∑
i=1

{
t2i

{ġ(g−1(x′
iβ))V (g−1(x′

iβ))}2
VAR[Yi − g−1(x′

iβ)]

}
xix

′
i

=
1

φ2

n∑
i=1

{
t2i

{ġ(g−1(x′
iβ))V (g−1(x′

iβ))}2

φ

ti
V (g−1(x′

iβ))

}
xix

′
i

=
1

φ

n∑
i=1

ti
{ġ(g−1(x′

iβ))}2V (g−1(x′
iβ))

xix
′
i

となる．k 回目の繰り返し計算で求められた β の最尤推定値の値を β̂
(k)

n とおけば，(k + 1) 回
目の繰り返し計算で得られる β の最尤推定値の値は

β̂
(k+1)

n = β̂
(k)

n +H−1(β̂
(k)

n )S(β̂
(k)

n ) (4.32)

となる．(4.32)を書き換えると

β̂
(k+1)

n = (X ′W (k)X)−1X ′W (k)z(k)

となる．ただし，X = (x1, x2, . . . , xn)′ とし，W (k) は対角行列でその i-番目の対角成分を
w

(k)
i , i = 1, 2, . . . , n, とし，z(k) = (z

(k)
1 , z

(k)
2 , . . . , z

(k)
n )とし，

w
(k)
i =

ti

{ġ(g−1(x′
iβ̂

(k)

n ))}2V (g−1(x′
iβ̂

(k)

n ))

z
(k)
i = x′

iβ̂
(k)

n + ġ(g−1(x′
iβ̂

(k)

n ))(yi − g−1(x′
iβ̂

(k)

n ))

である．したがって，β̂
(k+1)

n は β に関する目的関数
n∑

i=1

w
(k)
i (z

(k)
i − x′

iβ)2

を最小にする重み付き最小乗推定量となる．

補遺

定理 4.7 (Hájek-Šidak の中心極限定理) 　{Yn}∞n=1 を平均が µ，分散が σ2 の分布に独立同
一に従う確率変数列とする．さらに，{cn}∞n=1 を実ベクトル cn = (cn1, cn2, . . . , cnn) の列とす
る．このとき

max1≤i≤n c
2
ni∑n

i=1 c
2
ni

−→ 0, (n→ ∞)

ならば

Zn =

∑n
i=1 cni(Yi − µ)√
σ2

∑n
i=1 c

2
ni

L−→ N(0, 1)

が成立する．
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定理 4.8 Cramér - Wold の工夫) 　{Y n}∞n=1 を Rp - 値確率変数列とし，Y を確率ベクトル
とする．このとき，

Y n
L−→ Y

となるための必要十分条件は，任意の固定された実数ベクトル α に対して

α′Y n
L−→ α′Y

が成り立つことである．



5
いろいろな話題

補題 5.1 (Cramér) 　g : Rd → Rk を写像とし，ġ(x) は µ ∈ Rd の近傍で連続微分可能とす
る2）．{Xn}∞n=1 は d 次元確率ベクトルの列で

√
n(Xn − µ)

L−→ X を満足する．このとき，
√
n(g(Xn) − g(µ))

L−→ ġ(µ) X

が成立する．特に，
√
n(Xn −µ)

L−→ N(0, Σ) ならば，
√
n(g(Xn) − g(µ))

L−→ N(0, ġ(µ)Σ ġ(µ)′)

が成立する．

証明：
√
n(Xn −µ)

d−→ X より，Xn −µ = oP (1)がわかる．また，g の µの近傍での連続微
分可能性から十分小さな δ > 0に対して，|x −µ| < δ ならば

g(x) = g(µ) +

∫ 1

0

ġ(µ + t(x − µ)) dt (x − µ)

となる．したがって，|Xn − µ| < δ に対して

√
n(g(Xn) − g(µ)) =

∫ 1

0

ġ(µ + t(Xn − µ)) dt
√
n(Xn − µ)

2）̇g(x) = (∂gi/∂xj)i=1,... , k, j=1, ... , d である．ただし， g = (g1, . . . , gk)′ と x = (x1, . . . , xd)′ とした．
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となる．ġ の連続性と P{|Xn − µ| < δ} → 1 (n → ∞)から∫ 1

0

ġ(µ + t(Xn − µ)) dt
P−→ ġ(µ)

を得る3）．Slutsky の定理を用いれば，補題は証明された． �

3）

h(y) =
∫ 1

0

ġ(µ + ty) dt

とおく．h(y) が y = 0 で連続であることがわかれ
ば，Xn − µ

P−→ 0 から

h(Xn − µ) P−→ h(0) =
∫ 1

0

ġ(µ + t0) dt = ġ(µ)

がわかる．最後に，h(y)の連続性を示そう．µの近
傍での ġ の連続性から，ある正の数 M が存在して，
すべての |y| ≤ δ に対して |ġ(µ + ty)| ≤ M とでき
る．有界収束定理から h(y) の連続性は示せた．
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.....5.1.....

標本分位点の漸近分布

X1, X2, . . . , Xn を R 上の分布関数 F からのランダム標本とする．ただし，F は連続とす
る．X(n: 1) < X(n: 2) < · · · < X(n: n) をX1, X2, . . . , Xn の順序統計量とする．簡単に，X(k) =

X(n: k), k = 1, 2, . . . , n と記そう．正の数 p (0 < p < 1)に対して

xp = F−1(p) ≡ inf{t : F (t) ≥ p}
を pの分位点とし，k = �np�（np以上の最小の整数）とし，X(k)を標本 p分位点とする．もし，
F は確率密度関数 f( · ) を持ち，f( · ) は連続で分位点の近傍で正ならば，対応する（複数の）
の標本分位点の同時分布は漸近的に正規分布に従う．いま，U(k) = F (X(k)), k = 1, 2, . . . , nと
おけば，U(1), U(2), . . . , U(n) は一様分布 U(0, 1) からの順序統計量と同じ分布に従う．一様分
布からのランダム標本に基づく標本分位点の漸近分布を求め，変換 g(u) = F−1(u) を用いて，
標本分位点の漸近分布を求める．

補題 5.2 　Y1, Y2, . . . , Yn+1 を指数分布 fY (y) = e−yI(0,∞)(y) からの大きさ n + 1 のランダ
ム標本とし，Sk =

∑k
i=1 Yi, k = 1, 2, . . . , n+ 1 とおく．このとき，Sn+1 と[

S1

Sn+1
,
S2

Sn+1
, . . .

Sn

Sn+1

]
(5.1)

は独立で，Sn+1 を与えたときの (5.1) の条件付き分布は，一様分布からの n 個のランダム標
本に基づく順序統計量と同一分布である．

証明：Y1, Y2, . . . , Yn+1 の同時確率密度関数は

fY1, Y2, ... , Yn+1(y1, y2, . . . , yn+1) = exp

{
−

n+1∑
k=1

yk

}
I{Πn+1

k=1yk > 0}

となる．また，(S1, S2, . . . , Sn+1) の同時確率密度関数は

fS1, S2, ... , Sn+1(s1, s2, . . . , sn+1) = exp {−sn+1} I{0 < s1 < s2 < · · · < sn+1 <∞}
となる．Zk = Sk/Sn+1とW = Sn+1とおけば， Jacobian = W nとなるので，(Z1, Z2, . . . , Zn,

W ) の同時確率密度関数は

f(Z1, Z2, ... , Zn, W )(z1, z2, . . . , zn, w) = wne−wI{0 < z1 < z2 < . . . < zn < 1, w > 0}
となる．したがって，Z1, Z2, . . . , Zn,と W は独立で

f(Z1, Z2, ... , Zn)(z1, z2, . . . , zn) = n!I{0 < z1 < z2 < . . . < zn < 1}
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となることがわかる． �

この補題から (U(k1), U(k2)), 1 ≤ k1 < k2 ≤ n の同時分布は[
Sk1

Sn+1
,
Sk2

Sn+1

]
の分布と同じになる．さらに，

g(x1, x2, x3) =
1

x1 + x2 + x3

[
x1

x1 + x2

]
(5.2)

とおく．このとき，

g(
Sk1

n+ 1
,
Sk2 − Sk1

n+ 1
,
Sn+1 − Sk2

n+ 1
) =

1

Sn+1

[
Sk1

Sk2

]
であるので， (

Sk1

n+ 1
,
Sk2 − Sk1

n+ 1
,
Sn+1 − Sk2

n+ 1

)
の漸近分布に注目する．

補題 5.3 　Y1, Y2, . . . , Yn+1 を指数分布 fY (y) = e−yI(0,∞)(y) からの大きさ n + 1 のランダ
ム標本とする．k1 < k2 は n → ∞ のとき，

√
n ((k1/n) − p1) → 0,

√
n ((k2/n) − p2) → 0

とする．このとき
√
n+ 1

[
Sk1

n+ 1
− p1,

Sk2 − Sk1

n + 1
− (p2 − p1),

Sn+1 − Sk2

n + 1
− (1 − p2)

]
L−→ N(0, Σ)

となる．ただし，

Σ =

 p1 0 0

0 p2 − p1 0

0 0 1 − p1


である．

証明：中心極限定理から √
k1

(
Sk1

k1
− 1

)
d−→ N(0, 1)

が成立する．k1/n→ p1(n→ ∞)から

√
n+ 1

[
Sk1

n+ 1
− k1

n + 1

]
=

√
k1

n+ 1

√
k1

[
Sk1

k1
− 1

]
L−→ √

p1N(0, 1) = N(0, p1)

となる．k1/n→ p1 と k2/n → p2(n→ ∞)に注意すれば，

√
n + 1

[
Sk2 − Sk1

n+ 1
− k2 − k1

n + 1

]
=

√
k2 − k1

n+ 1

√
k2 − k1

[
1

k2 − k1

k2∑
i=k1+1

Yi − 1

]
L−→ N(0, p2 − p1)
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と √
n+ 1

[
Sn+1 − Sk2

n+ 1
− n+ 1 − k2

n+ 1

]
L−→ N(0, 1 − p2)

を得る．さらに，
√
n + 1

[
Sk1

n + 1
− k1

n+ 1

]
−√

n+ 1

[
Sk1

n+ 1
− p1

]
= oP (1)

と (Sk1 , Sk2 − Sk1 , Sn+1 − Sk2) は独立であることに注意すれば，補題は証明される． �

定理 5.1 　U(1) < U(2) < · · · < U(n) を一様分布 fU(u) = I(0,1)(u)からの大きさ n のランダム
標本に基づく順序統計量とし，n→ ∞, k1 → ∞, k2 → ∞ で

√
n

(
k1

n
− p1

)
→ 0,

√
n

(
k2

n
− p2

)
→ 0

を満足するものとする．ただし，k1 < k2, 0 < p1 < p2 < 1 である．このとき，

√
n

[
U(k1) − p1

U(k2) − p2

]
L−→ N

([
0

0

]
,

[
p1(1 − p1) p1(1 − p2)

p1(1 − p2) p2(1 − p2)

])
が成立する．

証明：補題 5.3を用いる．まず，(5.2) から

ġ(x1, x2, x3) =
1

(x1 + x2 + x3)2

[
x2 + x3 −x1 −x1

x3 x3 −(x1 + x2)

]
となることに注意すれば，

ġ(p1, p2 − p1, p2) =

[
1 − p1 −p1 −p1

1 − p2 1 − p2 −p2

]
となることがわかる．さらに，

ġ(p1, p2 − p1, p2)

 p1 0 0

0 p2 − p1 0

0 0 1 − p2

 ġ′(p1, p2 − p1, p2) =

[
p1(1 − p1) p1(1 − p2)

p1(1 − p2) p2(1 − p2)

]

に注意すればよい． �

系 5.1 　X(1) < X(2) < · · · < X(n) を累積分布関数 F (x) からの大きさ n のランダム標本と
する．さらに，F は連続な確率密度関数 f(x) を持ち，f(x) は xp1 と xp2 の近傍で正とする．
ただし，xp1 と xp2 は p1 分位点と p2 分位点 (p1 < p2) とする1）．このとき，

√
n

[
X([np1]) − xp1

X([np2]) − xp2

]
L−→ N(0, Σ)

1）xpi = F−1(xi), i = 1, 2 である．
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が成立する．ただし，

Σ =

[
p1(1−p1)
f2(xp1)

p1(1−p2)
f(xp1)f (xp2)

p1(1−p2)
f(xp1)f (xp2)

p2(1−p2)
f2(xp2)

]
である．

証明：g(y1, y2) = [F−1(y1), F
−1(y2)]

′ とおく．

ġ(y1, y2) =

[
1

f(F−1(y1))
0

0 1
f(F−1(y2))

]
と

√
n

[
U([np1]) − p1

U([np2]) − p2

]
L−→ N

([
0

0

]
,

[
p1(1 − p1) p1(1 − p2)

p1(1 − p2) p2(1 − p2)

])
に注意して，補題 5.1を用いればよい． �

例 5.1 　X1, X2, . . . , Xn を正規分布 N(µ, σ2)からの大きさ n のランダム標本とし，mn を
標本メデアンとする．x1/2 = µ と f(x1/2) = 1/(

√
2πσ) に注意すれば，

√
n(mn − µ)

L−→ N

(
0,

1

4f2(µ)

)
= N

(
0,
πσ2

2

)
を得る．

注意 5.1 　例 5.1 において，別の推定量 X̄n を考える．
√
n(X̄n − µ)

L−→ N(0, σ2) になり，
X̄n は漸近的有効推定量にあっているので，σ2 < πσ2/2 になっていることに注意せよ．

例 5.2 　X1, X2, . . . , Xn をコーシー分布

f(x) =
1

πσ

1

1 + [(x − µ)/σ]2
I(−∞,∞)

からの大きさ n のランダム標本とする．ただし，−∞ < µ <∞, σ > 0 である．メデアンは µ

である．また，x1/4 = µ− σ, x3/4 = µ+ σ となるので，σ = (x3/4 − x1/4)/2 である．標本メデ
アンの漸近分布は

√
n(X[n/2] − µ)

L−→ N

(
0,
π2σ2

4

)
となる．また，σ の推定量

σ̂ =
X[3n/4] −X[n/4]

2

の漸近分布を求めよう．系 5.1 から

√
n

[
X[n/4] − (µ− σ)

X[3n/4] − (µ+ σ)

]
L−→ N

([
0

0

]
,
π2σ2

4

[
3 1

1 3

])
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となることに注意する．さらに，補題 (5.1) (p1 = 1/4, p2 = 3/4 )を用いれば2），

√
n

[
X[3n/4] −X[n/4]

2
− σ

]
L−→ N

(
0,
π2σ2

4

)
を得る．

2）g(x1, x2) = (x2 − x1)/2 とおく．すると，
ġ(x1, x2) = [−1/2, 1/2] となり，

ġ(x1, x2)
π2σ2

4

[
3 1
1 3

]
ġ′(x1, x2) =

π2σ2

4

よりわかる．



A
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.....A.1.....

基本的な確率不等式

定理 A.1 　非負確率変数 X ≥ 0, a.s. と正数 p > 0 に対して，

EXp =

∫ ∞

0

ptp−1
P(X > t) dt

が成立する．

証明 　Fubini の定理を用いて変形すれば，∫ ∞

0

ptp−1
P(X > t) dt =

∫ ∞

0

ptp−1
E1(t,∞)(X) dt = E

∫ ∞

0

ptp−11(t,∞)(x) dt

= E

∫ X

0

ptp−1 dt = EXp

から命題は証明される． �

例 A.1 　X を非負値離散型確率変数で x1, x2, . . . , 上に値を取り

P(X = xi) = pi, xi > 0, i = 1, 2, . . . ,

∞∑
i=1

pi = 1

とする．ただし，
∞∑
i=1

pixi <∞ (1.1)

とする．さらに，

I[xi,∞)(x) =

{
1 x ≥ xi,

0 （その他）

とおく．このとき，X の分布関数は

FX(x) =
∞∑
i=1

piI[xi,∞)(x)

となることに注意すれば，

P(X > t) = 1 −
∞∑
i=1

piI[xi,∞)(x) =
∞∑
i=1

piI(−∞, xi)(x)
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となる．したがって， ∫ ∞

0

P(X > t) dt =
∞∑
i=1

pi

∫ ∞

0

I(−∞, xi)(t) dt

となることがわかる．積分記号と和の記号の交換は (1.1)から成立することがわかる．しかし∫ ∞

0

I(−∞, xi)(t) = lim
s↑xi

∫ s

0

I(−∞, xi)(t) dt+ lim
s↓xi

∫ ∞

s

I(−∞, xi)(t) dt = xi

となる．これより ∫ ∞

0

P(X > t) dt =
∞∑
i=1

pixi

となり，離散型確率変数の期待値と一致することが直接確認できる．

定理 A.2 （Markov の不等式） 　X ≥ 0, a.s. とする．任意の a > 0 に対して，

P(X ≥ a) =
EX

a

が成立する．

証明 　X ∈ [a, ∞) のとき，X/a ≥ 1に注意する：

P{X ≥ a} = E[1[a,∞)(X)] ≤ E[
X

a
1[a,∞)(X)] ≤ EX

a
.

�

注意 A.1 　Y を確率変数とする．X = (Y − EY )2 とおけば，Chebyshev の不等式

P{|Y − EY | ≥ a} = P{(Y − EY )2 ≥ a2} ≤ VAR(Y )

a2

を得る．

定理 A.3 （Jensen の不等式） 　g は下に凸 (convex)とし，X と g(X) は可積分とする．こ
のとき，

g(EX) ≤ Eg(X)

が成立する．

証明 　任意の x0 ∈ R とある定数 c に対し，g(x) ≥ g(x0) + c(x− x0)が成立する．x = X(ω)

として，期待値をとれば，Eg(x) ≥ g(x0) + c(EX − x0) を得る．さらに，x0 = EX とすれば，
命題は証明される． �
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定理 A.4 (Hölder の不等式) X, Y を確率変数で E[|X|p] < ∞, E[|Y |q] < ∞ をみたすものと
する．ただし，p > 1 かつ 1/p+ 1/q = 1 である．このとき，

|E[XY ]| ≤ E[|XY |] ≤ {E[|X|p]}1/p{E[|Y |q]}1/q

が成立する．

証明 　一般性を失わず，X ≥ 0, Y ≥ 0を仮定してよい．さらに，E[Xp] = 0ならば，X = 0, a.s.

なり，この場合には，Hólderの不等式は明らかに成立するので，E[Xp] > 0 を仮定する．
いま，C = E[Xp] とし，確率測度 Qを

Q(A) =
1

C
E[1AX

p], A ∈ B

で定義する．つぎに，

Z =
Y

Xp−1
1{X>0}

とおく．g(x) = |x|p は凸関数なので，Jensen の不等式を用いれば，

{EQ[Z ]}p ≤ EQ[Zp]

となる．これより，

1

Cq
{E[XY ]}q =

1

Cq

{
E

[
Y

Xp−1
Xp

]}q

= {EQ[Z ]}q

≤ EQ[Zq]

=
1

C
E

[{
Y

Xp−1

}q

Xp

]
=

1

C
E

[{
Y q 1

X(p−1)q

}q

Xp

]
=

1

C
E

[{
Y q 1

Xp

}q

Xp

]
=

1

C
E[Y q]

となる．最後から 2 番目の等号は 1/p + 1/q = 1 より (p − 1)q = p となることよりわかる．
よって，

{E[XY ]q ≤ Cq−1
E[Y q]

となるので，
E[XY ] ≤ C(q−1)/q{E[Y q]}1/q

を得る．最後に，(q − 1)/q = 1/p に注意すれば，定理は証明される． �
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.....A.2.....

収束のモード

定義 A.1 {Xn}n
n=1 は確率変数列とし，X を確率変数とする．n→ ∞ のとき，{Xn}n

n=1 　が
X に分布収束するとは，

lim
n→∞

P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x) = FX(x)

が成立することである．ただし，xは FX(x)の連続点とする．これを Xn
d−→ X またはXn

L−→
X と記すことにする．

定義 A.2 {Xn}n
n=1 は確率変数列とし，X を確率変数とする．n→ ∞ のとき，{Xn}n

n=1 　が
X に確率収束するとは，任意の ε (ε > 0) に対して，

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0

が成立することである．これを Xn
P−→ X と記すことにする．

定義 A.3 {Xn}n
n=1 は確率変数列，X を確率変数とする．n → ∞ のとき，{Xn}n

n=1 　が X

に概収束するとは，
P ( lim

n→∞
Xn = X) = 1

が成立することである．これを Xn
a.s.−→ X と記すことにする．

例 A.2 　X1, X2, . . . , Xn は独立同一に一様分布 fX(x) = I(0,1)(x) に従うとし，

Mn = max(X1, X2, . . . , Xn)

とおく．
まず，Mn

P−→ 1 を示そう．Mn の累積分布関数は

FMn(x) = P (Mn ≤ x) = xnI(0, 1)(x) + I[1,∞)(x)

となることに注意する．これより，0 < ε < 1 に対して，P (Mn > 1 + ε) = 0 に注意すれば，
n→ ∞ のとき
P (|Mn − 1| > ε) = P (ε+ 1 < Mn 　または 　Mn < 1 − ε) = P (Mn < 1 − ε) = (1 − ε)n → 0

となる．したがって，Mn
P−→ 1 がわかる．
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つぎに，n(1 −Mn) の分布収束先を求めよう．x > 0 に対して，n→ ∞ のとき
P (n(1 −Mn) ≤ x) = P (Mn ≥ 1 − x/n) = 1 −

(
1 − x

n

)n

→ 1 − e−x

となる．Mn < 1 より，明らかに x ≤ 0 に対しては P (n(1 −Mn) ≤ x) = 0 となる．したがっ
て，n(1 −Mn) は指数分布 fX(x) = e−xI(0,∞)(x) に分布収束する．

定理 A.5 　Xn
P−→ c となるための十分条件は

E(Xn − c)2 → 0, (n→ ∞) (1.2)

である．

証明 　与えられたどんな正の数 ε > 0に対しても

P (|Xn − c| ≥ ε) ≤ 1

ε2
E(Xn − c)2

となり，n ↑ ∞とすれば，
P (|Xn − c| ≥ ε) → 0

を得る． �

注意 A.2 　(1.2) が成立するとき，Xn は c に２次平均収束するという．

例 A.3 ε1, . . . , εn を成功する確率が p の独立な n 回のベルヌーイ試行とし，Sn =
∑n

i=1 εi と
おく . n ↑ ∞ のとき，

E

(
Sn

n
− p

)2

= VAR

(
Sn

n

)
=
p(1 − p)

n
→ 0

となるので，
Sn

n

P−→ p

となることがわかる．

定理 A.6 　X1, . . . , Xnは独立同一の分布に従い，その平均と分散はE(X1) = ξとVAR(X1) =

σ2 <∞ で与えられるとする．このとき，
X̄n =

1

n
(X1 +X2 + · · · +Xn)

とおけば，
X̄n

P−→ ξ

が成立する．

証明 　n ↑ ∞ のとき，
E(X̄n − ξ)2 = VAR(X̄n) =

σ2

n
→ 0

となることから，定理 A.5を使えば，定理は証明される． �
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以下に確率変数列の収束に関する重要な結果を証明なしで述べる．

定理 A.7

(i) Xn
a.s.−→ X ならば，Xn

P−→ X

(ii) Xn
P−→ X ならば，Xn

d−→ X

定理 A.8 g(x) を実数値連続関数とする．このとき，

(i) Xn
P−→ X ならば，g(Xn)

P−→ g(X)

(ii) Xn
a.s.−→ X ならば，g(Xn)

a.s.−→ g(X)

(iii) Xn
d−→ X ならば，g(Xn)

d−→ g(X)

定理 A.9 確率変数列{Xn}∞n=1と {Yn}∞n=1 および定数 cは定数に対して，Xn
d−→ X と Yn

P−→
cが成立するとする．このとき，

(i) Xn + Yn
d−→ X + cが成立する．

(ii) XnYn
d−→ cX が成立する．

定理 A.10 確率変数列 {Xn}∞n=1，数列，確率変数 Z，確率変数列 {an}∞n=1 および定数 c に対
して

an(Xn − c)
d−→ Z

が成立するとする．このとき，g(x) は x = c で微分 ġ(c) を持つ1）ならば，

an(g(Xn) − g(c))
d−→ ġ(c)Z

が成立する．

記号：(i) {Xn}∞n=1 と {εn}∞n=1 を確率変数列とする．

Xn

εn

P−→ 0 n→ ∞

のとき，Xn = oP (εn)と書く．特に，Xn
P−→ 0 のとき，

Xn = oP (1)

と記す．
(ii)どんな δ > 0 に対してもある M = M(δ) > 0 と正数 n0 = n0(δ) > 0が存在して，どんな
n > n0 に対しても

P (|Xn| ≤ M |εn|) ≥ 1 − δ

1）g(x) が x = c で連続微分可能でなくともこの定理 は成立することに注意する．
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が成立するとき，
Xn = OP (εn)

と書く．特に，P (|Xn| ≤M) ≥ 1 − δ ならば，Xn = OP (1) と書く．
(iii)どんな δ > 0に対しても，ある 0 < m(δ) = m <M(δ) = M <∞と n0 = n0(δ)が存在し，
どんな n > n0 に対しても

P

(
m <

∣∣∣∣Xn

εn

∣∣∣∣ < M

)
≥ 1 − δ

が成立するとき，Xn �P εn（同じオーダー）と記す．
oP と OP の性質をまとめる：
(i) Xn = oP (εn)かつ Yn = oP (εn) ならば，Xn ± Yn = oP (εn)である．
(ii) Xn = oP (εn)かつ Yn = OP (δn) ならば，XnYn = oP (δnεn)である．
(iii) 特に，

oP (1) + oP (1) = oP (1)

oP (1) +OP (1) = OP (1)

OP (1)oP (1) = oP (1)

(1 + oP (1))−1 = OP (1)

oP (εn) = εnoP (1)

oP (1)(OP (1)) = oP (1)

である．
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.....A.3.....

大数の法則と中心極限定理

ここでは，大数の法則と中心極限定理を証明なしで述べる．さらに，対称分布からのランダ
ム標本の基づくメディアンは分布の中心に確率収束し，漸近正規性をもつことをこの二つの定
理を用いて示す．

定理 A.11 　X1, X2, . . . , Xn は独立に同一の分布1）に従うとする．また，

E|X1| <∞, E[X1] = ξ

であるとする．このとき，
X̄n

a.s.−→ ξ

となる．

証明 　略．

定理 A.12 　{Xn}n≥1 は独立同一の分布に従う確率変数の列とし，

E(X1) = ξ, VAR(X1) = σ2

を満足するものとする．このとき，
√
n(X̄n − ξ)

σ
L−→ N(0, 1)

が成立する．

証明 　概略のみを示す．Y ∼ N(0, 1) とすれば，

E[e
√−1tY ] = exp(− t

2

2
)

である．また，

E

[
exp

(√−1t

√
n(X̄n − ξ)

σ

)]
= Πn

i=1E

[
exp

{√−1

(
t√
n

)(
Xi − ξ

σ

)}]
=

[
E exp

{√−1

(
t√
n

)(
X1 − ξ

σ

)}]n

1）同一ではなくい独立な確率変数列にたいしては，２
次の積率が有限であれば，同様な結果が成立するこ

とが知られている．
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となる．また，

E

[
exp

{√−1

(
t√
n

)(
X1 − ξ

σ

)}]
= 1 − t2

2n
+ o(

t2

n
)

より

E

[
exp

(√−1t

√
n(X̄n − ξ)

σ

)]
=

[
1 − t2

2n
+ o(

t2

n
)

]n

→ e−
t2

2

となり，定理 1.15からわかる． �

定理 A.13 　Xn1, Xn2, . . . , Xnn は独立同一分布に従い，各 Xni, i = 1, 2, . . . , n, は平均 ξn
と分散 σ2

n なる分布関数 Fn(x) をもち，さらに 3 次の積率も有限とする．このとき，

En{|Xn1 − ξn|3}
σ3

n

= o(
√
n) (1.3)

ならば， √
n(X̄n − ξn)

σn

d−→ N(0, 1)

となる．特に，(1.3)が有限ならば，上の結果は成立する．ただし，En は Fn に関する期待値
で，X̄n = (1/n)(Xn1 +Xn2 + · · · +Xnn) である．

証明 　これは Berry - Essenn の定理

P

[√
n(X̄n − ξn)

σn
≤
]
− Φ(x) ≤ C√

n

En{|Xn1 − ξn|3}
σ3

n

よりわかる．ただし，Φ(x)は標準正規分布の分布関数である． �

例 A.4 　X1, X2, . . . , Xn を Fθ(x) = Pθ(X1 ≤ x) = F (x − θ) (x ∈ R) からのランダム標本
とする．ただし，θ は未知の定数とし，F (x)は狭義単調増加で連続とし，F (0) = 1/2 とする．
X1, X2, . . . , Xn に基づいて，メディアン θ の推定を考える．
いま，

mn =

{
n+1

2
, （n が奇数のとき）

n
2
, （n が偶数のとき）

とおく．順序統計量をX(1) ≤ · · · ≤ X(n) としたとき，

Zn = X(mn)

を標本メディアンという．これを用いて，メディアン θ を推定することを考える．標本メディ
アン Zn の漸近的な性質を調べてみよ．
まず，Zn

P−→ θ を示そう．任意の ε > 0 に対して，標本メディアンの定義から

P (Zn > θ + ε) = P

(
1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ + ε} ≥ n −mn + 1

n

)

P (Zn < θ − ε) = P

(
1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ − ε} ≤ n−mn

n

)
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となる．いま，

2δ = min

{
Fθ(θ + ε) − 1

2
,

1

2
− Fθ(θ − ε)

}
とおけば，Fθ(θ) = 1/2 に注意すれば，δ > 0 となることがわかる．

An =

{∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I{Xi > θ + ε} − (1 − Fθ(θ + ε))

∣∣∣∣ ≤ δ

}

Bn =

{∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I{Xi > θ − ε} − (1 − Fθ(θ − ε))

∣∣∣∣ ≤ δ

}
とおけば，大数の法則から n→ ∞ のとき

P (An) → 1, P (Bn) → 1 (1.4)

となる．また， 1
n
< δ ならば，An が起これば，

1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ + ε} ≤ δ + 1 − Fθ(θ + ε) = δ +
1

2
+

1

2
− Fθ(θ + δ) ≤ 1

2
− 2δ + δ

≤ δ +
1

2
− 2δ =

1

2
− δ <

n−mn + 1

n

となることが 2δ ≤ Fθ(θ + ε) − (1/2) に注意すればわかる．これより，事象{
1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ + ε} ≥ n−mn + 1

n

}
と An は排反になることがわかる．したがって，

Cn = An ∩
{

1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ + ε} ≥ n−mn + 1

2

}
= ∅

となることと (1.4) から，n→ ∞ のとき，
P (Zn > θ + ε) ≤ P (Cn) + P (Ac

n) → 0

となる．同様に， 1
n
< δ ならば，Bn が起これば，

1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ − ε} ≥ −δ + 1 − Fθ(θ − ε) = −δ +
1

2
+

1

2
− F (θ − δ) ≥ −δ +

1

2
+ 2δ

=
1

2
+ δ >

n−mn

n

となることが 2δ ≤ (1/2) − Fθ(θ − ε) に注意すればわかる．これより，事象{
1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ − ε} ≤ n−mn

n

}
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と Bn は排反になることがわかる．したがって，

Dn = Bn ∩
{

1

n

n∑
i=1

I{Xi > θ − ε} ≤ n −mn

n

}
= ∅

となることがわかる．さらに， (1.4) から，n→ ∞ のとき，
P (Zn < θ − ε) ≤ P (Dn) + P (Bc

n) → 0

となる．これらから，n→ ∞ のとき
P (|Zn − θ| > ε) ≤ P (Zn > θ + ε) + P (Zn < θ − ε) → 0

となり，Zn
P−→ θ がわかる．

つぎに，f = dF/dxとし，P0 を θ = 0 のときに対応する確率測度とする．すなわち，P (X−
θ ≤ x) = P0(X ≤ x) である．f(0) > 0 の仮定もとで，Zn の極限分布を求める：

P [
√
n(Zn − θ) ≤ t] = P0[

√
nZn ≤ t] = P0

[
X(mn) ≤ t√

n

]
Sn を t/

√
n を越える Xi(i = 1, 2, . . . , n) の個数とすれば，

X(mn) ≤ t√
n
⇔ Sn ≤ n−mn

となる．Sn は二項分布 Bi(n, pn) に従う．ただし，pn = 1 − F (t/
√
n) である．したがって，

P0 [Sn ≤ n−mn] = P0

[
Sn − npn√
npn(1 − pn)

≤ (n−mn) − npn√
npn(1 − pn)

]
となる．pn → 1 − F (0) = 1/2(n→ ∞) より，

(n−mn) − npn√
npn(1 − pn)

=

√
n
(

1
2
− pn

)
+ (n/2)−mn√

n√
pn(1 − pn)

∼ 2
√
n

(
1

2
− pn

)
= 2t

F (t/
√
n) − F (0)

t/
√
n

→ 2tf(0)

となることに注意する．いま，Yni = I{Xi ≥ t/
√
n}, i = 1, 2, . . . , n, とおけば，Yn1, Yn2, . . . , Ynn

は独立同一分布に従い，P0(Yni = 1) = pnかつ P0(Yni = 0) = 1−pnとなる．また，Sn =
∑n

i=1 Yni

となる．定理 A.13 を用いて
Sn − npn√
npn(1 − pn)

d−→ N(0, 1)

を示す．そのために，(1.3)を確認する：n→ ∞ のとき，pn → (1/2)になることに注意しれば，

E|Y1 − pn|3 = pn(1 − pn)3 + (1 − pn)p3
n = pn(1 − pn){p2

n + (1 − pn)2} → 1

8
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と σn =
√
pn(1 − pn) → (1/2) となるので，

E|Y1 − pn|3
σ3

n

→ 1

がわかる．よって，(1.3) を確認は確認された．したがって，

P0

[
Sn − npn√
npn(1 − pn)

≤ 2tf(0)

]
→ Φ(2f(0)t)

となる．ただし，Φ(·) は標準正規分布の分布関数である．さらに，Slutsky の補題（定理 A.9

）を用いれば

P0

[
Sn − npn√
npn(1 − pn)

≤ (n−mn) − npn√
npn(1 − pn)

]

= P0

[
Sn − npn√
npn(1 − pn)

+

{
(2f(0)t) − (n−mn) − npn√

npn(1 − pn)

}
≤ 2f(0)t

]
→ Φ(2f(0)t)

となることがわかる．したがって

Pθ[
√
n(Zn − θ)] → Φ(2tf(0))

となる．したがって，
√
n(Zn − θ)

d−→ N

(
0,

1

4f2(0)

)
をえる．
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