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Abstract

古典的経験過程とは, 閉区間 [0, 1] を添字付けられている経験過程のことをいう.
このノートは, 古典的経験過程に関わる可測性の問題を初歩的に解説することを目的
とする. Billingsley (1999, p.157) の有名な例を初等的に解説したものである. この
ノートを読むに当たって予備知識がなるべく必要ないように, 自己完結な記述に努め
たつもりである.
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0 記号一覧

記号 説明
N 自然数全体の集合
Q 有理数全体の集合
R 実数全体の集合
B([0, 1]) 閉区間 [0, 1] 上の開集合族を含む最小の σ 加法族.

B([0, 1]) B([0, 1]) の完備化.

P P{(a, b]} = b − a (a, b ∈ [0, 1] をみたす B([0, 1])
上の完備な測度. [0, 1] 上の Lebesgue 可測集合族
上の Lebesgue 測度である.

X X : [0, 1] 3 ω 7→ X(ω) = ω.
`∞([0, 1]) [0, 1] 上で定義された有界函数全体のなす函数族.
C([0, 1]) [0, 1] 上で定義された連続函数全体のなす函数族.
1lB(x) [0, 1] の部分集合 B と点 x ∈ [0, 1] に対して,

1lB(x) :=

{
1 (x ∈ B)
0 (x 6∈ B)

.

I([0, 1]) I([0, 1]) := {1l[0, x]( · ) : [0, 1] 3 t 7→ 1l[0, x](t) ∈
{0, 1}; x ∈ [0, 1]}.

‖ · ‖sup `∞([0, 1]) 上の一様ノルム. すなわち, g ∈
`∞([0, 1]) に対して, ‖g‖sup := supx∈[0, 1] |g(x)|.

ı ı : [0, 1] 3 x 7→ 1l[0, x]( · ) ∈ I([0, 1])
F1/F2 可測 (Ω1, F1), (Ω2, F2)を測度空間としたとき,写像 f :

Ω1 −→ Ω2 が,任意の A ∈ F2 に対して, f−1(A) :=
{ω ∈ Ω; f(ω) ∈ A} ∈ F1 をみたすもの.

Bε(g) ε > 0 と g ∈ `∞([0, 1]) に対して, Bε(g) := {g̃ ∈
`∞([0, 1]); ‖g̃ − g‖sup < ε}.

O ある集合上の位相.
O‖ · ‖sup ノルム ‖ · ‖sup で誘導された `∞([0, 1])の開集合族

を含む最小の位相.
B‖ · ‖sup ノルム ‖ · ‖sup で誘導された `∞([0, 1])の開集合族

を含む最小の σ 加法族. B‖ · ‖sup := σ[O‖ · ‖sup ].

注意 0.1 位相をフランクトゥーア体の大文字, 可測集合族を Latin letters の筆記体大文
字で書いている.
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1 閉区間 [0, 1] で添字づけられている古典的な経験過程の可
測性

([0, , 1], B([0, 1]), µ) を確率空間とする. ただし, B([0, 1]) は閉区間 [0, 1] 上の開集合族1

を含む最小の σ 集合族で, µ は (a, b] ⊂ [0, 1] (0 ≤ a ≤ b ≤ 1) に対して,

µ((a, b]) = b− a

をみたす可算加法的測度である. さらに, ([0, , 1], B([0, 1]), µ) を完備化したものを

([0, , 1], B([0, 1]), P)

と書くことにする. すなわち, 任意の N ⊂ [0, 1] に対して,

P(N) = 0 =⇒ N ∈ B([0, 1])

をみたしている.
写像 X を

[0, 1] 3 ω 7→ X(ω) = ω ∈ [0, 1]

で定義する. これは, ∀B ∈ B([0, 1]) に対して,

{ω ∈ [0, 1]; X(ω) ∈ B} ∈ B([0, 1])

をみたしている. すなわち, X は B([0, 1])

/
B([0, 1]) 可測写像である.

つぎに, ノルム ‖ · ‖sup によって誘導される `∞([0, 1]) 上の開集合族をO‖ · ‖sup と書く
ことにする. さらに, O‖ · ‖sup を含む最小の σ 加法族を

B‖ · ‖sup := σ[O‖ · ‖sup ]

とする.
いま, `∞([0, 1]) の部分集合として,

I([0, 1]) := {[0, 1] 3 t 7→ 1l[0, x](t) ∈ {0, 1}; x ∈ [0, 1]}
を考える.
任意の ε > 0 と gx = 1l[0, x]( · ) ∈ I([0, 1]) (x ∈ [0, 1] に対して,

Bε(gx) := {g ∈ I([0, 1]); ‖g − gx‖sup < ε}
とおく. すると,

1閉区間 [0, 1] の開集合 A とは, R の開集合 U があって, A = [0, 1]∩U と書けるときをいう. すなわち,
相対位相である.
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(i) 0 < ε < 1 と gx ∈ I([0, 1]) (x ∈ [0, 1]) に対して, Bε(gx) = {gx}.
(ii) ε ≥ 1 に対して, Bε(gx) = G0.

となることに注意する.
この開球を用いて, 次を定める:

Bind := {B1/2(g); g ∈ I([0, 1])}

とし,

O(Bind) :=
⋂
{O; Bind ⊂ O,O は I([0, 1]) の位相 }

とする. するとO(Bind) は I([0, 1]) の位相となる. さらに, ‖ · ‖sup ノルムで誘導された
`∞([0, 1]) の開集合族を含む最小の位相であるO‖ · ‖sup に対して,

O ∈ O(Bind) ⇐⇒ ある U ∈ O‖ · ‖sup が存在して, O = U ∩ I([0, 1])

となる. このことを
O(Bind) =: O‖ · ‖sup ∩ I([0, 1])

と書くことにする.
各 x ∈ [0, 1] に対して, 写像 ı を

ı : [0, 1] 3 x 7→ 1l[0, x]( · ) ∈ I([0, 1])

と定義する. 写像 ı は Euclid 空間 [0, 1] から準距離空間 (I([0, 1]), ‖ · ‖sup) は全単射だ
が, 連続ではない2. したがって, ı は同相写像ではない. しかし, 逆写像 ı−1 は連続である
こと3に注意せよ.
任意の部分集合 O ⊂ I([0, 1]) に対して,

O =
⋃
g∈O

B1/2(g) (1)

20 < ε < 1 と 1l[0, x]( · ) ∈ I([0, 1]) に対して,

Bε(1l[0, x]( · )) = {1l[0, x]( · )}

となり, ı−1(Bε(1l[0, x]( · )) = x は [0, 1] の開集合ではない.
3このことは, 以下の議論からO‖ · ‖sup ∩ I([0, 1]) が I([0, 1]) の密着位相になっていることからわかる.
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とかけるので, O ∈ O(Bind) となる. したがって, O ∈ B‖ · ‖sup である. さらに, 逆像の性質
と (1) から

{ω; 1l[0, X(ω)]( · ) ∈ O} =

{
ω; 1l[0, X(ω)]( · ) ∈

⋃
g∈O

B1/2(g)

}

=
⋃
g∈O

{ω; 1l[0, X(ω)]( · ) ∈ B1/2(g)}

=
⋃
g∈O

{ω; 1l[0, X(ω)]( · ) = g}

= ı−1(O).

選択公理4を仮定していること5で, ı−1(O) を閉区間 [0, 1] 上の Lebesgue 可測でない集合

とすることができる. したがって, 写像 ı は B([0, 1])

/
B‖ · ‖sup 可測ではない. 以上の議論

より以下のことがわかる:

定理 1.1 写像
[0, 1] 3 ω 7→ 1l[0, X(ω))]( · ) ∈ (I([0, 1]), ‖ · ‖sup)

は B([0, 1])

/
B‖ · ‖sup 可測ではない.

系 1.1 X1, X2, . . . , Xn を X の独立複製とし,

F̂n(t) =
1

n

n∑
i=1

1l[0, Xi(ω)](t) (t ∈ [0, 1])

4集合族 {Xλ}λΛ に対して,

任意の λ ∈ Λ に対して, Xλ 6= ∅ ⇐⇒
∏

λ∈Λ

Xλ 6= ∅.

5選択公理を仮定することでいろいろなことが保証されている. たとえば, (X, dX), (Y, dY ) は距離空間
とし, f : X −→ Y を写像とする. このとき, a ∈ X とする. a に収束する X の任意の数列 {an}n≥1 に対し
て, Y の点列 {f(an)}n≥1 が f(a) に収束するならば, f は a において連続であることを示すためにも（可
算）選択公理が必要である. すなわち, f(a) を含む任意の Y の開集合 O に対して, f−1(O) は X の開集合
であることが成立することを示すために, （可算）選択公理が必要である. 藤原 (2020, pp.143-144)を参照
のこと.
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とする. このとき, 写像

[0, 1]n 3 (ω1, ω2, . . . , ωn) 7→ F̂n( · ) =
1

n

n∑
i=1

1l[0, Xi(ωi)]( · ) ∈ (`∞([0, 1]), B‖ · ‖sup)

は B([0, 1]n)

/
B‖ · ‖sup 可測ではない.

定理 1.2 任意の t ∈ [0, 1] に対して, 写像

[0, 1] 3 ω 7→ 1l[0, X(ω))](t) ∈ {0, 1}

は B([0, 1])

/
B([0, 1]) 可測である.

証明 (i) 任意の r ≥ 1 に対して,

{ω ∈ [0, 1]; 1l[0, X(ω))](t) ≤ r} = [0, 1] ∈ B([0, 1]).

(ii) 0 ≤ r < 1 に対して,

{ω ∈ [0, 1]; 1l[0, X(ω))](t) ≤ r} = {ω ∈ Ω; X(ω) ≥ t} = [t, 1] ∈ B([0, 1]).

(iii) r < 0 に対して,

{ω ∈ [0, 1]; 1l[0, X(ω))](t) ≤ r} = ∅ ∈ B([0, 1]).

よって, (i)∼(iii) よりわかる. 2

系 1.2 任意の t ∈ [0, 1] に対して, 写像

[0, 1]n 3 (ω1, ω2, . . . , ωn) 7→ F̂n(t) =
1

n

n∑
i=1

1l[0, Xi(ωi)](t) ∈ [0, 1]

は B([0, 1]n)

/
B([0, 1]) 可測である.

定理 1.3 写像

[0, 1]n 3 (ω1, ω2, . . . , ωn) 7→ sup
t∈[0, 1]

|F̂n(t)− F (t)|

= sup
t∈[0, 1]

∣∣∣∣
1

n

n∑
i=1

1l[0, Xi(ωi)](t)− F (t)

∣∣∣∣ ∈ [0, 1]

は B([0, 1]n)

/
B([0, 1]) 可測である.
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証明 t = t0 ∈ [0, 1] で

|F̂n(t0)− F (t0)| = sup
t∈[0, 1]

|F̂n(t)− F (t)|

とする. すると [0, 1] ∩Q の減少列 {tm}m≥1 で limm→∞ tm = t0 なるものが取れる. これ
より, 任意の r ∈ [0, 1] に対して,

{
ω ∈ [0, 1]n; sup

t∈[0, 1]

|F̂n(t)− F (t)| > r

}
=

{
ω ∈ [0, 1]n; |F̂n(t0)− F (t0)| > r

}

=

{
ω ∈ [0, 1]n; sup

m≥1
|F̂n(tm)− F (tm)| > r

}

=
⋃
m≥1

{
ω ∈ [0, 1]n; |F̂n(tm)− F (tm)| > r

}

∈ B([0, 1]n).

ただし, ω = (ω1, ω2, . . . , ωn).
2

注意 1.1 写像

[0, 1]n 3 (ω1, ω2, . . . , ωn) 7→ F̂n(t) =
1

n

n∑
i=1

1l[0, Xi(ωi)](t) ∈ [0, 1]

は可測でないにもかかわらず, ランダムではない函数との差6の絶対値の上極限をとった
ものである写像

[0, 1]n 3 (ω1, ω2, . . . , ωn) 7→ sup
t∈[0, 1]

|F̂n(t)− F (t)| ∈ [0, 1]

は可測になる. R が稠密な可算部分集合 Q をもつことから, その可測性が保証されるこ
とに注意せよ.

6ランダムでない函数を引いたり, 絶定値をとることは, 可測性の議論には影響を与えないことに注意せ
よ.
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2 補遺１：数と濃度についての準備

この節は, DiBenedetto (2016, Ch.1) を参考にした.

定義 2.1 X, Y をふたつの集合とする. X から Y への１対１対応上への写像 f が存在
するとき, X と Y の濃度は等しいといい, card(X) = card(Y ) と記す. X から Y への一
対一対応が存在するとき, card(X) ≤ card(Y ) と記す.

N と濃度が同じ集合を可算集合といい, 有限集合と可算集合をあわせて高々可算集合
であるという.

命題 2.1 可算集合の有限個要素の列からなる集合もまた可算集合である.

証明　 {2, 3, 5, 7, 1, . . . , mj, . . .} を素数列とする. 任意の正の整数は, 以下のような一意
的な分解をもつ:

n = 2α13α2 · · ·mαj

j .

ただし, 列 {α1, α2, . . . , αj} 有限で, αj は非負である. 可算集合を E とし, 有限個要素の
列からなる集合を SE と書く. SE の任意の元を σ とすれば,

σ = {e1, e2, . . . , ej}, ei ∈ E (i = 1, 2, . . . , j).

E は可算集合なので, ej は αi に一意的に対応させることができる. したがって, 上記の
分解を使い, σ は正の整数に一意的に対応させることができる. 2

系 2.1 整数の組 {m, n} (m, n ∈ N) から集合は可算集合.

系 2.2 有理数全体の集合 Q は可算.

命題 2.2 可算集合の可算個の集まりの和集合は可算.

証明　可算集合の可算個の集まりを {Ej} とする. 各 Ej は可算集合なので, 要素を下記
のように並べることができる:

E1 = {a11, a12, . . . , a1n, . . .}
E2 = {a21, a22, . . . , a2n, . . .}

...
...

En = {an1, an2, . . . , ann, . . .}
...

...
⋃

Ej の要素は自然数の組 {m, n} と一対一対応する. 2
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命題 2.3 R の部分集合 [0, 1] は可算集合ではない.

証明　Cantor の対角線論法による. 2

命題 2.4 X, Y を二つの集合とする. card(X) = card(Y )となる必要十分条件はcard(X) ≤
card(Y ) かつ card(X) ≥ card(Y ) である.

証明　To be written. 2

X を集合, m を正の整数としたとき,

Xm := X ×X × · · · ×X

を X の要素の m 個の組 (x1, x2, . . . , xn) 全体から成る集合とする. また, 2X を X のす
べての部分集合からなる集合とする.

命題 2.5 m を自然数とする. card(Nm) = card(N). 任意の空でない集合 X に対して,
card(2X) > card(X) が成立する.

系 2.3 card(R) < card(2R).

命題 2.6 card(2N × 2N) = card(2N) = card(R).

証明　To be written. 2

定義 2.2 {Xλ}λ∈Λ を集合族とする. 集合
∏

λ∈Λ Xλ を

命題 2.7 3 つの任意の空でない集合 X, Y, Z に対して,

card(XY×Z) = card[(XY )Z ].

証明　To be written. 2

系 2.4 card(RN) = card(R).

系 2.5 card(NN) = card(R).

選択公理 {Xλ}λ∈Λ を集合族とする.

任意の λ ∈ Λ に対して, Xλ 6= ∅ =⇒
∏

λ∈Λ

Xλ 6= ∅.

9



3 補遺２：像と逆像

定義 3.1 X, Y を空でない集合, f : X −→ Y を写像とする.
A ⊂ X とする. このとき, f(A) ⊂ Y を

f(A) := {f(x); x ∈ A}

により定め, これを f による A の像という. ただし, f(∅) = ∅ とする.
B ⊂ Y とする. このとき, f−1(B) ⊂ X を

f−1 := {x ∈ X; f(x) ∈ B}

により定め, これを f による B の逆像という. ただし, f−1(∅) = ∅ と定める.

命題 3.1 X, Y を空でない集合, f : X −→ Y を写像とし, A, A1, A2 ⊂ X,B, B1, B2 ⊂
Y とする. このとき, (1) ∼ (10) が成り立つ.
(1) A1 ⊂ A2 =⇒ f(A1) ⊂ f(A2).
(2) f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2).
(3) f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2).
(4) f(A1 \ A2) ⊃ f(A1) \ f(A2).
(5) B1 ⊂ B2 =⇒ f−1(B1) ⊂ f−1(B2).
(6) f−1(B1 ∪B2) = f−1(A1) ∪ f−1(B2).
(7) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).
(8) f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2).
(9) f−1(f(A)) ⊃ A.
(10) f(f−1(B))) ⊂ B.

注意 3.1 X = {1, 2}, Y = {3, 4} のとき, 写像 f : X −→ Y を

f(1) = 3, f(2) = 3

と定める.
(4) についての注意:

f({1} \ {2}) = {3}, f({1}) \ f({2}) = ∅.

したがって,
f(A1 \ A2) = f(A1) \ f(A2)

は一般には成立しない.
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(9) についての注意:

f−1(f({1})) = {1, 2} ⊃ {1}
より

f−1(f(A)) = A

は一般には成立しない.
(10) についての注意:

f(f−1({3, 4})) = {3} ⊂ {3, 4}
より

f(f−1(B)) = B

は一般には成立しない.

命題 3.2 X, Y を空でない集合, f : X −→ Y を写像, {Aλ}λ∈Λ, {Bξ}ξ∈Ξ をそれぞれ
X, Y の部分集合族とする. このとき, 次の (1) ∼ (6) は成立する.

(1)

{⋃

λ∈Λ

Aλ

}c

=
⋂

λ∈Λ

Ac
λ.

(2)

{⋂

λ∈Λ

Aλ

}c

=
⋃

λ∈Λ

Ac
λ.

(3) f

(⋂

λ∈Λ

Aλ

)
=

⋂

λ∈Λ

f(Aλ).

(4) f

(⋃

λ∈Λ

Aλ

)
⊂

⋃

λ∈Λ

f(Aλ). さらに, f が単射ならば, 等号が成立する.

(5) f−1

(⋃

ξ∈Ξ

Bξ

)
=

⋃

ξ∈Ξ

f−1(Bξ).

(6) f−1

(⋂

ξ∈Ξ

Bξ

)
=

⋂

ξ∈Ξ

f−1(Bξ).

4 補遺３：位相空間についての準備

5 補遺４：測度論についての準備
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