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はじめに

このノートは統計的推測理論の漸近理論をまとめたものである .
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第I部

情報限界と有効推定





1

第1章 極限定理、弱収束および
Tightnesss

1.1 確率変数の収束
定義 1.1 ：Ω の部分集合からなる族 F が σ– 加法族とは

(i) Ω ∈ F ,

(ii) A ∈ F ならば、Ac = Ω \ A ∈ F ,

(iii) An ∈ F (n = 1, 2, . . .) ならば、
⋃∞
n=1An ∈ F

を満たすときをいう .

定義 1.2 ：P が (Ω,F ) 上の確率測度とは

(i) P : F �→ [0, 1] かつ P (φ) = 0, P (Ω) = 1.

(ii) An ∈ F (n = 1, 2, . . .) が互いに素ならば P (
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 P (An)

のときをいう .

問い 1.1 ：A1 ⊃ A2 ⊃ · · · に対して、P (
⋂∞
n=1An) = limn→∞ P (An)が成立することを示せ .

補題 1.1 （Borel – Cantelli の補題）：A1, A2, . . . を事象の列とする .

(i).
∑∞
n=1 P (An) <∞ ならば、P (lim supn→∞An) = 0 .

(ii). A1, A2, . . .が独立で、
∑∞
n=1 P (An) = ∞ ならば、 P (lim supn→∞An) = 1 .

証明：(i). P (lim supn→∞An) = limn→∞ P (
⋃∞
k=nAk) より、

0 ≤ P (lim sup
n→∞

An) = lim
n→∞P (

∞⋃
k=n

Ak) ≤ lim
n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0.

(ii). A1, A2, . . .が独立ならば、Ac
1, A

c
2, . . . も独立 . m ≥ nで

P (
∞⋂
k=n

Ac
k) = lim

m→∞P (
m⋂
k=n

Ak) = lim
m→∞

m∏
k=n

P (Ac
k)
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を得る . ここで、1 − x ≤ e−x(x ≥ 0) から、

lim
m→∞

m∏
k=n

P (Ac
k) = lim

m→∞

m∏
k=n

{1 − P (Ak)} ≤ exp

(
−

m∑
k=n

P (Ak)

)
= 0

つまり、

0 = lim
n→∞P (

∞⋂
k=n

Ac
k) = P (lim inf

n→∞ Ac
n)

が成立 . これより、
1 = P ({lim inf

n→∞ Ac
n}c) = P (lim sup

n→∞
An)

がわかる .

定義 1.3 （法則収束）：確率変数の列 {Xn} が確率変数 X に法則収束するとは、すべての有
界連続関数 g に対して、

E[g(Xn)] → E[g(X)], n→ ∞
となることをいう . これを Xn

d−→ X または L(Xn) −→ L(X) と記す .

注意 1.1 ：特に、Xn が R− 値確率変数ならば、X の分布関数 F のすべての連続点 x に対
して、

Fn(x) ≡ P{Xn ≤ x} −→ F (x), n→ ∞
が成立することと同値である .

定義 1.4 （確率収束）：確率変数の列 {Xn} が確率変数 X に確率収束するとは、

P{|Xn −X| > ε} −→ 0, n→ ∞

がすべての ε > 0 に対して成立することである .

定義 1.5 （r 次平均収束）：確率変数の列 {Xn}が確率変数 X にr− 次平均収束するとは、

E|X|r <∞, E|Xn|r <∞, n = 1, 2, . . . ,

であって、
E|Xn −X|r −→ 0, n→ ∞

となることである .

定義 1.6 （概収束）：確率変数の列 {Xn}が確率変数 X に概収束するとは、P (A) = 0 を満た
す Ω の部分集合 A があって、

lim
n→∞Xn(ω) = X(ω), ω ∈ Ω\A

となることである .
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定義 1.7 （一様可積分）：確率変数の列 {Xn} が一様可積分であるとは、

lim
a→∞ sup

n
E[|Xn|1{|Xn| ≥ a}]

となることである .

定理 1.1 ：確率変数の列 {Xn}が一様可積分となるための必要十分条件はつぎのふたつである
.

(i) sup E|Xn| <∞ .

(ii) 任意の ε > 0 に対し、δ = δ(ε) > 0 が存在し、P (A) < δ となる任意の A に対し、

E|Xn|1A < ε, n = 1, 2, . . .

をみたすことができる .

定義 1.8 ：関数 u : [0,∞) → [0,∞)が一様可積分性判定関数であるとは、uは増加、凸1 かつ

lim
x→∞

u(x)

x
= ∞

となることである .

たとえば、u(x) = xp(p > 1) は判定関数であるが、u(x) = x はそうでない .

定理 1.2 ：関数族 {fj}j∈J は
sup
j∈J

{∫
u(|fj|)dP

}
<∞

を満たす判定関数 uが存在する；とき、およびそのときに限り一様可積分となる

定理 1.3 （有界収束定理）：Xn
P−→ X かつ |Xn| ≤ Y （Y は可積分）ならば、X は可積分で、

EXn −→ EX, n→ ∞

である .

定理 1.4 （単調収束定理）：{Xn} を非負確率変数の増大列とするならば、Xn
a.e.−→ X ならば、

EXn −→ EX, (n→ ∞) である .

定理 1.5 （Lebesgue-Fatou の lemma）：{Xn} を非負確率変数列とすれば、

E[lim inf
n→∞ Xn] ≤ lim inf

n→∞ E[Xn]

である .

1 すなわち、すべての x, y ∈ [0,∞), λ ∈ [0, 1]に対し、

u(λx+ (1 − λ)y) ≤ λu(x) + (1 − λ)u(y)

となることである .
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定理 1.6 （Fubini の定理）：直積測度空間 (X,A, µ) = (X1 × X2,A1 × A2, µ1 × µ2) 上の可
測関数 f(x1, x2) が f ≥ 0 または

∫ |f |dµ <∞ ならば、∫
X
fdµ =

∫
X1

dµ1

∫
X2

f(x1, x2)dµ2

が成立する .

定理 1.7 ：fn と f は µ – 可測関数でつぎを満足するものとする .

(i) . µ に関してほとんどいたるところで fn → f .

(ii) . ある p ≥ 1 に対し、

lim sup
n→∞

∫
|fn|pdµ ≤

∫
|f |pdµ <∞.

このとき、 ∫
|fn − f |pdµ → 0

が成立する .

証明 . a, b ≥ 0 に対して、|a− b|p ≤ 2p|a|p + 2p|b|p が成立することに注意すれば、ほとんどい
たるところで

0 ≤ 2p|fn|p + 2p|f |p − |fn − f |p → 2p+1|f |p

が成り立つ . Fatou の補題から∫
2p+1|f |pdµ =

∫
lim inf
n→∞ (2p|fn|p + 2p|f |p − |fn − f |p)dµ

≤ lim inf
n→∞

∫
(2p|fn|p + 2p|f |p − |fn − f |p)dµ

≤ lim sup
n→∞

∫
2p|fn|pdµ+

∫
2p|f |pdµ− lim sup

n→∞

∫
|fn − f |pdµ

≤ 2p+1
∫

|f |pdµ− lim sup
n→∞

∫
|fn − f |pdµ

がわかる . よって
lim sup
n→∞

∫
|fn − f |pdµ ≤ 0

から ∫
|fn − f |pdµ → 0

がわかる . �

1.2 種々の収束の関係
定理 1.8 ：{Xn} を確率変数の列、X を確率変数とする . このとき、つぎのことが成立する .

A. {Xn} が X に概収束するならば、{X} は X に確率収束する .

B. {Xn} が X に確率収束するならば、{X} は X に法則収束する .

C. {Xn}が X に２次平均収束するならば、{X} は X に法則収束する .
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注意 1.2 ：上の定理の逆は一般には成立しない .

定理 1.9 ：Xn
d−→ X とする . このとき、つぎが成立する .

A. {Xn} が一様可積分ならば、EXn −→ EX である .

B. {Xn}が非負確率変数列で、X は可積な非負の確率変数とする . このとき、EXn −→ EX

ならば、{Xn} は一様可積分である .

証明 . Serfling の page 14を参照のこと . �

定理 1.10 ：r > 0 とする . Xn
r−th−→ X となるための必要十分条件はつぎのふたつである .

(i) Xn
P−→ X.

(ii) E|Xn|r −→ E|X|r.
証明 . （⇐） . cr− 不等式2 より、

|Xn −X|r ≤ cr|Xn|r + cr|X|r ≡ Yn ≥ 0

となる . (i) と (ii) より、

Yn
P−→ 2cr|X|r かつ EYn −→ 2crE|X|r (1.1)

となる . Y = 2cr|X|r とおき、」(1.1) と有界収束定理をもちいれば

E[Yn1{|Yn| ≥ a}] = EYn − E[Yn1{|Yn| < a}]
−→ EY − E[Y 1{|Yn| < a}]

= E[Y 1{|| ≥ a}] ↓ 0 a → ∞ のとき
となり、{Yn}は一様可積分であるので、|XX

n |r も一様可積分であることがわかる . �

定理 1.11 （Portmanteau）：Xn と X を任意の確率ベクトルとしたとき、つぎの条件は同値
である .

(i) . P (Xn ≤ x) → P (X ≤ x) が x �→ P (X ≤ x) のすべての連続点に関して成立する . ただ
し、上の式の X ≤ x は成分ごとの比較である .

(ii) . すべての有界連続関数 f に対し、

E[f(Xn)] → E[f(X)]

が成立する .

(iii) . すべての有界 Lipschitz 3 関数に対し、

E[f(Xn)] → E[f(X)]
2 Loéve の page 153
3 関数 f が Lipschitzであるとは、ある L > 0 が存在し、すべての x と y に対し、

| f(x) − f(y) |≤ L | x− y |
が成立することである .
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が成立する .

(iv) . すべての非負連続関数 f に対し、

lim inf E[f(Xn)] ≥ E[f(X)]

が成立する .

(v) . すべての開集合 G に対し、

lim inf P (Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G)

が成立する .

(vi) . すべての閉集合 F に対し、

lim supP (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F )

が成立する .

(vii) . すべての P (X ∈ δB) = 0 なる Borel 集合 B に対し、

P (Xn ∈ B) → P (X ∈ B)

が成立する . ただし、δB は B の境界、すなわち、B の閉包と内点との差である .

証明：(i) ⇒ (ii). どんな x に対しても、ある A > 0が存在して |f(x)| ≤ A とできる . また、
どんな ε > 0 に対しても、ある B > 0が存在して、P (|X| ≥ B) ≤ ε/(2A) ともできる . h を
実数値連続関数とし、0 ≤ h(x) ≤ 1 でかつ

h(x) =

{
0 （ |x| ≥ B + 1 ）
1 （ |x| ≤ B + 1 ）

を満足するものとする . このとき、

|E[f(Xn)] − E[f(X)]| ≤ |E[f(Xn)] − E[f(Xn)h(Xn)]|
+|E[f(Xn)h(Xn)] − E[f(X)h(X)]| + |E[f(X)h(X)] − E[f(Xn)]|

≤ ε

2
+ |E[f(Xn)h(Xn)] − E[f(X)h(X)]|

となる . したがって、コンパクトな台 I をもつ連続関数 g に対して、

|E[g(Xn)] − E[g(X)]| < ε

2

が成立することを示せばよい . I はコンパクトで、g は一様連続なので、有限個の矩形領域 Ij
でその上での g の変動が ε/12 以下になり、I ⊂ ∪jIj とできる . それぞれの Ij から一点 xj を
取り出し、gε(x) =

∑
j g(xj)1Ij (x)とする . すると、

|E[g(Xn)] −E[gε(Xn)]| ≤ ε

12
+ P (Xn �∈ I) ≤ ε

6

|E[g(X)] − E[gε(X)]| ≤ ε

12
+ P (X �∈ I) ≤ ε

6
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となる4 . さらに、nを十分おおきくとれば、

|E[gε(Xn)] − E[gε(X)]| ≤ ∑
j

|P (Xn ∈ Ij) − P (X ∈ Ij)||g(xj) ≤ ε

6

とできることからわかる .

あとは、Van der Vaart (1999) の pages 6–7 を参照されたし . �

定義 1.9 ：確率変数 X が tight であるとは、すべての ε > 0 に対し、ある定数 M > 0 が存
在して、

P (‖X‖ > M) < ε

を満足することである . また、確率変数の集まり {Xα : α ∈ A} が一様に tight ｄであると
は、すべての ε > 0 に対し、ある定数 M > 0 が存在し、

sup
α
P (‖X‖ > M) < ε

を満足することである .

定理 1.12 （Prohorov）：Xn は k 次元確率変数とする .

(i) . Xn
d−→ X （ある確率変数 X ）ならば、{Xn : n ∈ N} は一様に tight である .

(ii) . {Xn : n ∈ N} は一様に tight ならば、ある部分列 {Xnj}が存在し、j → ∞ のとき、
Xnj

d−→ X （ある確率変数 X）

を満足する .

証明：Van der Vaart (1999) の pages 8 – 9を参照されたい . �

定理 1.13 ：
A. C(g) = {x ∈ Rd; g : Rd �→ Rk は x で連続 } とし、Xn ∈ Rd とする . 更に、P{X ∈
C(g)} = 1 を仮定する . このとき、

(i) Xn
a.e.−→ X ⇒ g(Xn)

a.e.−→ g(X).

(ii) Xn
P−→ X ⇒ g(Xn)

P−→ g(X).

(iii) Xn
d−→ X ⇒ g(Xn)

d−→ g(X).

B. Xn
d−→ X かつ (Xn − Yn)

P−→ 0 ならば、

Yn
d−→ X.

C. Xn ∈ Rd、Yn ∈ Rk とする . このとき、Xn
d−→ X かつ Yn

d−→ c定数 ならば、[
Xn

Yn

]
d−→

[
X

c

]
.

証明 . A は Serfling (1989) の page 24 を参照 . B と C については Ferguson (1996) の page

41を参照 . �

4 法則収束することより、 十分おおきな n をとれば、P (Xn ∈ I) < ε/12 とできることがわかる
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1.3 対数の法則と中心極限定理
定理 1.14 ：X1, X2, . . . , Xn は独立に同一の分布に従うとする . また、

E|X1| <∞, E[X1] = µ

であるとする . このとき、
X̄n

a.s.−→ µ

となる .

証明. 略 .

系 1.1：X1, X2, . . . , Xnは独立に同一の分布 P に従うとする . xを固定して、p = P1{X1 ≤ x}
とおいたとき、

1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ x} a.s.−→ p

となる . 証明 . Zi = 1{Xi ≤ x}− p とおく . すると、Z1, Z2, . . . , Zn は独立な確率変数の列と
なる . また、

g(t) = log E[exp(tZi)]

= −pt+ log(pet(1 − p))

となる . いま、任意の ε > 0 をとり、

Bn =
{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ x} > p + ε
}

とおく . すると、t > 0 に対して、

P (Bn) = P

(
n∑
i=1

tZi > nε · t
)

= P (Πn
i=1 exp(tZi) > exp(nε · t))

≤ exp(−nε · t)E[Πn
i=1 exp(tZi)] （マルコフの不等式）

= exp(−nε · t)Πn
i=1E[exp(tZi)] （独立性）

= {exp(−εt + g(t))}n

となる . 容易にわかるように、
g(0) = 0, g′(0) = 0

であるので、t > 0 が十分小さければ、

a = −εt+ g(t) < 0
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となる . これより、
∞∑
n=1

P (Bn) ≤
∞∑
n=1

ena <∞

を得る . Borel - Cantelli の定理から

P


 ∞⋂
i=1


∞⋃
j=i

Bj




 = 0

がわかる . これをいいかえれば、

P

(
lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ x} ≤ p + ε

)
= 1

を意味している . ε > 0 は任意だったので、これより

P

(
lim sup
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ x} ≤ p

)
= 1

を得る . 同様にして、

P

(
lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ x} ≥ p

)
= 1

を得ることができる . したがって、

P

(
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ x} = p

)
= 1

を得る .

定理 1.15 ：{Xn}∞n=1 を独立な確率変数の列とし、それぞれの Xn の分布関数を Fn(·)、平均を
µn、分散を σ2

n(0 < σ2
n < ∞) とする . Sn =

∑n
i=1 Xi、B2

n =
∑n
i=1 σ

2
i とおく . すべての ε > 0

で

lim
n→∞

1

B2
n

n∑
i=1

∫
[|x−µi|>εBn]

(x− µi)
2dFi(x) = 0 (1.2)

ならば、

lim
n→∞ max

1≤i≤n
σ2
i

B2
n

= 0 (1.3)

かつ
Sn −E(Sn)

Bn

d−→ N(0, 1) (1.4)

である .

逆に、(1.3) と (1.4) が成立するならば、(1.2) が成り立つ .
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1.4 距離空間上の弱収束と Tightness

(M , d) を可分な距離空間とし、MB を M の Borel-集合体5 とする . Cb(M) によって、M
上の有界連続な実数値関数の全体をあらわす .

定理 1.16 ：P を (M,MB) 上の確率測度とする . このとき、任意の B ∈ MB に対し、

P (B) = sup
F⊂B

{P (F );F は閉集合 } = inf
B⊂G

{P (G);G は開集合 } (1.5)

が成り立つ .

証明：
U = {B ∈ MB : (1.5)が成立 }

とすれば、U は Borel-集合体であることが示せる . 6

いま、Gを開集合として、

Fn = {x : d(x,Gc) ≥ 1

n
}

とおけば7 、Fn は単調増大な閉集合族で、
⋃
Fn = G となる . すると、

P (G) = lim
n→∞P (Fn)

となること（すなわち、G は (1.5) を満足）より、G ∈ U となる . U は開集合を含むことよ
り、MB ⊂ U となる . よって、U = MB が成立 .

定理 1.17 ：P,Q をそれぞれ (M,MB) 上の確率測度とする . もし、∫
M
f(x)dP (x) =

∫
M
f(x)dQ(x)

がすべての f ∈ Cb について成立すれば、P = Q である .

証明：上の定理より、任意の閉集合 F に対して、P (F ) = Q(F ) を示せば十分 . ところで、
fn ∈ Cb, n = 1, 2, . . . で

0 ≤ fn ≤ 1 かつ lim fn(x) = 1F (x)

なるものが存在する8 . すると、有界収束定理より、

P (F ) = lim
∫
M
fn(x)dP (x) = lim

∫
M
fn(x)dQ(x) = Q(F )

が成立することがわかる .
5 M のすべての開集合を含む最小の σ – 加法族
6 確率微分方程式（渡辺、産業図書）の page 155 を参照
7 d(x, Gc) = inf{d(x, y) : y ∈ Gc}
8 実際、

ϕ(t) =




1 (t ≤ 0)
1 − t (0 ≤ t ≤ 1)

0 (t ≥ 1)

とし、fn(x) = ϕ(nd(x, F ))とすればよい .
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定義 1.10 ：Pn(n = 1, 2, . . .), P がそれぞれ (M ,MB) 上の確率測度の列とする . このとき Pn
が P に弱収束するとは、任意の f ∈ Cb(M) に対し、つぎのようになることである .

∫
M
fdPn →

∫
M
fdP n→ ∞

これを記号で Pn −→d P とあらわす .

定義 1.11：Xn(n = 1, 2, . . . , ), P をすべてM -値のrandom elementsとし、任意のf ∈ Cb(M )

に対し、
E[f(Xn)] → E[f(X)] n→ ∞

を満足するとき、Xn は X に法則収束するといい、Xn −→d X と記す .

命題 1.1 ：すぎの４条件は同値である .

A. Pn −→d P .

B. 任意の閉集合 F に対して、lim supn→∞ Pn(F ) ≤ P (F ) .

C. 任意の開集合 G に対して、lim infn→∞ Pn(G) ≥ P (G) .

A ∈ MB で P (∂A) = 0 なるものに対して、limn→∞ Pn(A) = P (A).

証明：A ⇒ B はつぎのようにしてわかる . 関数 fk(x) = ϕ(kd(x, F )) は Cb(M ) に属し、 F

が閉集合ならば、fk(x)は k → ∞ のとき 1F (x)に各点収束することより、

lim sup
n→∞

Pn(F ) ≤ lim
n→∞

∫
M
fkdPn =

∫
M
fkdP

を得る . ここで k → ∞ とすると有界収束定理より右辺は P (F ) に収束する . B ⇔ C は互
いに補集合をとればよい . つぎに C ⇒ A を示す . f ∈ Cb(M )としたとき、一般性を失わず
0 ≤ f ≤ 1とできる . 各整数 k に対して、

k∑
i=1

i− 1

k
P
{
x;
i− 1

k
≤ f(x) <

i

k

}
≤

∫
M
fdP ≤

k∑
i=1

i

k
P
{
x;
i− 1

k
≤ f(x) <

i

k

}

である . Fi = {x; i/k ≤ f(x)} とおけば、

1

k

k∑
i=1

P (Fi) ≤
∫
M
fdP ≤ 1

k
+

1

k

k∑
i=1

P (Fi)

と書ける . 同様にして、

1

k

k∑
i=1

Pn(Fi) ≤
∫
M
fdPn ≤ 1

k
+

1

k

k∑
i=1

Pn(Fi)

を得る . この２式と B より、

lim sup
n→∞

∫
M
fdPn ≤ 1

k
+

1

k

k∑
i=1

lim sup
n→∞

Pn(Fi) ≤ 1

k
+

1

k

k∑
i=1

P (Fi)
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を得、これより
lim sup
n→∞

∫
M
fdPn ≤

∫
M
fdP

がわかる . f を 1 − f と置き換えると

lim inf
n→∞

∫
M
fdPn ≥

∫
M
fdP

となり、したがって、Aが成立する .

注意 1.3 ：上で定義した (M ,MB) 上の確率測度の弱収束はある距離に関する収束となる . す
なわち、P を (M ,MB) 上の確率測度の全体とすれば、P は距離化可能である . その距離と
して、P,Q ∈ P とすれば、Prohorov metric

dP (P,Q) = inf{ε > 0 : P (A) ≤ Q(Aε) + ε すべての A ∈ MB に対して }

や bounded Lipschitz metric

dBL(P,Q) = sup
f∈BL1

∣∣∣∣
∫
fdp− inf fdQ

∣∣∣∣
がある . ここで、Aε = {x ∈ M : infy∈A d(x, y) ≤ ε、BL1 は ‖ f ‖∞= 1 で Lipsshipz 関数9 の
集まりである . 詳しい議論は Huber (1981) の２章を参照されたし .

定義 1.12 ：P を (M ,MB) 上の確率測度の集まりとする . このとき、P が tight（または一
様に tight ともいう）であるとはつぎのことが成り立つことである . どんな ε > 0 に対しても
コンパクト集合 K ⊂ M が存在して、

P (K) ≥ 1 − ε

がすべての P ∈ P に対して成り立つ . すなわち、

inf
P∈P

P (K) ≥ 1 − ε

が成り立つ .

定義 1.13 ：P を (M ,MB) 上の確率測度の集まりとする . P が相対コンパクト（relative

compact）であるとは、P のすべての列 {Pn}が弱収束する部分列を含むことである . よって、
{Pn} ⊂ P はつぎを満足する部分列 {Pn′ を含む .

Pn′ −→d ある Q（P に含まれるとは限らない）

9 ある K <∞が存在して、任意の x, y ∈ M に対して、

|f(x) − f(y)| ≤ Kd(x, y)

が成立することである .
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命題 1.2 ：
A.（Le Cam） Pn −→d P ならば、{Pn} は tight である .

B. Pn −→d P ならば、{Pn} は相対コンパクトである .

C. {Pn} が相対コンパクトで、任意の部分列 {Pn′} ⊂ {Pn} に対して、 {Pn′} に含まれる弱収
束する部分列 {Pn′′} の収束先が１点 P ならば、

Pn −→d P n→ ∞

が成立する .

定理 1.18 （Prohorov）：P を (M ,MB) 上の確率測度の集まりとする .

A. P が tight ならば、P は相対コンパクトである .

B. (M ,MB) が可分10 で完備な距離空間11 のとき、P が相対コンパクトならば、P は tight

である .

証明：Aについては渡辺 (1975, 付録 I, pages 161–162)を参照 . Bについては Billingsley (1968,

section 8, pages 35–40)を参照されたい .

定理 1.19（Skorohod）：(M , d)は可分、完備な距離空間とし、Pn(n = 1, 2, . . .), P を (M ,MB)

上の確率測度で、Pn
d−→ P (n→ ∞) なるのもとする . このとき、適当な確率空間 (Ω∗,A∗, P ∗)

上の M – 値 random elements X∗
n(n = 1, 2, . . .), X∗ をつぎのように構成できる .

(i) PX∗
n

= Pn(n = 1, 2, . . .), PX∗ = P .

(ii) X∗
n は X∗ に概収束する . すなわち、

P ∗{ω ∈ Ω∗ ∗ d(X∗
n(ω), X∗(ω)) → 0 (n→ ∞)} = 1

が成立 .

とくに、M – 値 random elements Xn(n = 1, 2, . . .), X に対し、

Xn
d−→ X (n→ ∞)

ならば、適当な確率空間上に X∗
n(n = 1, 2, . . .), X∗ を

L(Xn) = L(X∗
n), L(X) = L(X∗) 　かつ 　X∗

n
a.s.−→ X∗ (n→ ∞)

となるように構成できる . すなわち、法則収束を概収束で表現できる .
10 norm 空間M が可分（separable）であるとは、M の部分集合 S でつぎの条件を満足するものが存在するこ
とである .

(i) S̄ = M、すなわち、S はM で稠密 .

(ii) S は可算集合 .

すなわち、M の中の可算集合 S = {s1, s2, . . .} を選んで、任意の m ∈ M が S の触点になるようにできること
である .

11 任意の Cauchy 列は収束する .
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証明：渡辺 (1975, 付録 I, pages 163–166 )を参照されたい .

Skorohod の定理よりつぎの結果を得る .

定理 1.20 （連続写像定理）：M を可分とし、(M ′, d′) を別の距離空間とする . Xn(n =

1, 2, . . .), X を M – 値 random elements とし、写像 g : M �→ M ′ を P = PX に関して
ほとんどいたるところ連続12 とする . このとき、g(Xn)

d−→ g(X) が成立する .

12 すなわち、
C(g) = {x ∈ M : g は x において連続 }

とおいたとき、P (X ∈ C(g)) = 1 が成立する .
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第2章 接触性（ Contiguity ） 定理と Le

Cam の３つの補題

2.1 接触性の定義
次のような統計的問題を考える .

測度空間： 　(Xn,An, µn)

確率測度： 　Pn � µn, Qn � µn

確率密度関数： 　pn ≡ dPn

dµn
, qn ≡ dQn

dµn

尤度比： 　Ln =



qn/pn (pn > 0)

1 (pn = qn = 0)

∞ (qn > 0 = pn)

定義 2.1 ：確率分布の列 {Qn} が {Pn} に対して接触 （ contigious ）であるとは、任意の
{Bn}（ Bn ∈ An ）に対して Pn(Bn) → 0 ならば、Qn(Bn) → 0 が成立することである . こ
れを {Qn}� {Pn} と記す . また、もし、 {Qn}� {Pn} と {Pn}� {Qn}が共に成立するとき、
{Pn} と {Qn} は互いに接触するといい、{Pn} � �{Qn} と記す .

注意 2.1 {Pn} に対する {Qn} の接触性は dominant measure に関して、 {Qn} は {Pn} に対
して漸近的に絶対連続であることを意味する .

接触性の逆の概念として、以下のものがある .

定義 2.2 ：確率分布の列 {Qn} が {Pn} に対して漸近的に直交 であるとは、ある列 {Bn}
（ Bn ∈ An ）が存在して、

Qn(Bn) → 1 かつ Pn(Bn) → 0

が成立することである .
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2.2 Le Cam の補題
補題 2.1 （Le Cam の第１補題）：

L(Ln | Pn) d−→ L(L) かつ E(L) = 1

ならば、{Qn} � {Pn} が成立する ,

証明：P (Bn) → 0 となる Bn ∈ An を選ぶ . すると、Pn のもとで

1{Xn −Bn} → 1

となるので、1{Xn−Bn}は 1に分布収束することがわかるので、定理 1.11(i)より一様に tight

となる . 同様に、Ln も一様に tightとなる . このことより、(1{Xn−Bn}, Ln)は一様に tight

となるので、定理 1.11(ii) より、ある {nj} の部分列が存在し、j → ∞ としたとき、
(1{Xnj − Bnj}, Lnj )

d−→ (1, L)

となる . 以後、表記を簡単にするために nj を n と記すことにする . 関数 (v, t) �→ vt は
[0,∞) × {0, 1} 上で非負で連続であるので、定理 1.10(iv) を使えば、

lim infQn(Xn − Bn)

= lim inf
[∫
pn �=0

1{Xn − Bn}dQn +
∫
pn=0

1{Xn −Bn}dQn

]

≥ lim inf
∫
pn �=0

1{Xn − Bn}LndPn ≥ E1 · L = 1

を得る . これより、n→ ∞ のとき、
Qn(Bn) = 1 −Qn(Xn − Bn) → 0

となることより、補題は証明された . �

系 2.1 ：もし、

L(logLn | Pn) d−→ L(logL) = N(−1

2
σ2, σ2)

ならば、{Qn} � {Pn} である .

証明：Z を標準正規分布に従う確率変数とする .

L(L) = L(eσZ−(1/2)σ2

)

となることに注意すれば、

E(L) = E(eσZ−(1/2)σ2

)

=
1√
2π

∫
eσZ−(1/2)σ2 · e−(1/2)z2dz

=
1√
2π

∫
e−(1/2)(z−σ)2dz = 1
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となるので、補題 2.1 の仮定が満たされることがわかる .

�

いま、
(Xn,An, µn) = (X,A, µ)n かつ (Xn1, Xn2, . . . , Xnn) ∈ Xn

とし、

pn(xn) =
n∏
i=1

fni(xni), qn(xn) =
n∏
i=1

gni(xni),

とおき、

Λn =
n∑
i=1

log

[
gni
fni

(Xni)

]
=

{
<∞ a.s. Pn
> −∞ a.s. Qn

(2.1)

と定義する .

定義 2.3 ：(2.1) の和が一様漸近 neglibility（UAN）条件を満たすとは、任意の ε > 0に対
して、

lim
n→∞ sup

1≤i≤n
Pn

{∣∣∣∣∣gnifni (Xni) − 1

∣∣∣∣∣ > ε

}
= 0 (2.2)

を満足することである .

有限の分散（古典的な中心極限定理が適応可能なように）をもつ確率変数を得るために

Wn = 2
n∑
i=1

{√
gni
fni

(Xni) − 1

}
(2.3)

とおく . Pn のもとで、

var

[√
gni
fni

(Xni)

]
≤ E

[
gni
fni

(Xni)

]
=

∫
1{fni > 0}gnidµ ≤ 1

である .

補題 2.2 （ Le Cam の第２補題）：UAN 条件 (2.2) が成立するとし、

L(Wn | Pn) d−→ N(−1

4
σ2, σ2)

が成立すると仮定する . このとき、Pn のもとで、

logLn − (Wn − 1

4
σ2) = oP (1) (2.4)

が成立する . よって、

L(Ln | Pn) d−→ N(−1

2
σ2, σ2) (2.5)

が成立する .
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証明：２回連続微分可能な関数 h に対し、部分積分の公式1 を利用すれば、

h(x) = h(x0) + (x− x0)h
′(x0) +

1

2
(x− x0)

2
∫ 1

0
2(1 − λ)h′′(x0 + λ(x− x0))dλ

を得る . これを h(x) = log(1 + x)に対して適応すれば、

log(1 + x) = x− 1

2
x2

∫ 1

0

2(1 − λ)

(1 + λx)2
dλ

を得る . ここで、

Tni = 2

{√
gni
fni

(Xni) − 1

}

として、上式に代入すれば、

log

[
gni
fni

(Xni)

]
= 2 log

(
1 +

1

2
Tni

)
= Tni − 1

4
T 2
ni

∫ 1

0

2(1 − λ)

1 + 1
2
λT 2

ni

dλ (2.7)

を得る . 更に、和をとれば、

logLn = Wn − 1

4

n∑
i=1

T 2
ni

∫ 1

0

2(1 − λ)

1 + 1
2
λT 2

ni

dλ (2.8)

となる . よって、(2.4) を示すために、

n∑
i=1

T 2
ni

∫ 1

0

2(1 − λ)

(1 + (1/2)λTni)2
dλ = σ2 + oP (1)

を示せばよいことがわかる . そのために、1 > δ > 0 に対し、

T δni = Tni1{Tni > δ}

とおけば、L(Wn|Pn) d−→ N(−(1/4)σ2, σ2)と (2.2) が成立するための必要十分条件は

n∑
i=1

Pn{Tni > δ} → 1 (2.9)

n∑
i=1

EPn(T δni) → −1

4
σ2 (2.10)

n∑
i=1

varPn(T δni) → σ2 (2.11)

1 ∫ ∞

0

2(1 − λ)h′′(x0 + λ(x− x0))dλ =
1

x− x0
[2(1 − λ)h′(x0 + λ(x− x0))]

1
0

+
2

x− x0

∫ 1

0

h′(x0 + λ(x− x0))dλ

=
2

x− x0
h′(x0) +

2
(x − x0)2

[h(x0 + λ(x− x0)]10 (2.6)

よりわかる .
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であることが、Normal convergence criterion 2 よりわかる .
∫ 1
0 2(1 − λ)dλ = 1 と (2.9) から

Pn{max
1≤i≤n

|Tni| > δ} ≤
n∑
i=1

Pn{|Tni| > δ} → 1

となることに注意する . Sn ≡ {max1≤i≤n |Tni| ≤ δ} とおく . 任意の 0 < η < 1 に対し、ある
N = N(η)が存在し、n > N なる n に対し、 Pn(Sn) < η とできる . さらに、Sn 上では3 、

sup
λ

max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣∣
1(

1 + 1
2
λTni

)2 − 1

∣∣∣∣∣∣∣ < δ

を得る . これから、

max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

2(1 − λ)

(1 + (1/2)λTni)2
dλ− 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

がわかる . また、Sn 上では、Tni = T δni, i = 1, 2, . . . n なので、∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T 2
ni

∫ 1

0

2(1− λ)

(1 + (1/2)λTni)2
dλ−

n∑
i=1

T 2
ni

∣∣∣∣∣ ≤ δ
n∑
i=1

T 2
ni = δ

n∑
i=1

(T δni)
2

とより、 ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T 2
ni

∫ 1

0

2(1 − λ)

(1 + (1/2)λTni)2
dλ

/ n∑
i=1

(T δni)
2 − 1

∣∣∣∣∣ ≤ δ Sn 上において

から、
n∑
i=1

T 2
ni

∫ 1

0

2(1 − λ)

(1 + (1/2)λTni)2
dλ =

n∑
i=1

(T δni)
2 + oP (1)

がわかる . よって、補題を示すためには、Pn のもと、n→ ∞としたとき、
n∑
i=1

(T δni)
2 = σ2 + oP (1) (2.12)

であることを示せばよい . 任意の ε > 0 に対し、

|
n∑
i=1

(T δni)
2 − σ2| ≤ |

n∑
i=1

(T δni)
2 −

n∑
i=1

E(T δni)
2| + |

n∑
i=1

E(T δni)
2 − σ2|

であることと上式の第 1 項目に Chebychev の不等式を用いれば、(2.12) を示すためには、

n∑
i=1

E(T δni)
2 → σ2 (2.13)

lim inf
δ→∞

lim sup
n→∞

n∑
i=1

var(T δni)
2 = 0 (2.14)

2 Loéve, Probability Theory I, pages 328 を参照されたい .
3

1 − δ ≤ 1
(1 + δ/2)2

≤ 1
(1 + (1/2)λTni)2

≤ 1
(1 − δ/2)2

≤ 1 + δ

に注意せよ .
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を示せばよいことがわかる . しかし、(2.11) より、(2.13) は
n∑
i=1

[ET δni]
2 → 0 (2.15)

と同値なことがわかる .

はじめに (2.15) （すなわち (2.13) ）を示す . まず δ > 2 として4 、(2.15) を示そう . Tni
の定義より、Tni ≥ −2 なので、ほとんどいたるところで T δni ≤ Tni が成立する . よって、

ET δni ≤ ETni = −2

(
1 −E[

√
gni
fni

(Xni)]

)
= −d2

H(Pni, Qni) ≤ 0

が成立する5 . これに注意すれば、
n∑
i=1

(−ET δni)
2 ≤ max

1≤n≤
(−ET δni

n∑
i=1

(−ET δni → 1

が得る . 上の式の右辺がゼロに収束することは、(2.10) と UAN 条件 (2.2) より、
n∑
i=1

(−ET δni) →
1

4
σ2

と
max
1≤i≤n

(−ET δni 　) → 0

よりわかる .

つぎに、δ > 2 に対して (2.15) が成立するならば、δ > 0 に対して (2.15) が成立すること
を示す . δ′ < δ ならば、

n∑
i=1

E[(T δ
′

ni)
2] ≤

n∑
i=1

E[(T δni)
2]

であるある . また、(2.11) より

var[T δ
′

ni] → σ2 var[T δni] → σ2

が成り立する . これらより、
n∑
i=1

[ET δ
′

ni]
2 =

n∑
i=1

[E[(T δ
′

ni)
2] − var(T δ

′
ni)]

≤
n∑
i=1

[E[(T δni)
2] − var(T δni) + var(T δni) − var(T δ

′
ni)]

=
n∑
i=1

[
n∑
i=1

[ET δ
′

ni]
2 + var(T δni) − var(T δ

′
ni)]

→ 0 + σ2 − σ2

4 とりあえず、δ > 2 として、(2.15) を示し、これを用いて、任意の δ > 0 に対して、(2.15) が成立すること
を示す .

5

dn(Pni, Qni) =
∫

(
√
fni −√

gni)2dµ = 2
∫

(1 −
√
fnigni)dµ = 1 − EPni [

√
gni

fni
(Xni)]
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より、(2.15) が示せた .

最後に (2.14) を示す .

n∑
i=1

var[(T δni)
2] ≤

n∑
i=1

E[(T δni)
4] ≤ δ2

n∑
i=1

E[(Tni)
2]

に注意すれば、(2.13) より、

lim sup
n→∞

n∑
i=1

var[(T δni)
2] ≤ δ2σ2

より、(2.14) がわかる . �

系 2.2 （補題 1.2 の系）：{fn} を確率密度関数の列、f を確率密度関数とし、
‖ √

n(
√
fn −

√
f) − δ ‖L2(µ)−→ 0 (n→ ∞)

を満足するものとする . ただし、δ ∈ L2(µ) とする . 更に、

pn(x) =
n∏
i=1

f(xi), qn(x) =
n∏
i=1

fn(xi)

とおく . このとき、Pn のもとで、

logLn −
[

1√
n

n∑
i=1

δ√
f

(Xi) − 2 ‖ δ ‖2
L2(µ)

]
= oP (1) (2.16)

が成立する . よって、σ2 = 4 ‖ δ ‖2
L2(µ) としたとき、

L(logLn | Pn) d−→ N(−1

2
σ2, σ2) (2.17)

が成立する .

証明：系の仮定6 より、

n‖
√
fn −

√
f‖2 → ‖δ‖ (2.18)

‖
√
fn −

√
f‖ → 0 (2.19)

となる . これに注意すれば7 、

1 =
∫
fndµ =

∫
{
√
fn +

δ√
n

+
√
fn − δ√

n
}2dµ

= 1 +
1√
n

∫
δ
√
fdµ+ o(n−1/2)

6 (|x| − |y|)2 ≤ (x− y)2 に注意すればよい .
7

∫ √
f(
√
f −

√
fn − δ√

n
)dµ ≤

√∫
fdµ

√∫
(
√
f −

√
fn − δ√

n
)2dµ

≤
√

1
n
‖√n(

√
f −

√
fn) − δ‖2 = o(n−1/2)

を利用すればよい .
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であることがわかる . これから、直交関係∫
δ
√
fdµ = o(1) (2.20)

を得る . また、ある ε > 0 に対し、

εPn

{∣∣∣∣∣fnf (Xi) − 1

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ E

∣∣∣∣∣fnf (Xi) − 1

∣∣∣∣∣ （Markov の不等式）

= E

{∣∣∣∣∣
√
fn
f

(Xi) − 1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
√
fn
f

(Xi) + 1

∣∣∣∣∣
}

=
∫

(
√
fn −

√
f)(

√
fn +

√
f)dµ

≤ ‖
√
fn −

√
f‖‖

√
fn +

√
f‖ → 0

が (2.19) より 1 ≤ i ≤ nについて一様に成立することから、UAN 条件 (2.2) が成立すること
がわかる. 更に、に注意して、(2.20) と (2.18) より、

E

{
Wn − 2√

n

n∑
i=1

δ√
f

(Xi) +
1

2n
‖δ‖2

}2

= 4nE

{√
fn
f

(X1) − 1 − 1√
n

δ√
f

(X1) +
1

2n
‖δ‖2

}2

+n(n− 1)

[
E

{
2

√
fn
f

(X1) − 2 − 2√
n

δ√
f

(X1) +
1

n
‖δ‖2

}]2

= 4
∫ 1

0
{√n(

√
fn −

√
f ) − δ}2dµ

+
4

n
‖δ‖2

∫ 1

0
{√n(

√
fn −

√
f ) − δ}dµ +

1

n
‖δ‖

+
(
1 − 1

n

) [
−n‖

√
fn −

√
f‖2 − 2

√
n
∫
δ
√
fdµ+ ‖δ‖2

]
→ 0 (2.21)

であることが、

‖
√
fn −

√
f‖2 = −2EPn

[√
fn
f

− 1

]

に注意して計算すればわかる . よって、

Wn − 2√
n

n∑
i=1

δ√
f

(Xi) + ‖δ‖2 = oP (1) (2.22)

を得る . (2.20) から

var

(
2√
n

n∑
i=1

δ√
f

(Xi)

)
= 4‖δ‖2 + 4

(∫
δ
√
fdµ

)2

= 4‖δ‖+ o(1)

となるので、

L(
2√
n

n∑
i=1

δ√
f

(Xi)|Pn) d−→ N(0, 4‖δ‖2)
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となる . これと (2.22) から

L(Wn|Pn) d−→ N(−‖δ‖2, 4‖δ‖2)

を得る . σ2 = 4‖δ‖2 として、補題 2.2を使えば、

logLn = Wn − ‖δ‖2 + oP (1)

=
2√
n

n∑
i=1

δ√
f

(Xi) − 2‖δ‖2 + oP (1)

となり、系が示せた . �

例 2.1 ：
P = {Pθ � µ : θ ∈ Θ ⊂ Rk}

を「正則」母数モデル8 とし、

p(x; θ) =
dPθ
dµ

, l̇θ(x) =
∂

∂θ
log p(x; θ)

とし、系 1.2 において

f(x) = p(x; θ0), fn(x) = p(x; θn), θn = θ0 +
t√
n
, t ∈ Rk

とおく . このとき、正則性より
∫ [√

n{
√
p(x; θ0) −

√
p(x; θn)} − tTδ(x)

]2

dµ(x)

=
∫ 

√
p(x; θ0) −

√
p(x; θn)

1/
√
n

− tTδ(x)




2

dµ(x) → 0

となる . ただし、

l̇θ0(x) =
2√

p(x; θ0)

∂

∂θ

√
p(x; θ)

∣∣∣∣∣∣
θ=θ0

=
2δ(x)

f(x)

となる . また、

σ2 = 4 ‖ δ ‖2
L2(µ)= 4 ‖ l̇θ0f

2
‖L2(µ)= E(l̇θ0)

2

より、

L(Ln | Pn) d−→ N(−1

2
σ2, σ2)

となる .

補題 1.2b（Hall and Loynes）：{Qn}� {Pn} の必要十分条件はつぎのふたつが成立することで
ある .

8 モデルの「正則性」の定義については第２章を参照
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(i) {Pn}について、Ln は u.i. である .

(ii)

Qn{pn = 0} → 0.

証明：任意の Bn ∈ A に対し、

Qn(Bn) =
∫

1BndQn

=
∫

1{Bn ∩ {pn = 0}}dQn +
∫

1{Bn ∩ {pn > 0}}dQn

=
∫

1{Bn ∩ {pn = 0}}dQn +
∫

1BnLndPn

≥
∫
Bn

LndPn (2.23)

と

Qn(Bn) =
∫

1{Bn ∩ {pn =}}dQn +
∫
Bn

LndPn

≤ Qn{pn = 0} +
∫
Bn

LndPn

が成立する . これらに注意すれば、Ln が一様可積分で Qn{pn = 0} → 0 が成立するとき、
Pn(Bn) → 0ならば、Qn(Bn) → 0が成立することがわかる . したがって、{Qn}�{Pn}である
.

逆に、{Qn} � {Pn}が成立するとする . Pn(Bn) → 0 ならば、(2.23) から、
∫
Ln1BndPn → 0

が成立する . よって、定理 1.1(ii)が満たされる . また、

EPn(Ln) =
∫
LndPn =

∫
1{pn > 0}dQn ≤ 1

から定理 1.1(i)が成立することもわかる . よって、Ln は一様可積分であることが示せた . 更
に、接触性より、Pn{pn = 0} = 0 から Qn{pn = 0} → 0がわかる . よって、補題は証明され
た . �

補題 2.3 （Le Cam の第３補題）：

L

([
Tn

logLn

] ∣∣∣∣Pn
)

d−→ L

([
T

Λ

])
= N

([
µ

−σ2

2

]
,

[
τ 2 c

c σ2

])

ならば

L

([
Tn

logLn

] ∣∣∣∣Qn

)
d−→ L

([
T + c

Λ + σ2

])
= N

([
µ + c
σ2

2

]
,

[
τ 2 c

c σ2

])

が成立する .
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証明：系 2.1 より、{Qn}� {Pn}がわかる . よって、補題 2.2bを使えば、Ln は一様可積分で
Qn{pn = 0} → 0が成立することがわかる .

いま、f : R2 �→ R を有界連続関数とし、Λn = logLn,Λ = logLとおく . このとき、

EQn[f(Tn,Λn)] = EQn[f(Tn,Λn)(1{pn > 0} + 1{pn = 0})]
= EPn [f(Tn,Λn)Ln] + EQn[f(Tn,Λn)1{pn = 0}]
→ E[f(T,Λ)L] (2.24)

= E[f(T + c,Λ + σ2) (2.25)

が成立する .

(2.24) が成立することは、

|EQn[f(Tn,Λn)1{pn = 0}]| ≤ ‖f‖∞Qn{pn = 0} → 0

と、Ln は一様可積分で f は有界であることから fLn は一様可積分にであることに注意すれば

lim
n→∞EPn [f(Tn,Λn)Ln] = E[f(T,Λ)L]

が成立することからわかる .

(2.25) を示すために、U, V,W を独立に N(0, 1) に従う確率変数とする .

L = exp(σU − σ2

2
)

は N(σ, 1) と N(0, 1) の尤度比統計量とみなすこと9 ができることに注意する . これより、任
意の有界可測関数 g に対し、

E[g(U, V )L] =
∫
g(u, v)LdN(0, 1)dN(0, 1)

=
∫
g(u, v)dN(σ, 1)dN(0, 1)

=
∫
g(w + σ, v)dN(0, 1)dN(0, 1)

= E[g(W + σ, V )] (2.26)

が成立する . また、(T,Λ)′ は

(ρτU + (1 − ρ2)1/2τV + µ, σU − σ2

2
)′

と同じ分布をもつことに注意する . ただし、ρτσ = cである .

f(ρτU + (1 − ρ2)1/2τV + µ, σU − σ2

2
) = g(U, V )

9

dN (σ, 1)
dN (0, 1)

= exp[−1
2
(u − σ)2]/ exp[−1

2
u2] = exp[σu− u2

2

に注意せよ .
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とおいて、(2.26) を利用すれば、

E[f(T,Λ)L] = E[f(ρτU + (1 − ρ2)1/2τV + µ, σU − σ2

2
)]

= E[g(U, V )L] = E[g(W + σ, V )]

= E[f(ρτ (W + σ) + (1 − ρ2)1/2τV + µ, σ(W + σ)− σ2

2
)]

= E[f(ρτW + (1 − ρ2)1/2τV + µ+ ρτσ, σW +
σ2

2
)]

= E[f(T + c,Λ + σ2)]

が成立することがわかる . よって、補題は証明された . �
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3.1 同一独立標本における正則母数モデル
母数モデル

P = {Pθ � µ : θ ∈ Θ ⊂ Rk}
を考える . ただし、

(i) Θは「手頃な」 Rk の部分集合

(ii) 対応 θ −→ Pθ は「なめらか」

と仮定する . また、記号を

p(θ) = p(·; θ) =
dPθ
dµ

(·), l(θ) = log p(θ), s(θ) =
√
p(θ)

で定義する .

定義 3.1 ：θ0 は写像 θ −→ Pθ の正則点であるとは、

(i) Θ から L2(µ) への写像 θ −→ s(θ)が θ0 において Fréchet differentiable 1 である .

(ii) Fisher 情報行列の正則性：k × k の行列2

∫
ṡ(θ0)ṡ

T (θ0)dµ

が正則である .

定義 3.2 ：写像 θ −→ Pθ の正則であるとは、

(i) Θ の任意の点が正則 .

(ii) Θ から L2(µ) の写像 θ −→ ṡi(θ)が連続（ i = 1, 2, . . . , k ） .

1 ṡ(θ0) = (ṡ1(θ0), . . . , ṡk(θ0))T (ṡi ∈ L2(µ), i = 1, 2, . . ., k) なるものが存在し、

‖ s(θ0 + h) − s(θ0) − ṡT (θ)h ‖L2(µ)= o(| h |)

が成立することである . ただし、h ∈ Rk, | h |2= ∑
h2

i である .
2 Fisher 行列はこの行列の４倍である .
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であることである .

θ の Fisher 情報行列を
I(θ) = 4

∫
ṡ(θ)ṡT (θ)dµ

で定義し、モデル P が定義 2.2 の意味で正則写像をもつとき、P を正則母数モデルとよぶ .

また、スコア関数 l̇ を

l̇ = 2
ṡ(θ)

s(θ)
1{s(θ) > 0} =

ṗ(θ)

p(θ)
1{p(θ) > 0}

で定義する . ただし、ṗ(θ) = 2s(θ)ṡ(θ)である . θが正則点ならば、l̇ ∈ L2(Pθ)となり、Fisher

情報行列は
I(θ) =

∫
l̇(θ)l̇

T
(θ)dPθ

と表現される . また、h = (0, . . . , 0, hi, 0, . . . , o) と Fréchet differentiability の定義において取
ることにより、

E l̇i(θ) = 2〈ṡi(θ), s(θ)〉L2(µ) = 0

が成立することがわかる .

　正則母数モデルと局所漸近正規性（LAN）の関係を議論するためにつぎの補題をしめす .

補題 3.1 ：母数モデル
P = {Pθ � µ : θ ∈ Θ ⊂ Rk}

は正則とし、

Tn ≡ 2

{
s(θ + t/

√
n)

s(θ)
(X) − 1

}
, θ ∈ Rk

とおいたとき、

EθTn = −1

n

1

4
tTI(θ)t + o(n−1) (3.1)

EθT
2
n =

1

n
tTI(θ)t + o(n−1) (3.2)

Eθ

(
Tn − tT√

n
l̇(X, θ)

)2

= o(n−1) (3.3)

任意の ε > 0 に対して、Pθ(| Tn |≥ ε) = o(n−1) (3.4)

が成立する .

証明：まず、(3.3) を示す . コンパクト集合 C 上で、正則性の仮定より θ �→ ṡ(θ) は一様連続
となることに注意する . h ↓ 0 のとき、

sup
θ∈C

1

|h|2‖s(θ + h) − s(θ) − hT ṡ(θ)‖2 = sup
θ∈C

1

|h|2‖h
T{

∫ 1

0
ṡ(θ + uh)du− ṡ(θ)}‖2

≤
∫ 1

0
sup
θ∈C

‖ṡ(θ + uh) − ṡ(θ)‖2du→ 0 (3.5)
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を得る . これより

Eθ

(
Tn − tT√

n
l̇(X, θ)

)2

=
∫ {

2

(
s(θ + t/

√
n)

s(θ)

)
− 2

tT√
n

2
ṡ(θ)

s(θ)
1{s(θ) > 0}

}2

s2(θ)dµ

= 4‖s(θ +
t√
n

) − s(θ) − tT√
n
ṡ(θ)‖2

L2(µ) = o(n−1)

となり、(3.3) は示された .

(3.4) と

Eθ

(
tT√
n

l̇(X, θ)

)2

=
1

n
tTI(θ)t

から

|EθT
2
n − 1

n
tTI(θ)t| ≤

√√√√Eθ

(
Tn − t√

n
l̇(X, θ)

)2
√√√√Eθ

(
Tn +

t√
n

l̇(X, θ)

)2

= o(n−1/2)o(n−1/2) = o(n−1)

がわかる3 . したがって、(3.2) が示せた .

∫
s(θ)=0

s2(θ +
t√
n

)dµ ≤
∫
s(θ)=0

(
s(θ +

t√
n

) + s(θ − t√
n

)

)2

dµ

≤ 2
∫
s(θ)=0

(
s(θ +

t√
n

) − s(θ)

)2

dµ+
∫
s(θ)=0

(
s(θ − t√

n
) − s(θ)

)2

dµ

= 4
(
t

n

∫
ṡ2(θ)dµ+ o(n−1)

)
= o(n−1) (3.6)

に注意すれば、

EθT
2
n = 4

∫ {
s(θ + t/

√
n)

s(θ)
(x) − 1

}2

s(θ)21{s(θ) > 0}dµ
3

EθTn = 4‖s(θ +
f√
n

) − s(θ)‖L2(µ) = 4‖ t
T

√
n
ṡ(θ) + o(n−1/2)‖L2(µ) = o(n−1)

と

Eθ

{
Tn

tT√
n

l̇

}
≤
√

EθT 2
n

√
1
n

Eθ(tT l̇
2
)2 = o(n−1)

から √
Eθ

(
Tn +

t√
n

l̇(X, θ)
)2

= o(n−1/2)

になることに注意せよ .
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= 4
∫
s2(θ +

t√
n

)1{s(θ) > 0}dµ

−8
∫
s(θ + t/

√
n)

s(θ)
s2(θ)1{s(θ) > 0}dµ+ 4

= −4
∫

2

(
s(θ + t/

√
n)

s(θ)
− 1

)2

s2(θ)1{s(θ) > 0}dµ

−4
∫

1{s(θ) = 0}s2(θ +
t√
n

)dµ

= −4EθTn + o(n−1)

がわかる .

最後に、(3.4) を示す . (3.3) に注意すれば、

Pθ(|Tn| ≥ ε) ≤ Pθ

(∣∣∣∣Tn − tT√
n

l̇(X, θ)

∣∣∣∣ ≥ 1

2
ε

)

+Pθ

(∣∣∣∣ t
T

√
n

l̇(X, θ)

∣∣∣∣ ≥ 1

2
ε

)

≤ 4

ε2
Eθ

∣∣∣∣Tn − tT√
n

l̇(X, θ)

∣∣∣∣2

+
|t|2
nε2

Eθ

[
|l̇(X, θ)|21{|l̇(X, θ)| ≥ ε

√
n

2|t| }
]

= o(n−1)

がわかる . �

つぎの命題よりモデルの正則性より LAN を導くことができることがわかる .

命題 3.1 ：母数モデル
P = {Pθ � µ : θ ∈ Θ ⊂ Rk}

は正則とし、

log Πn
i=1

p(Xi; θ + t/
√
n)

p(Xi; θ)
= tTWn(θ) − 1

2
tTI(θ)t+Rn(θ, t) (3.7)

とおく . ただし、

Wn(θ) =
1√
n

n∑
i=1

l̇(Xi, θ)

とする . このとき、任意の ε > 0、0 < M < ∞、コンパクト集合C ⊂ Rk に対して、n → ∞
とすれば、

sup
|t|≤M

sup
θ∈C

Pθ(| Rn(t, θ) |> ε) −→ 0 (3.8)

が成立する . 更に、
L(Sn(θ))

d−→ N(0, I(θ)) (3.9)

が、θ ∈ C に対し一様に成立する . また、θ ∈ C と | t |≤M 　なる θ に対して一様に

Wn(θ +
t√
n

) −Wn(θ) + I(θ)t
P−→ 0 (3.10)
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が成立する .

証明：はじめに

Tni = 2

{
s(θ + t/

√
n)

s(θ)
(Xi) − 1

}

とおいたとき、
n∑
i=1

Tni = tTWn(θ) − 1

4
tTI(θ)t+ oP (1) (3.11)

が成立することを示す . モデルの正則性より

∫ [
s(θ +

t√
n

) − s(θ) − 1

2

t√
n

l̇s(θ)

]2

dµ = o(n−1)

が成立することに注意すれば、

var

(
n∑
i=1

Tni − tTWn(θ)

)
=

n∑
i=1

var

(
Tni − tT√

n
l̇(Xi; θ)

)

≤ E
{√

n(Tni − tT l̇(X1; θ))
}2 → 0

となる . また、有界収束定理より

E[
n∑
i=1

Tni] = 2n

(∫
s(θ +

t√
n

)s(θ)dµ− 1

)

= −n
∫

[s(θ +
t√
n

) − s(θ)]2dµ → −1

4
tT I(θ)tT

となる . これらより (3.11) が成立することがわかる .

つぎに、尤度比を
∑n
i=1 Tni で近似できることを示す . そのために、0 < ε < 1に対し、

An = {max
1≤i≤n

|Tni| < ε}

とおく . An 上で Taylor 展開をすれば、

log Πn
i=1

p(Xi; θ + t/
√
n)

p(Xi; θ)
= 2

n∑
i=1

log
(
1 +

1

2
Tni

)

=
n∑
i=1

Tni − 1

4

n∑
i=1

T 2
ni +

1

6
αni|Tni|3

= tTWn(θ) − 1

2
tTI(θ)t+

n∑
i=1

Tni

−
(
tTWn(θ) − 1

4
tT I(θ)t

)

−1

4

(
n∑
i=1

T 2
ni − tT I(θ)t

)
+

1

6

n∑
i=1

αni|Tni|3
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を得る . ただし、An 上では |αni| < 1 である . したがって、(3.7) と (3.8) を示すためには、
θ ∈ C（ C ⊂ Rk はコンパクト集合）と | t |< M （M はある定数）に対し、

n∑
i=1

T 2
ni − tTI(θ)t

Pθ−→ 0 (3.12)

n∑
i=1

αni|Tni|3 Pθ−→ 0 (3.13)

Pθ(A
c
n) → 0 (3.14)

が成立することをしめせば十分である .

まず、(3.14) を示す . (3.4) より

Pθ(A
c
n) ≤

n∑
i=1

Pθ(|Tni| ≥ ε) = nPθ(|Tni| ≥ ε) = o(1)

がわかる .

つぎに、(3.12) を示す . (3.12) の右辺を変形すれば
n∑
i=1

{
T 2
ni −

1

n
(tT l̇(Xi; θ))

2
}

+
1

n

n∑
i=1

(tT l̇(Xi; θ))
2 − tTI(θ)t (3.15)

となる . Cauchy – Schwarz の不等式と (3.4) を用いれば、

Eθ

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{T 2
ni −

1

n
(tT l̇(Xi; θ))

2}
∣∣∣∣∣

≤ n

√
Eθ

∣∣∣∣Tni − 1

n
tT l̇(Xi; θ)

∣∣∣∣
2
√

Eθ

∣∣∣∣Tni + 1

n
tT l̇(Xi; θ)

∣∣∣∣
2

= no(
1

n
)O(1) = o(1)

を得る . したがって、Markov の不等式を (3.15) の第 1 項目に用い、弱対数の法則から

1

n

n∑
i=1

(tT l̇(Xi; θ))
2 Pθ−→ tTI(θ)t

であることより、(3.12) は確率収束することがわかる .

つぎに、(3.13) を示す .

Pθ(
n∑
i=1

|Tni|3 > ε) ≤ Pθ(max
1≤i≤n

n∑
i=1

|Tni|3 > ε)

= Pθ(max
1≤i≤n

|Tni|
n∑
i=1

T 2
ni > ε,

2∑
i=1

T 2
ni ≤ 1 + tT I(θ)t)

+Pθ(max
1≤i≤n

|Tni|
n∑
i=1

T 2
ni > ε,

2∑
i=1

T 2
ni > 1 + tTI(θ)t)

≤ Pθ(max
1≤i≤n

|Tni| > ε

1 + tT I(θ)t
) + Pθ(

n∑
i=1

T 2
ni > 1 + tTI(θ)t) → 0
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が (3.12) と (3.14) よりわかる .

(3.9) を示すために、任意の有界連続な関数 f : Rk �→ R とコンパクト集合 C ⊂ Θに対し、

sup
θ∈C

|Eθf(Sn(θ)) −Eθf(Z)| (3.16)

が成立することを示せばよい . ただし、Z ∼ N(0, I(θ)) である . (3.16) が成立しないと仮定
する . ある列 {θn}（θn ∈ C ）が存在し

lim sup
n→∞

|Eθnf(Sn(θn)) − Eθnf(Z)| > 0 (3.17)

のようにできる . C はコンパクトなので、部分列をとれば、ある点 θ ∈ C が存在し、j → ∞
のとき、θnj → θ できる .

Yi = tT l̇(Xi; θnj )/σ
2
j , σ2

j = tT I(θnj)t

とおけば、
L(tTWn(θnj )/σ

2
j | Pθnj

)
d−→ N(0, 1)

となる . 更に、I(θ) の連続性より、

L(tTWn(θnj) | Pθnj
)

d−→ N(0, tT I(θ)t)

となり、(3.17) と矛盾する . したがって、(3.9) が示せた .

最後に (3.9) を示す .

Kn(θ) =
n∑
i=1

log p(Xi; θ)

とおく . (3.9) と I(θ) の連続性より

0 = Kn(θ +
t√
n

) −Kn(θ) +Kn(θ +
t+ h√
n

) −Kn(θ +
t√
n

)

−
{
Kn(θ +

t+ h√
n

) −Kn(θ)

}

= tTWn(θ) − 1

2
tT I(θ)t+ hTWn(θ +

t+ h√
n

) − 1

2
hTI(θ +

t√
n

)h

−(t + h)TWn(θ) +
1

2
(t + h)T I(θ)(t+ h) + oP (1)

= hTWn(θ +
t√
n

) − tTWn(θ) +
1

2
hT I(θ)t

−1

2
hTI(θ +

t√
n

) +
1

2
hTI(θ)h+ oP (1)

= hT{Wn(θ +
t

sqrtn
) −Wn(θ) + I(θ)t} + oP (1)

からわかる . �

モデルの正則性を示すために次の補題は有用である .
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補題 3.2 ：Θ ⊂ Rk を開集合とする . すべての θ ∈ Θ と n に対し pθ を µ に関する確率密度
関数とする . さらに、すべての x について写像 θ �→ sθ(x) =

√
pθ(x) は連続微分可能とする .

このとき、

Iθ = 4
∫ (

ṗθ
pθ

)(
ṗθ
pθ

)T
pθdµ

の各成分が定義され、θ に関して連続ならば、関数 l̇θ が存在して∫ [√
pθh −√

pθ − 1

2
hT l̇θ

√
pθ

]2

dµ = o(|h|)

が成立する . 更に、l̇θ = ṗθ/pθ で与えられる .

証明：仮定から写像 θ �→ pθ(x) = s2
θ(x)は微分可能で微分 ṗθ = 2sθ ṡθ をもつ . また、sθ は非負

なので sθ = 0 を満足する xにおいて、sθ = 0が成立する . よって、

ṡθ =
1

2

(
ṗθ
pθ

)√
pθ

と書ける . また、pθ = 0 のときは、ṗθ は任意にすればよい . さらに、仮定より写像 θ �→ Iθ =

4
∫
ṡθṡ

T
θ dµは連続となる .

写像 θ �→ sθ(x)は連続微分可能なので、

sθ+h(x) − sθ =
∫ 1

0
hT ṡθ+uh(x)du (3.18)

と書ける . Chauchy – Schwarz の不等式を使えば、
{∫ 1

0
hT ṡθ+uh(x)du

}2

≤
∫ 1

0
(hT ṡθ+uh(x))

2du

となる . (3.18) と Fubini の定理を用いれば、
∫ (

sθ+tht − sθ
t

)2

dµ =
∫ ∫ 1

0
(hTt ṡθ+utht )

2dudµ =
1

4

∫ 1

0
hTt Iθ+uthtdu

を得る . ũ ∈ [0, 1]が存在して、
∫ 1

0
hTt Iθ+uththtdu = hTt Iθ+ũththt

と書けるので、t → 0と ht → hとすれば、θ �→ Iθ の連続性より

sθ+tht − sθ
t

− hT ṡθ → 0

を得る . よって、定理 1.6 を用いれば、
∫ [

sθ+tht − sθ
t

− hT ṡθ

]2

dµ → 0

が成立することがわかる . �
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3.2 正則推定量
P をモデルとし、ν : P �→ Rm(m ≤ k)を P から Euclid空間への写像とする . X1, X2, . . . , Xn

を Pθ からの無作為標本とし、Tn(X1, X2, . . . , Xn) ∈ Rm を (X1, X2, . . . , Xn) に基づく ν の推
定量とする . ここで、推定量の列 {Tn}n≥1 の極限の振る舞いを調べて行く .

推定量の望ましい性質として、一致性がある . すなわち、すべての P0 ∈ P と ε > 0 に対し
て、n→ ∞ のとき、

P (| Tn − ν(P0) |> ε) −→ 0

を満足することである .

一致性よりも強い性質として
√
n− 一致性がある . すなわち、

Tn − ν(P0) = OP

(
1√
n

)

を満足することである .

定義 3.3 ：T = {Tn}が θ0 において局所正則（ locally regular）であるとは、
√
n|θn− θ0|が

有界となる θn に対して、
LPθn

(
√
n(Tn − ν(Pθn))

d−→ Z

を満足することである . ここで、L(Z) は {θn} に依存しない分布である .

定義 3.4 ：T = {Tn} が ν の漸近線形推定量（asymptotically linear estimator）である
とは、

ψ : X × P �→ Rm

が存在し、すべての P ∈ P に対して、

ψ(·;P ) ∈ L2(P ) かつ 　
∫
ψ(x;P )dP (x) = 0

を満足し、

Tn = ν(P ) +
1

n

n∑
i=1

ψ(Xi;P ) + oP (
1

n
)

となる . よって、 √
n(Tn − ν(P ))

d−→ N(0,Σ)

となる . ここで、
Σ =

∫
ψ(x;P )ψT(x;P )dP (x)

である .

注意 3.1 ：関数 ψ(·;P ) のことを影響関数（ influence function）とよぶ .
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3.3 たたみこみ定理
正則母数モデル P = {Pθ � µ; θ ∈ Θ ⊂ Rk} を考える . 写像 q : Θ �→ Rm(m ≤ k) を全微分

可能とし、ν を
ν(Pθ) = q(θ)

で定義する . ここで、

q̇ : m× k =

(
∂qi
∂θj

)
i=1,2,...,m,j=1,2,...,k

とする .

ν に対する情報限界（ informaiton bound）を

I−1(Pθ | ν,P ) = q̇(θ)I−1(θ)q̇T (θ) (3.19)

で定義する . また、ν に対する有効影響関数（efficient influence function）を

l̃(·, Pθ | ν,P ) = q̇(θ)I−1(θ)l̇(θ) (3.20)

で定義する .

定理 3.1 （たたみこみ定理）：P を正則母数モデルとし、X1, X2, . . . , Xn を Pθ ∈ P に従う独
立同一標本とする . 更に、{Tn} を θ における ν(Pθ) = q(θ) の正則推定量とする . すなわち、
θn = θ + tn√

n
, tn ∈ Rk とし、n→ ∞ のとき、

√
n(Tn − ν(Pθn))

d−→ Z, （Pθn のもとで ）

が成立する . このとき、
Z = Zθ + ∆θ

が成立する . ただし、Zθ ⊥ ∆θ であり、

Zθ ∼ N(0, I−1(Pθ | ν,P ))

である . より一般に、

L

[ √
n(Tn − ν(Pθ)) − (1/

√
n)

∑n
i=1 l̃(Xi, Pθ | ν,P )

(1/
√
n)

∑n
i=1 l̃(Xi, Pθ | ν,P )

]
d−→ L

[
∆θ

Zθ

]

が成立する . ただし、∆θ ⊥ Zθ である .

証明：θ を固定する . {Tn} の正則性とモデルの正則性より、

Zn ≡ √
n(Tn − ν(P )) Vn ≡ 1√

n

n∑
i=1

l̇(Xi, θ)
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はそれぞれ分布収束（それぞれの収束先を Z と V ∼ N(0, I−1(θ)) とかくことにする）する .

したがって、(Zn, Vn) は一様に tight となる4 . 任意の部分列 {n′} をひとつ固定する . する
と、Prohorov の定理より、{n′} の中にある部分列 {n′′}が存在し、

(Zn′′ , Vn′′)
d−→ (Z, V )

を満足するようにとれる . 以後、n′′ を n と記すことにする .

Wn = log Πn
i=1

p(Xi; θ + t/
√
n)

p(Xi; θ)

とおく . 命題 3.1 より、

(Zn,Wn)
d−→ (Z, tTV − 1

2
tTI(θ)t)

となる . 更に、{Tn} の正則性より、θn = θ + t/
√
n のもとで

√
n(Tn − q(θ +

t√
n

))
d−→ Z

である . ただし、q(θ) = ν(Pθ)と記した . 更に、ν のなめらかさより

√
n(q(θ +

t√
n

) − q(θ)) = q̇(θ)t+ o(n−1/2)

となることに注意すれば、Pθn のもとで

Zn =
√
n(Tn − q(θ)) =

√
n(Tn − q(θ+

t√
n

) +
√
n(q(θ+

t√
n

) − q(θ))

→ Z + q̇(θ)t (3.21)

を得る . よって、(3.21) より

Eθn [exp(iaTZn)] → exp(iaT q̇(θ)t)E[exp(iaTZ)] (3.22)

となる .

一方、(3.6) から

Eθn [1{Wn = ∞}] ≤ nEθn [1{p(θ) = 0}] = o(1)

4 A をコンパクト集合とする . Portneantou の定理より、任意の ε > 0 に対し、

lim sup
n→∞

P (Zn ∈ Ac) ≤ P (Z ∈ Ac) ≤ ε

できる . よって、{Zn} は一様に tight となる . 更にコンパクト集合 B に対し、

P ((Zn, Vn) ∈ A ×B) ≤ P (Zn ∈ A) ≤ ε

とできるので、(Zn, Vn) も tight であることがわかる .



38 第 3章 母数モデルの漸近推測理論

に注意すれば、

Eθn [exp(iaTZn)] = Eθn [exp(iaTZn)1{Wn <∞} + exp(iaTZn)1{Wn = ∞}]
= Eθn [exp(iaTZn)1{p(θ) > 0}] + Eθn [exp(iaTZn)1{Wn = ∞}]
= Eθ[exp(iaTZn +Wn)] + o(1) (3.23)

がわかる . また、Wn は分布収束するので、

{| exp(iaTZn +Wn)|} = {exp(Wn)}
は一様可積分であることがわかる5 . よって、(3.22) と (3.23) を使えば、

E[exp(iaTZ + tTV − 1

2
tTI(θ)t)] = lim

n→∞Eθ[exp(iaTZn +Wn)]

= Eθn [exp(iaTZn)] + o(1)

= exp(iaT q̇(θ)t)E[exp(iaTZ)] + o(1) (3.24)

を得る . (3.24) の両辺を tの関数として、複素平面上で正則であるので、実数軸上で一致して
いれば、解析接続から複素平面上でも一致することがわかる . 特に、tT = −i(a− b)T q̇(θ)I−1(θ)

ととれば、(3.24) は

E[exp{iaT (Z − q̇(θ)I−1(θ)V ) + ibT q̇(θ)I−1(θ)}]
= E[exp{iaTZ +

1

2
aT q̇(θ)I−1(θ)q̇(θ)a}] exp{−1

2
bT q̇(θ)I−1(θ)q̇(θ)b} (3.25)

がわかる . (3.25) は (Zn′′ − q̇(θ)I−1(θ)Vn′′ , q̇(θ)Vn′′) の特性関数の極限6 となり、部分列 {n′}
の取り方に依存しないので、(Zn− q̇(θ)I−1(θ)Vn, q̇(θ)Vn) の特性関数の極限が (3.25) になるこ
とがわかる . 更に、 (3.25) において b = 0とおけば、

E[exp{iaT(Z − q̇(θ)I−1(θ)V )}] = E[exp{iaTZ +
1

2
aT q̇(θ)I−1(θ)q̇(θ)a}] (3.26)

を得る . (3.25) と (3.26) を合わせば、

E[exp{iaT (Z − q̇(θ)I−1(θ)V ) + ibT q̇(θ)I−1(θ)V }]
= E[exp{iaT(Z − q̇(θ)I−1(θ)V }] exp{−1

2
bT q̇(θ)I−1(θ)q̇(θ)b} (3.27)

がわかる . (3.27) において b = a とおけば、

L(Tn)
d−→ L(Zθ + ∆θ)

がわかる . よって、定理は証明された . �

5 Contineous mapping 定理を使えば、exp(Wn) d−→ exp(tTV − (1/2)tT I(θ)t) がわかる . 更に、 V ∼
N(0, I−1(θ)) から E exp(tTV − (1/2)tTI(θ)t) = 1 と Eθ exp(Wn) = 1 が成立するので、BKRW の Lemma
2b( pages 469 ) より {Wn} は一様可積分であることがわかる .

6 すなわち、
lim

n′′→∞
E[exp{aT (Zn′′ − q̇(θ)I−1(θ)Vn′′) + bT q̇(θ)Vn′′}]

が (3.25) の右辺に一致する .
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3.4 漸近ミニマック定理
この節では、たたみこみ定理から得られる漸近ミニマック定理について述べる . この定理を
証明するときに必要な補題をまず述べる .

補題 3.3 （Anderson の補題）：X と Y を独立な d – 次元確率ベクトルとし、X は原点に関
して対称でひと山の確率密度関数（すなわち、fX(x) = fX(−x) が成立する）をもつものとす
る . 更に、C を原点に関して対称な、Rd の凸集合とする . このとき、

P (X + Y ∈ C) ≤ P (X ∈ C)

が成立する .

証明：Ibragimov and Has’minskii (1981)の pages 155 – 156を参照されたい . �

定義 3.5 ：関数 l : Rm �→ R+ が bowl – shaped であるとは、

(i) . 任意の x ∈ Rm に対し、l(x) = l(−x) を満たす .

(ii) . 任意の定数 c ≥ 0 に対し、{x : l(x) ≤ c}が凸集合になる

を満足することである .

l を損失関数としたとき、推定量 T = {Tn} の危険関数を

Eθl(
√
n(Tn − q(θ)))

で定義する . ただし、q(θ) = ν(Pθ)とした .

定理 3.2 （Asymptotic optimal theorem）：T = {Tn}を正則な推定量とし、l を bowl – shaped

な損失関数とする . このとき、

lim inf
n→infty

Eθ(l(
√
n(Tn − q(θ))) ≥ E(Zθ)

を満足する . ただし、Zθ ∼ N(0, I−1(Pθ|ν,P ) である .

証明：Cik ≡ {y : l(y) ≤ i2−k} とし、

lk(x) =
1

2k

k2k∑
i=1

(1 − 1Cik
(x))

とおく . k → ∞のとき、lk ↑ l で、lk は bowl – shaped である . 定理 3.1（たたみこみ定理）
から √

n(Tn − q(θ))
d−→ Zθ + ∆θ
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となる . lk は非負で Lebeague 測度ゼロの集合を除いて、ほとんどいたるところで連続である
ので、Portanteau の補題7 を使えば、

lim inf
n→∞ Eθl(

√
n(Tn − q(θ))) ≥ lim inf

n→∞ Eθlk(
√
n(Tn − q(θ))) ≥ Elk(Zθ + ∆θ)

を得る . 更に、補題 3.3（Anderson の補題）を用いれば、

Elk(Zθ + ∆θ) ≥ Elk(Zθ)

がわかる . 最後に単調収束定理を用いれば、

lim inf
n→∞ Eθl(

√
n(Tn − q(θ))) ≥ lim

k→∞
Elk(Zθ) = E lim

k→∞
lk(Zθ) = El(Zθ)

を得る .

�

7 Vaart (1999) の pages 6 の Lemma 2.2(iv) を参照されたい .
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3.5 幾何的考察と擾乱母数
θ = (νT , ηT )T , ν ∈ N ⊂ Rm, η ∈ H ⊂ Rk−m とし、ν を興味のある母数をする . モデルは正

則とし、θT0 = (νT0 , η
T
0 )T 　∈ Θ におけるスコア関数を l̇ と記し、P の中で Pθ0 における θ0 に

対する有効影響関数を l̃ = I−1(θ0)l̇ と書く .

いま、

l̇ =

[
l̇1
l̇2

]
, l̃ =

[
l̃1
l̃2

]

なる分割を考える . ただし、l̇1, l̃1 は m 次元ベクトル、l̇2, l̃2 は (k −m) 次元ベクトルとする .

更に、これに対応して、I(θ0)を分割し、

I(θ0) =

[
I11 I12
I21 I22

]
（ただし、I11 は m×m）

と

I−1(θ0) =

[
I11 I12

I21 I22

]
=

[
I−1
11·2 −I−1

11·2I12I
−1
22

−I−1
22·1I21I

−1
11 I−1

22·1

]

と記す .

ただし、I11·2 = I11−I12I−1
22 I21, I22·1 = I22−I21I−1

11 I12である . q(θ) = ν とおけば、q̇ = (Im, 0)

になることに注意すれば、(3.19)と (3.20) より、ν に対する情報限界は I11 = I−1
11·2 となり、P

における ν に対する有効影響関数は

l̃1 = I11l̇1 + I12l̇2 = I−1
11·2(l̇1 − I12I

−1
22 l̇2)

となる . また、

I11·2 = Eθ0 [(l̇1 − I12I
−1
22 l̇2)(l̇1 − I12I

−1
22 l̇2)

T ] = Eθ0[l
∗
1(l

∗
1)
T ]

である . q(θ) = ν(Pθ) として定理 2.1を用いると q̇(θ) = (Im, 0)となり、

I−1(Pθ0 | ν,P ) = q̇(θ0)I
−1(θ0)q̇

T (θ0) = I−1
11·2

となる . よって、l∗1 を P における ν に対する有効スコア関数とよび、I11·2 を ν に対する情報
量とよぶ .

他方、η = η0 が既知として、

P 1(η0) = {Pθ : η = η0, ν ∈ N}

における ν の情報限界は I−1
11 となる .

I11 = I−1
11·2 = I−1

11 + I12(I22)−1I21

に注意すれば、η 未知であることにより、I12(I22)−1I21 だけ情報限界が増加したことになる .
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命題 3.2 ：A. 有効スコア関数 l∗1(·, Pθ0 | ν,P ) は L2(Pθ0) 空間における [l̇2] の直交補空間へス
コア関数 l̇1 を射影したものである .

B. 有効影響関数 l̃(·, Pθ0 | ν,P 1(η0))は L2(Pθ0 )空間における [l̇1]へ有効影響関数 l̃1(·, Pθ0 | ν,P )

を射影したものである .

証明：A. l∗ の定義より明らかである .

B. l̃1 − l̃が l̇1 に直交していることを示せばよい . 実際、

〈̃l1 − l̃, l̇1〉L2(Pθ0
= 〈I11l̇1 + I12l̇2, l̇1〉L2(Pθ0

= I11I11 + I12I21 − id = 0

よりわかる . �

注意 3.2 ：

l̃1 − l̃ = I11l̇1 + I12l̇2 − I−1
11 l̇1

= (I−1
11 + I12(I22)−1I21)l̇1 + I12l̇2 − I−1

11 l̇1

= I12(I22)−1(I21l̇1 + I22l̇2) = I12(I22)−1l̇2.

命題 3.3 ：m = 1 とする . Tn を ν の漸近線形推定量とし、その影響関数を ψ とする . この
とき、以下が成立する .

A. Tn が Gaussian 正則であるための必要十分条件は

ψ − l̃1 ⊥ Ṗ = [l̇1, l̇2] (3.28)

である . 更に、(3.28) を書き直せば、

〈ψ, l̇1〉L2(Pθ0
) = 1 (3.29)

かつ
ψ ⊥ [l̇2] (3.30)

である .

B. Tn が正則のとき、次は同値である .

(i) ψ ∈ Ṗ = [l̇1, l̇2].

(ii) ψ = l̃1.

証明：(3.28) が (3.29) かつ (3.30) と同値であることだけを示し、残りは命題 3.4 の証明で
示す .

0 = 〈Ψ − l̃, l̇1〉L2(Pθ0
) = 〈Ψ, l̇〉L2(Pθ0

) − 〈I11l̇1 + I12l̇2, l̇1〉L2(Pθ0
)

= 〈Ψ, l̇1〉L2(Pθ0
) − 1

0 = 〈Ψ − l̃1, l̇2〉L2(Pθ0
) = 〈Ψ, l̇2〉L2(Pθ0

) − 〈I11l̇1 + I12l̇2, l̇2〉L2(Pθ0
) = 0

からわかる .

�
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命題 3.4 ：q を Θ から Rm への写像とする . Tn は θ0 における ν(Pθ) = q(θ) の漸近線形推
定量とし、その影響関数を ψ とする . このとき、以下が成立する .

A. Tn が Gaussian 正則であるための必要十分条件は
(i) q(θ) は θ0 で微分可能で導関数を q̇(θ0) とし、

l̃ = l̃(·, Pθ0 | ν,P ) = q̇(θ0)I
−1(θ0)l̇(θ0)

とおいたとき、
ψ − l̃ ⊥ Ṗ [l̇1, l̇2] (3.31)

が成立することである . 更に、(3.31) は

Eθ0 [ψ l̇
T
] = q̇(θ0) (3.32)

と同値である .

B. Tn が正則のとき、ψ ∈ (Ṗ )m であるための必要十分条件は

ψ = l̃ = q̇(θ0)I
−1(θ0)l̇(θ0) (3.33)

である .

証明：A. {Tn} の漸近線形性と命題 3.1から、tn → t, n→ ∞ のとき

Lθ0

[ √
n(Tn − q(θ0))

log Πn
i=1{p(Xi; θ0 + tn/

√
n)/p(Xi; θ0)}

]
d−→ N

([
0

−Σ22/2

]
,Σ

)
(3.34)

となる . ただし、

Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
,Σ11 = E[ΨΨT ],Σ12 = E[Ψl̇]t,Σ22 = tTI(θ0)t = tT (E[l̇l̇

T
])t

である . 補題 2.3（Le Cam の第 3 補題）を使えば、

Lθ0+tn/
√
n(
√
nTn − q(θ0))

d−→ N(Σ12,Σ11) (3.35)

を得る . 一方、{Tn} の正則性より

Lθ0+tn/
√
n(
√
nTn − q(θ0 +

tn√
n

))
d−→ N(0,Σ11) (3.36)

がわかる . したがって、(3.35) と (3.36) から

√
n(q(θ0 +

tn√
n

) − q(θ0)) → Σ12 = Eθ0 [Ψl̇
T
]t (3.37)

となり、これから q は可微分で微分 q̇(θ0) = E[Ψl̇
T
]をもつことがわかる .

一方、q が可微分で、(3.32) が成立するとき、(3.35) ならば、(3.36) であることがわかる .

したがって、{Tn}は正則である .

B. Aから q̇(θ0)と I(θ0)は well – defined である . 更に、l̃ ∈ Ṗ と (3.31) から、Ψ ∈ Ṗ であ
るための必要十分条件は Ψ − l̃ = 0であることがわかる .

�
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数に対する情報限界

4.1 導入と概観
P ⊂ M を（一般）のモデルとし、母数 ν : P �→ Rm を推定の目標とする . ここで真のモデ

ルを P0 ∈ M とする . また、

M = { µに支配される (X,A) 上の確率測度のすべて }

であった .

定義 4.1 ：Q を P の部分集合で正則母数モデルのとき、Q を P の正則母数部分モデルとよ
ぶ . P0 が P の任意の正則母数部分モデルに属するならば、P は P0 において 正則とよぶ .

定義 4.2 ：推定量 T が P のすべての正則母数部分モデルで（局所）正則のとき、T を P 上
で（局所）正則であるという .

注意 4.1 ：局所または一様 Gaussian 正則や線形性も定義 3.2 と同様に定める .

m = 1 と仮定する . P 上で ν の推定量 T の分散が Σ(P0, T )で、P0 を含む正則母数部分モ
デルを Q とする . ν を Q の関数とみたとき、I−1(P0 | ν,Q)が定義できるのに十分な「なめ
らかさ」があるならば、

Σ(P0, T ) ≥ I−1(P0 | ν,Q)

である . このとき、

I−1(P0 | ν,P ) ≡ sup
{
I−1(P0 | ν,Q) : 任意の正則母数部分モデル 　Q ⊂ P

}

と定義する .

例 4.1 （確率密度関数の推定）：P を連続型確率密度関数 p(·) をもつ R 上の分布からなる集
合とし、

ν(P ) = p(0)

とする . このとき、
I−1(P0 | ν,P ) = ∞
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となることが以下からわかる . 実数 | η |< 1 に対して、

p(x; η) = p(x)(1 + ηh(x))

とおく . ただし、
‖ h ‖∞≤ 1 　と 　

∫
h(x)p(x)dµ(x) = 0

とする . p(x; η) の分布関数を Pη と記せば、

ν(Pη) = p(0)(1 + ηh(0)) ≡ q(η)

となる . このとき、q̇(0) = p(0)h(0) である . Q = {Pη} は正則なことが容易にわかる . また、
sη =

√
p(·; η) とおけば、簡単な計算から、

l̇ =
2ṡη
sη

∣∣∣∣∣
η=0

=
p(x)h(x)√

p(x)(1 + ηh(x))

/√
p(x)(1 + ηh(x))

∣∣∣∣∣∣
η=0

=
p(x)h(x)

p(x)(1 + ηh(x))

∣∣∣∣∣
η=0

,

I = Eη=0[l̇l̇] =
∫
h2(x)p(x)dµ(x)

がわかる . よって、

I−1(P0 | ν, {Pη}) = q̇(0)I−1q̇(0) =
(p(0)h(0))2∫
h2(x)p(x)dµ(x)

である . ここで、

gj(x) =




0 (x ≥ 1/j)

−jx+ 1 (1/j > x ≥ 0)

jx+ 1 (0 > x ≥ −1/j)

0 (x < −1/j)

とし、
hj(x) = gj(x) −

∫
gj(x)dµ(x)

とおけば、‖ hj ‖∞= 1 かつ
∫
hj(x)dµ(x) = 0 となる . しかし、
∫
h2
j(x)p(x)dµ(x) −→ 0 (j → ∞)

になることがわかる . 故に、
I−1(P0 | ν,P ) = ∞

となる .

問い 4.1 ：
∫
h2
j (x)p(x)dµ(x) → 0 を示せ .
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4.2 接空間
P をノンパラメトリックまたはセミパラメトリックモデルとする .

定義 4.3 ：母数モデルQ = {Qθ : θ ∈ Rk} が Hellinger 微分可能で導関数 l̇ ∈ L2(Qθ) をもつ
とは、| h |→ 0（h ∈ Rk）のとき

{∫
[
√
qθ+h −√

qθ − 1

2
hl̇
T

θ

√
qθ]

2dµ(x)
}1/2

= o(h)

が成立することである . ただし、Q は µ に支配された確率測度の集合であり、qθ ≡ dQθ/dµ

とおいた .

定義 4.4 ：P0 ∈ P をひとつ固定する . P0 を含む Hellinger 微分可能な１次元部分母数モデル
Q のすべてに対して、Pθ における接空間を考える . その集合

{l̇(·; Q) : 任意の Hellinger 微分可能な１次元母数部分モデル Q ⊂ P } ≡ Ṗ
0

を P0 におけるモデル P の接集合とよぶ . 更に、Ṗ
0
の closed linear span space

Ṗ = lin(Ṗ
0
)

を P0 におけるモデル P の接空間とよぶ .

例 4.2 ：モデルを

P = {P � µ : (X,A) 上の µ に支配されたすべての確率測度 }

とし、真のモデルを P0 と書くことにする . このとき、

Ṗ = L0
2(P0) 　かつ 　 Ṗ

0
= L0

2(P0)

となる .

Ṗ
0 ⊂ L0

2(P0) は自明なので、Ṗ
0 ⊃ L0

2(P0) を示せばよい . 任意の h ∈ L0
2(P0) をとる . すな

わち、 ∫
h(x)dP0(x) = 0 　かつ 　

∫
h2(x)dP0 <∞

である . 更に、ψ : R �→ [0,∞) を有界、連続微分可能な関数で、その導関数 ψ̇ は有界、
ψ(0) = ψ̇(0) = 1、かつ ψ̇/ψ は有界なものとする1 . いま、p0 = dP0/dµ とし、

p∗η =
p0(x)ψ(ηh(x))∫

p0(x)ψ(ηh(x))dµ(x)

1 例として、ψ(x) = 2/(1 + exp(−2x))がある .
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とおく2 . このとき、

log p∗η = log(ψ(ηh(x)))− log[
∫
p0(x)ψ(ηh(x))dµ(x)]

+ constant（η に依存したい項）

となる . さらに、ψ̇ の定義から積分記号と微分記号の順序交換が保障されることに注意して、

l̇ = h(x)
ψ̇

ψ
(ηh(x))

∣∣∣∣∣
η=0

−
∫
p0(x)ψ̇(ηh(x))h(x)dµ(x)∫
p0(x)ψ(ηh(x))dµ(x)

∣∣∣∣∣
η=0

= h(x) −
∫
h(x)p0(x)dµ(x) = h(x)

となることから、h ∈ Ṗ
0
となる . よって、Ṗ

0 ⊃ L0
2(P0) .

定義 4.5 ：P が有限次元ではない接空間 Ṗ (P ) を持ち、それが L0
2(P ) の真部分集合ならば、

P はセミパラメトリックモデルという .

例 4.3 ：
P = {P � µ : P は θ0 について対称 }

とする . 一般性を失わず、θ0 = 0 としてよい . p(·; η) を p(·; 0) = p0 = dP0/dµ を通る１次元
母数部分モデルとし、η → 0 のとき、

∫ [
s(·; η) − s(·; 0)

η
− ṡ

]2

dµ→ 0

を満足すると仮定すれば、ṡ も原点に関して対称となる . したがって、

Ṗ
0 ⊂ {h ∈ L0

2(P0) : h(x) = h(−x), a.e.P0}

となる . 例 4.2 と同様にすれば3 、Ṗ
0

= Ṁ s がわかる . したがって、Ṗ
0
は L0

2(P0) の真部
分集合となることがわかる .

例 4.4 （対称位置母数モデル）：g を原点に関して対称で

Ig =
∫

(g′)2

g
(x)dx <∞

2 η = 0 のとき、p0(x) = p∗η(x)
∣∣
η=0
になることに注意 .

3 Ṗ
0 ⊂ Ṁs は自明なので、Ṗ

0 ⊃ Ṁs を示せばよい .
h ∈ Ṁs とし、

p∗η =
p0(x)ψ(ηh(x))∫

p0(x)ψ(ηh(x))dµ(x)

とおけば、p∗η(−x) = p∗η(x)になることより

{p∗η(x) : |η| < 1} ⊂ P

は p0 を通る部分モデルになる . あとは、例 4.2 と同じ .
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なる関数とし、

P =

{
Pθ,g � µ :

dPθ,g
dµ

= g(x− θ), θ ∈ R

}

とおく . ここで、
P 1 = {Pθ,g ∈ P : g は固定 }

とする . すると

l̇θ = −g
′

g
(x− θ)

となることより、Ṗ 1 = [l̇θ] は奇関数となる .

一方、
P 2 = {Pθ,g ∈ P : θ は固定 }

とすれば、
Ṗ 2 =

{
h ∈ L0

2(Pθ,g) : h(x− θ) = h(−x + θ), θ は固定
}

となる . したがって、定義 4.4 より

Ṗ ⊃ Ṗ 1

⋃
Ṗ 2

となる .

注意 4.2 ：更に、Ṗ 1
⋃

Ṗ 2 ⊃ Ṗ を示すこともできる . この証明については BKRW の pages

56 – 57 を参照されたい .

4.3 たたみこみ定理
定義 4.6 ：m = 1 とし、{s(η) : η ∈ R} ⊂ S を s0 = s(0) を通る任意の path で

s(η) − s(0)

η
−→ t (η → 0)

を満足するものとする . ν が pathwise に微分可能であるとは、有界線形汎関数 ν̇(s0) : Ṡ �→ R

が存在して、η → 0 としたとき、

ν(s(η)) = ν(s0) + ην̇(s0)(t) + o(| η |) (4.1)

が成立することである .

Ṗ 上の有界線形汎関数を

ν̇(P0)(h) = ν̇(s0)(
1

2
hs0)

で定義すれば、(4.1)が成立するための必要十分条件は、{s(η)}に対応するP の中の曲線 {Pη}
と h = 2t/s0 に対して、η → 0 のとき、

ν(Pη) = ν(P0) + ην̇(P0)(h) + o(| η |) (4.2)
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が成立することである . (4.2) が成立するとき、 P 上の汎関数 ν は P0 において経路ごとに
（pathwise）微分可能であるという .

記号：以後、ν̇(P0)(h)を ν̇(h)と記し、ν̇(s0)(t) を ν̇(t)と記すことにする .

注意 4.3 ：有界な線形汎関数4 ν̇ が Ṗ
0
上で定義されているならば、Ṗ を定義域とする有界

な線形汎関数に一意的に拡張できる5 . また、Riesz の表現定理6 より、ν̃ ∈ Ṗ が一意的に定
まって、すべての h ∈ Ṗ に対して、

ν̇(h) = 〈ν̃ , h〉L2(P0) =
∫
ν̃(x)h(x)dP0(x)

と表現できる . 混乱がなければ、ν̃ のことを ν̇ とも記すことにする .

定理 4.1 ：m = 1 とし、ν を P 上の汎関数とし、P0 において経路ごとに微分可能とする
. 任意の正則母数部分モデル Q で I−1(P0 | ν,Q) が定義できるものに対して、有効影響関数
l̃(·, P0 | ν,Q) は

l̃(·, P0 | ν,Q) = Π0(ν̇(P0) | Q̇) (4.3)

で与えられる . ただし、Π0(· | Q̇) は内積 〈·, ·〉P0 に関する Q̇ への射影作用素とする . 更に、

I−1(P0 | ν,Q) =‖ Π0(ν̇(P0) | Q̇) ‖2
L2(P0)≤‖ ν̇(P0) ‖2

L2(P0) (4.4)

が成立し、等号成立は
ν̇(P0) ∈ Q̇

の場合のみである .

証明：Pθ0 ∈ P を固定する . P0 ≡ pθ0 を通る k – 次元の任意の正則母数部分モデルQ = {Pθ :

θ ∈ Rk}で I−1(Pθ|ν,Q)を定義できるものを考える . Q に対し、

ν(Pθ) = q(θ) : Rk �→ R

としたとき、q が θ0 において全微分可能で微分 q̇ : 1 × k をもつならば、ν は経路ごとに微分
可能となる .

一方、a ∈ Rk に対し、Q の中の曲線を

P (η) = P (θ0 + ηa), P0 = P (0)
4 線形汎関数が有界ではるとは

‖ T ‖= sup
‖x‖≤1

| T (x) |
‖ x ‖ <∞

を満足することである . また、
T が有界⇔ T が連続

である .
5 関数解析（千葉克裕、培風館）pp. 92 の定理 5 を参照 .
6 関数解析（千葉克裕、培風館）pp. 167 または Functional Analsysis ( Rudin, W., McGall-Hill) pp. 80 を参

照 .
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とすると、{P (η})は P0 において接ベクトル aT l̇ をもつ . ただし、

l̇
T

= (l̇1, . . . , l̇k) =
ṡT√
s
, ṡT = (ṡ1, . . . , ṡk), ṡi =

∂s

∂θi
(i = 1, . . . , k)

である . I−1(θ0)
∫

l̇l̇
T
dPθ = idに注意すれば、

ν(P (η)) = q(θ0 + ηa) = q(θ0) + ηq̇(θ0)a + o(η)

= q(θ0) + ηq̇(θ0)I
−1(θ0)

∫
l̇l̇
T
dPθ + o(η)

= q(θ0) + η〈q̇(θ0)I
−1(θ0)l̇, l̇〉L2(P0) + o(η) (4.5)

が成立する .

一方、l̇
T
a ∈ Q̇ は {P (η)} の接ベクトルであることより

ν(P (η)) = ν(P0) + ην̇(P0)(l̇a) + o(η)

= ν(P0) + η〈ν̇, l̇a〉L2(P0) + o(η) (4.6)

となる . (4.5) と (4.6) を比較すれば、

〈ν̇ , l̇Ta〉L2(P0) = 〈q̇(θ0)I
−1(θ0)l̇, l̇

T
a〉L2(P0) (4.7)

となり、Q̇ 上で
ν̇ = q̇(θ0)I

−1(θ0)l̇ = l̃(·, P0|µ,Q)

となる . 更に、
Π0(ν̇(P0)|Q̇) = (〈ν̇ , l̇1〉L2(P0), . . . , 〈ν̇ , l̇k〉L2(P0))I

−1(θ0)l̇

であるので、(4.7) を用いれば、

Π0(ν̇(P0)|Q̇) = q̇(θ0)I
−1(θ0)EP0 [l̇l̇

T
]I−1(θ0)l̇

= q̇(θ0)I
−1(θ0)l̇

となる . 更に、Q̇ ⊂ Ṗ ⊂ L2(P0) より、ピタゴラスの定理を用いれば、(4.4) がわかる . �

定理 3.1 の結果は m ≥ 1 の場合に拡張できる . そのため、

l̃j = ν̇j(P0), l̃ = (̃l1, . . . , l̃m)T , j = 1, 2, . . . , m (4.8)

とおく .

系 4.1 ： つぎを仮定する .

(i) ν は経路ごとに微分可能である .

(ii) Q は I−1(P0 | ν,Q) が定義できるような正則母数部分モデルである .
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このとき、有効影響関数は定義され、(4.3) によって与えられる . 更に、

I−1(P0 | ν,Q) =‖ Π0(ν̇(P0) | Q̇) ‖P0≤ 〈̃l, l̃T 〉P0

が成立する .

証明：任意の定数 a1, . . . , am を取り、定理 4.1を ν(P ) =
∑m
j=1 ajνj(P )に対し適用すると

Π0(
m∑
j=1

ajνj(P0)|Q̇) =
m∑
j=1

ajΠ0(ν̇j(P0)|Q)

から系は証明された . �

仮定 4.1 ： 定理 3.1 と系 3.1 のように ν を経路ごとに微分可能とし、更に

[ν̇j(P ) : j = 1, 2, . . . , m] ⊂ Ṗ
0

と仮定する .

この仮定のもとで、ν に対する有効影響関数と情報限界が定義される .

定義 4.7 ：(4.8) により定義された l̃ = l̃(·, P0 | ν,P ) を ν の有効影響関数という . すなわち、

l̃ = l̃(·, P0 | ν,P ) = ν̇(P0)

である . また、P の中での P0 における ν に対する情報 I(P0 | ν,P ) を

I−1(P0 | ν,P ) = 〈̃l, l̃〉L2(P0) = EP0 [̃l l̃
T
]

の逆行列で定義する .

定義 4.8 ：もし、ν̂ が ν の局所 Gaussian 正則推定量で漸近分散が Σ(P0 | ν̂) = I−1(P0 | ν,P )

を満足するならば、ν̂ は P0 において有効（efficient）という . ν̂ がすべての正則モデル P0 に
おいて有効ならば、有効という .

定理 4.2 ：ν : P �→ Rm を P0 において経路ごとに微分可能とし、仮定 3.1が成立するものと
する . Tn を ν の推定量とし、その極限分布を L(Z) とする . このとき、
A. L(Z) は分布N(0, I−1(P0 | ν,P )) と Rm 上の他の分布とのたたみこみとして表現できる .

一般的には

LP0

[ √
n(Tn − ν(P0)) − (1/

√
n)

∑n
i=1 l̃(Xi, P0 | ν,P )

(1/
√
n)

∑n
i=1 l̃(Xi, P0 | ν,P )

]
d−→ L

[
∆0

Z0

]

が成立する . ただし、Z0 ∼ N(0, I−1(P0 | ν,P )) で、 ∆0 は Z0 と独立である . より一般的に

は、もし、h ∈ Ṗ
0
l

ならば、

LP0

[ √
n(Tn − ν(P0)) − (1/

√
n)

∑n
i=1 l̃(Xi, P0 | ν,P )

(1/
√
n)

∑n
i=1 h(Xi)

]
d−→ L

[
∆0

W0

]

が成立する . ただし、W0 ∼ N(0,EP0 [hh
T ]) で、∆0 は W0 と独立である .

B. ∆0 = 0 であるための必要十分条件は、Tn が影響関数 l̃ をもつ漸近線形推定量であることで
ある . このとき、Tn は有効推定量になる .
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命題 4.1 ：ν : P �→ Rm とする . Tn を P0 において影響関数 ψ をもつ ν の漸近線形推定量
とする . このとき、
A. Tn は P0 において正則であるための必要十分条件は、ν は経路ごとに微分可能で微分 ν̇ を
もち、

ψ − ν̇ = ψ − l̃ ⊥ Ṗ (4.9)

が成立する .

B. Tn を P0 において正則とし、仮定 3.1が成立するとする . Tn が P0 において有効であるた
めの必要十分条件は、ψ = l̃ である .

証明：証明は命題 3.3と同様にできる .

A. {Pη} を η = 0 におていスコア関数 h ∈ (Ṗ
0
)l をもつ l 次元正則母数部分モデルとする .

n→ ∞のとき、tn → tとし、ηn = tn/
√
n 、Pn = Pηn とおく . P0 において {Tn}は漸近線形

であることと命題 3.1から

LP0

[ √
n(Tn − ν(P0))

log Πn
i=1{dPηn/dP0}(Xi)

]
d−→ N

([
0

−1
2
Σ22

]
,Σ

)

が成立する . ただし、

Σ = (Σij), Σ11 = E[ΨΨT ], Σ12 = E[ΨhT ]t, Σ22 = tTE[hhT ]t

である . 補題 2.3（Le Cam の第 3 補題）から

LPn(
√
n(Tn − ν(P0))

d−→ N(Σ12,Σ11) (4.10)

を得る . 一方、{Tn} の正則性より

LPn(
√
n(Tn − ν(Pn))

d−→ N(0,Σ11) (4.11)

となる . (4.10) と (4.11) を比較すれば、

√
n(ν(Pn) − ν(P0)) → Σ12 = E[ΨhT ]t (4.12)

が成立することがわかる . (4.12) を書き直せば、任意の {ηn}に対し

ν(Pn) = ν(P0) + 〈Ψ, h〉L2(P0)ηn + o(|ηn|) (4.13)

が成立することがわかる . (4.13) より、ν は経路ごとに微分可能で、微分 ν̇ は、すべての
h ∈ Ṗ に対し、

ν̇(h) = 〈Ψ, h〉L2(P0) (4.14)

を満足することがわかる . Reisz の表現定理を用いれば、

ν̇(h) = 〈ν̇ , h〉L2(P0) (4.15)



54 第 4章 無限次元モデルにおける Euclid 母数に対する情報限界

となる . (4.14) と (4.15) から
〈ν̇ − Ψ, h〉L2(P0) = 0

となるので、(4.9) がわかる .

逆に、ν が経路ごとに微分可能で (4.9) が成立するならば、(4.12) が成立し、(4.10) と合
わせれば、(4.13) が成立することから証明さらる .

B. {Tn} が有効とする . 定義 4.8 と定理 4.1.A から Λ0 = 0 となり、{Tn} は有効影響関数
Ψ = l̃ をもつことが定理 4.1.B からわかる .

つぎに、Ψ ∈ Ṗ
m
を仮定する . このとき、Ψ − l̃ ∈ Ṗ

m
となり、(4.9) から、Ψ = l̃ となっ

て、{Tn}は有効であることがわかる . �

4.4 スコア関数と情報限界

4.4.1 ノンパラメトリックモデルの観点から

系 4.2 ：g をある実数値関数とする . ν : P �→ R が

ν(P ) =
∫
g(x)dP (x)

で与えられるとする . もし、
sup
P∈P

EP [g2(X)] <∞

ならば、ν は P0 ∈ P において経路ごとに微分可能で微分 ν̇ ∈ L0
2(P0) をもち、

ν̇ = ν̇(P0) = g(x) −EP0 [g(X)] (4.16)

で与えられる .

証明：{s(η)} を S = {s =
√
dP/dµ : P ∈ P } の中の曲線とし、接ベクトル t ∈ Ṡ ⊂ L2(µ) を

もつものとする . すなわち、
{∫

[s(η) − s(0) − ηt]2dµ
}1/2

= o(η)

である . ただし、s0 = s(0) とした . このとき、Riesz の定理と定義 4.3 から

〈ν̇(s0), t〉L(µ) = ν̇(s0)(t) = ν̇(P0)
(

2t

s0

)
= 〈ν̇(P0),

2t

s0
〉L2(P0)

となる . したがって、

ν(s(η)) − ν(s0) − η〈ν̇(s0), t〉L2(µ) = ν(s(η)) − ν(s0) − η〈ν̇(P0),
2t

s0
〉L2(P0)

から、(4.16) を証明するために

ν(s(η)) − ν(s0) − η〈g −Eg(X),
2t

s0
〉L2(P0) = o(η) (4.17)
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を示せばよい .

ν の定義より、(4.17) の左辺は
∫
g{s2(η) − s2(0) − 2ηts0}dµ− 2ηEg(X)

∫
ts0dµ

=
∫
g{s2(η)− s2(0) − 2ηts0dµ+ o(η)

=
∫
g{s(η) − s(0) − ηt}{s(η) + s(0)}dµ+ η

∫
g{s(η) − s(0)}dµ

≡ η{A(η) +B(η)}

と変形できる7 . しかし、

|A(η)| ≤
√∫

g2{s(η) + s(0)}2dµ · η
√√√√∫ {

s(η)− s(0)

η
− η

}2

dµ

≤ η
√

2{Eηg2 + E0g2}o(1) = ηO(1)o(1)

となる . 一方、

|B(η)| ≤
∣∣∣∣
∫
{|g|≤1/

√
n}
gt(s(η)− s(0))dµ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∫
{|g|>1/

√
n}
gt(s(η) − s(0))dµ

∣∣∣∣
≤

√
1

η

∫
t2dµ

∫
{s(η) − s(0)}2dµ+

√∫
{|g|≥1/

√
n}
t2dµ2(Eηg2 + E0g2)

= o(1) + o(1)

となる8 . �

7 第１番目の等式は

lim
η→0

η

∫
ts0dµ = lim

η→0
η〈t, s0〉L2(µ) = lim

η→0
〈s(η) − s(0) + o(η), s0〉L2(µ)

からわかる .
8 t ∈ L2(µ)に注意して

1
η2

∫
(s(η) − s(0))2dµ ≤

∫ {
s(η) − s(0)

η
− t

}2

dµ+
∫
t2dµ

≤
∫
t2dµ+ o(η)

より、η → 0 に対し、
1
η

∫
t2dµ

∫
(s(η) − s(0))2dµ ≤ η[

∫
t2dµ]2 + o(η)

となる . 一方、Eg2 <∞ より P1{|g| > 1/
√
n} → 0(η → 0) に注意すれば、η → 0 に対し、∫
{|g|>1/

√
n}
t2dµ→ 0

となることからわかる .
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例 4.5 ：モデル

P =
{
P 上の確率測度 P � µ : median (P ) = 0（固定）,EP | X |2+δ<∞

}

とする . ただし、δ > 0 である . ここで、ν(P ) = EP [X] の推定を考える . 接空間 Ṗ を求め
るために、P ∈ P に対して、

γ(P ) = EP{1(−∞,0](X) − 1

2
} = 0

とおく . 任意の正則部分モデル {Pη} に対して、

EPη1(−∞,0](X) =
1

2

を満足する . よって、l̇η = (∂/∂η) log pη とおけば、

∫
{1(−∞,0](x) − 1

2
}l̇η(x)pη(x)dµ(x) = 0

が成立する . 故に、

Ṗ (P0) ⊂
{
h ∈ L0

2(P0) : h ⊥ {1(−∞,0](x) − 1

2
}
}

となる . 実際、
Ṗ (P0) =

{
h ∈ L0

2(P0) : h ⊥ γ̇(P0)
}

が成立する9 . これを示すために、

pη(x) =
(1 + ηh(x))p0(x)∫

(1 + ηh(x))p0(x)dµ(x)

とおく . ただし、p0 = dP0/dµ である . このとき、 median (P0) = 0 と h の性質より

EPη{1(−∞,0](X) − 1

2
} = 0

かつ
l̇ = h(x)

が成立する . 命題 3.2 を ν(P ) = EPX に適応すれば、

ν̇(P0) = x− EP0X

となる . Ṗ ⊥ γ̇(P0) より、

l̃(·, P0 | ν,P ) = Π0(ν̇(P0) | Ṗ ) = ν̇(P0) − 〈ν̇(P0), γ̇(P0)〉L2(P0)

‖ γ̇(P0) ‖L2(P0)

γ̇(P0)

9 γ̇(P0) = 1(−∞,0](x) − 1
2 である .
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となる . 更に、

E{l̃(X)}2 = E(X − EX)2 − 〈ν̇(P0), γ̇(P0)〉2L2(P0)

‖ γ̇(P0) ‖2
L2(P0)

= σ2(P0)


1 − 〈ν̇(P0), γ̇(P0)〉2L2(P0)

σ2(P0) ‖ γ̇(P0) ‖2
L2(P0)




= σ2(P0)


1 − 〈ν̇(P0), γ̇(P0)〉2L2(P0)

‖ ν̇(P0) ‖2
L2(P0)

‖ γ̇(P0) ‖2
L2(P0)




となる . ここで、

〈ν̇(P ), γ̇(P )〉L2(P ) = E
[
(1(−∞,0](X) − 1

2
)(X − EX)

]

と

‖ γ̇(P0) ‖2
L2(P0)=

1

4

である .

例 4.6 ：µ は区間 [−M,M ] に集中すると仮定し、制約モデル

P =

{
P :

var(X)

ν2(P )
= c0, c0 は固定

}

を考える . ただし、ν(P ) = E(X) である . ここで、ν(P ) の推定を考える . モデルの制約は

γ(P ) =
∫
x2dP (x) − (1 + c0)ν

2(P ) = 0

と表現できる . 任意の正則部分モデル {Pη} は

EPη{X2 − (1 + c0)ν
2(Pη)} = 0

を満足し、上の式の左辺を η について微分すれば、∫
x2l̇η(x)pη(x)dµ(x) − 2(1 + c0)ν(Pη)

∫
xl̇η(x)pη(x)dµ(x)

=
∫
{x2 − 2(1 + c0)ν(Pη)x}l̇η(x)pη(x)dµ(x) = 0

が成立することがわかる . これより、
∫ {

x2 − 2(1 + c0)ν(P0)x−
∫
{x2 − 2(1 + c0)ν(P0)}dP0(x)

}
l̇(x)p0(x)dµ(x) = 0

となる . よって、

Ṗ ⊂
{
h ∈ L0

2(P0) : h ⊥ {x2 −
∫
x2dP0(x) − 2(1 + c0)ν(P0)(x− ν(P0))}

}
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となる . 実際、
Ṗ = γ̇(P0)

⊥ (4.18)

である . (4.18) を示すために、

pη =
(1 + ηh(x))p0(x)∫

(1 + ηh(x))p0(x)dµ(x)

とおく . このとき、h(x) の定義より

EPη

{
X2 −

∫
x2dP0(x) − 2(1 + c0)ν(P0)(X − ν(P0))

}

=
η∫

(1 + ηh(x))p0(x)dµ(x)

×
∫
h(x){x2 −

∫
x2dP0(x) − 2(1 + c0)(x− ν(P0))}dP0(x) = 0

となり、{Pη} ⊂ P となる . また、
l̃ = h(x)

である . ここで、

γ̇(P ) = x2 −
∫
x2dP0(x) − 2(1 + c0)ν(P0)(x− ν(P0))

とおくと、P �→ γ̇(P ) は P0 で連続となる . Ṗ ⊥ γ̇(P0) なので、ν̇(P0) = X − EX より、

l̃(x, P0 | ν,P ) = Π0(ν̇ | Ṗ ) = ν̇(P0) − 〈ν̇(P0), γ̇(P0)〉L2(P0)

‖ γ̇(P0) ‖L2(P0)
γ̇(P0)

= [1 + 2(1 + c0)(EX)a(P0)](x− EX) − a(P0)(x
2 −EX2)

となる . ただし、

a(P0) =
E[ν̇(P0)γ̇(P0)]

var[γ̇(P0)]
=

cov[X − EX,X2 − 2(1 + c0)(EX)X]

var[X2 − 2(1 + c0)(EX)X]

となる .

注意 4.4 ：例 3.5 と 3.6 の計算で情報限界を求めることができた . これを達成する正則推定
量の構成については Haberman (1984), Sheeby (1987, 1988) を参照のこと .

4.4.2 セミパラメトリックモデルの観点から

N ⊂ Rm を開集合とし、Gは適当な空間とする .

P =
{
P(ν,G) � µ : ν ∈ N , G ∈ G

}
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とし、p(·; ν,G) = dP(ν,G)/dµ、 P0 = P(ν0,G0)を固定する . また、

l̇ =
∂

∂ν
p(·; ν,G)

∣∣∣∣∣
ν=ν0,G=G0

とする . これはモデル
P 1 =

{
P(ν,G0) : ν ∈ N

}
に対するスコア関数である . 更に、

P 2 =
{
P(ν0,G) : G ∈ G

}

とする .

定理 4.3 ：つぎを仮定する .

(i) P 1 は正則である .

(ii) ν は１次元母数とする .

ここで、
l∗1 = l̇1 − Π0(l̇1 | Ṗ 2)

とおく . このとき、
A. {Gγ : γ ∈ Γ ⊂ R} ⊂ G とする .

Q =
{
P(ν,Gγ ) : ν ∈ N , γ ∈ Γ

}

が P0 ∈ Q において P の正則部分モデルならば、

I(P0 | ν,Q) ≥‖ l∗1 ‖2
L2(P0)

= EP0(l
∗
1)

2

が成立する . 等号成立は l∗1 ∈ Q̇ の場合のみである .

B. Ṗ = Ṗ 1＋Ṗ 2 が成立し、l∗1 �= 0 で、定理 3.1 におけるP と ν の仮定が成立するならば、ν
に対する有効影響関数は

l̃ =‖ l∗1 ‖−2
L2(P0)

l∗1 ≡ I−1(P0 | ν,P )l∗1

で与えられる .

証明：
A. 命題 3.3 を用いれば、任意の正則母数部分モデルQに対し、

I(P0|ν,Q) = ‖l̇1 −Π0(1̇1|Q̇2)‖2
L2(P0)

= ‖l̇1 −Π0(l̇1|Ṗ 2) + Π0(l̇1|Ṗ 2) − Π0(l̇1|Q̇2)‖L2(P0)

= ‖l∗1‖L2(P0) + ‖Π0(l̇1|Q̇2) − Π0(l̇1|Ṗ 2)‖L2(P0)
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となる . 最後の等式は l∗1 ⊥ Ṗ 2（ l∗1 の定義）であることと

Q̇2 =

{
∂

∂η
logP(ν,Gγ ) : γ ∈ Γ

}
⊂ Ṗ 2

なので、Π0(l̇1| P 2) と Π0(l̇1| Q 2)は Ṗ 2 に含まれることよりわかる .

B.はじめに、
〈ν̇(P0), l̇〉L2(P0) = 1 (4.19)

と
ν̇(P0) ⊥ Ṗ 2 (4.20)

を示す . (4.19) を示すために、P 1に制約したモデルを考える . ν の定義から P(ν,G0) ≡ Pν ∈ P 1

に対し、
ν(P(ν,G0)) − ν(P0) = ν − ν0 ≡ t (4.21)

となる . 一方、ν が経路ごとに微分可能であることより

ν(P(ν,G0)) = ν(P0) + tν̇(P0)(l̇1) + o(|t|)
= ν(P0) + t〈ν̇(P0), l̇1〉L2(P0) + o(|t|) (4.22)

となる . すべての tについて、(4.21) と (4.22) は等しくなるので

1 = 〈ν̇(P0), l̇1〉L2(P0)

が成立することがわかる .

(4.20) を示すために、h ∈ Ṗ
0

2 をとる . すると、 hを接ベクトルとしてもつ１次元正則母数
部分モデル

Q2 = {P(ν0,Gγ) : γ ∈ Γ}
が存在する . Q2 に制約した ν を考えると

0 = ν(P(ν0,Gγ)) − ν(P0) = γν̇(P0)(h) + o(γ)

= γ〈ν̇(P0), h〉L2(P0) + o(γ)

より、任意の h ∈ Ṗ
0

2 に対し、
〈ν̇(h), h〉L2(P0) = 0

が成立する . 仮定 Ṗ = Ṗ 1 + Ṗ 2 で P 1が正則であることと ν̇(P0) ∈ Ṗ に注意すれば、h̃ ∈ Ṗ 2

が存在して、

ν̇(P0) = al̇1 + bh̃ = al∗1 + bh̃+ aΠ0(l̇1|Ṗ 1)

= al∗1 + bh

と書ける . ただし、h ∈ Ṗ 2 である . このとき、(4.20) より

ν̇(P0) = al∗1
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となり、(4.19) より

1 = a〈l∗1, l̇1〉L2(P0) = a〈l∗1, l∗1〉L2(P0) − 〈l∗1,Π0(l̇1|Ṗ 2)〉L2(P0)

= a‖l∗1‖L2(P0)

となる . したがって、

ν̇(P0) =
1

‖l‖L2(P0)

l∗1 = I−1(P0|ν,P )l∗1

となる . �

定義 4.9 ：l∗1 を P における ν の有効スコア関数といい、l∗1(·, P0 | ν,P ) と記す .

ここで、ν を m 次元ベクトル (m ≥ 1) とし、スコア関数を

l∗1 = (l∗11, . . . , , l
∗
1m)

と定める . ただし、l∗11, . . . , , l
∗
1m は ν の成分に対するスコア関数とし、

l∗1i = l̇1i − Π0(l̇1i | Ṗ 2), l̇1i =
∂

∂νi
log p(·; ν,G0)

∣∣∣∣∣
ν=ν0

, i = 1, 2, . . . , m

で与えられる .

系 4.3 ：P 1 を正則と仮定する .

A. Q をある正則母数部分モデルとし、I−1(P0 | ν,Q)が定まるとする . このとき、

I(P0 | ν,Q) ≥ EP0 [l
∗
1(l

∗
1)
T ]

である . 等号成立は [l∗1] が Q̇ に含まれるときである .

B. Ṗ = Ṗ 1 + Ṗ 2 と定理 3.1 の条件が成立するとする . このとき、有効影響関数は

l∗1 = I−1(P0 | ν,P )l∗1

で与えられる . ただし、
I(P0 | ν,P ) = E[l∗1(l

∗
1)
T ]

である .





63

第5章 無限次元母数にたいする情報限界

5.1 共役作用素
定義 5.1 ：線形空間 X から [0,∞) への写像 ‖ · ‖X : X −→ [0,∞)がつぎの性質 (i), (ii), (iii)

をもつとき、X をノルム空間（normed linear spaec）とよび、‖ · ‖X を X 上のノルムと
いう：

(i) ‖ x ‖X= 0 ⇔ x = 0

(ii) ‖ x+ y ‖X≤‖ x ‖X + ‖ y ‖X （任意の x, y ∈ X ）

(iii) ‖ cx ‖X= c ‖ x ‖X c は任意のスカラー

定義 5.2 ：ノルム空間 X が距離空間として完備なとき、すなわちX の中の任意のコーシー
列も X の元に収束するとき、X を Banach 空間という .

定義 5.3 ：X が R 上のノルム空間のとき、X 上の有界な線形汎関数の全体がつくるノルム
空間をX の双対空間（dual space）とよび、これをX∗ で表すことにする .

定義 5.4 ：X 上の線形空間 X がつぎの性質をもつ内積 〈·, ·〉X : X × X −→ R をもつとき、
実内積空間という .

(i) 〈x, y〉X = 〈y, x〉X
(ii) 〈x+ y, z〉X = 〈x, z〉X + 〈y, z〉X （x, y, z ∈ X）

(iii) 〈x, x〉X ≥ 0

とくに、〈x, x〉X = 0 となるのは x = 0 のときにかぎる .

R 上の内積空間 {X, 〈·, ·〉X} の任意の元 x ∈ X に対して、

‖ x ‖X=
√
〈x, x〉X

とおくと、‖ · ‖X は X 上のノルムとなる . よって、内積空間をこの意味でノルム空間と考える
.

定義 5.5 ：X 上の内積空間であって、その内積から導かれるノルムに関して完備な距離空間
すなわち Banach 空間になるとき、X を R 上のHilbert 空間とよぶ .

いま、随伴作用素の定義を述べる . Xと Y をノルム空間とし、それぞれの双対空間をX∗,Y ∗

とする . A : X −→ Y を X から Y への有界線形作用素1 とする . このとき、A によって導
1 ‖ A ‖= sup{| Ax |: x ∈ Xかつ 　‖ x ‖X≤ 1} <∞

また、有界 ⇔ 連続
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かれた Y ∗ からX∗ への作用素AT : Y ∗ −→ X∗ を

y∗ �−→ y∗ ◦ A (y∗ ∈ Y ∗)

で定義し、AT を随伴作用素（adjoint operator）とよぶ . ここで、X∗ ×X∗ から R への写
像を

(x, x∗) �→ 〈x, x∗〉X = x∗(x)

で定義することにする . このとき、任意の x ∈ X と y∗ ∈ Y ∗ に対して、

〈Ax, y∗〉Y = 〈x,ATy∗〉X

が成立する .

有界線形作用素に対する随伴線形作用素についての定理が成立する .

定理 5.1 ：
A. I を X 上の恒等作用素とすれば、IT = I

B. A,B を X から Y への有界線形作用素とし、c ∈ R とする . このとき、

(i) (A+B)T = AT +BT

(ii) (cA)T = cAT

C. A を X から Y への有界線形作用素とし、B を Y から Z への有界線形作用素とする .

このとき、
(BA)T = ATBT

D. A を X から Y への有界線形作用素とし、有界な逆作用素2 をもつとする . このとき、

(A−1)T = (AT )−1

E. ‖ AT ‖=‖ A ‖
F. A を X から Y への有界線形作用素とする . このとき、

(AT )T = A

X から Y への有界線形作用素に対して、

Kernel (A) = {x ∈ X : Ax = 0}

を零化空間とよび、A の像を

Image (A) = {y ∈ Y : ある x ∈ X に対して、y = Ax 　をみたす }

2 A : X −→ Y が単射の場合、y ∈ {Ax : x ∈ X}に対して、Ax = y となる元 x を対応させる写像を逆写像と
よぶ .
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と記す . また、簡単に

Kernel (AT ) = { Image (A)}⊥
Kernel (A) = { Image (AT )}⊥

がわかる . なぜならば、y∗ ∈ Kernel (AT ) と y = Ax ∈ Image (A) に対して、

〈y∗, y〉Y = 〈y∗, Ax〉Y = 〈ATx, x〉X = 0

よりわかる .

5.2 スコア作用素
欠損値データについてのモデルを含む多くのセミパラメトリックモデルに対して、スコア作

用素を考えると便利である . 欠損値データの場合については、スコア作用素は実際に与えられ
たデータのスコア作用素の条件付き期待値として表現できる .

5.2.1 欠損値データモデルのスコア作用素

Q ≡ {Qθ : θ ∈ Θ} を母数モデルとして、X0 ∼ Qθ と仮定する . T : (X0,A0) −→ (X,A)

を可測関数とし、X = T (X0) を観測とする . ここで、T によって導出されたモデルを P T =

QT−1 = {QθT
−1 : θ ∈ Θ}と記す ことにする . P T = QT−1 と Q のスコア関数を関係づける

命題を導出するために、つぎの補題を用いる .

補題 5.1 ：Q を正則モデルとし、Qθ � µ とする . s(θ) =
√
dQθ/dµ とおいたとき、

‖ s(θ + h) − s(θ) − 2ṡT (θ)hs(θ)

s(θ + h) + s(θ)
‖L2(µ)= o(h)

が成立する .

証明：
|s(θ + h) − s(θ)|
s(θ + h) + s(θ)

≤ 1

に注意すれば、i = 1, . . . , k とある K > 0 に対し、∥∥∥∥ṡi(θ) − 2ṡi(θ)s(θ)

s(θ + h) + s(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

=
∥∥∥∥ ṡi(θ){s(θ + h) − s(θ)}

s(θ + h) + s(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤


∫
|ṡi(θ)|>Ks(θ)

[
ṡi(θ){s(θ + h) − s(θ)}

s(θ + h) + s(θ)

]2

dµ




1/2

+



∫
|ṡi(θ)|≤Ks(θ)

[
ṡi(θ){s(θ + h) − s(θ)}

s(θ + h) + s(θ)

]2

dµ




1/2

≤
{∫

|ṡi(θ)|>Ks(θ)
ṡ2
i (θ)dµ

}1/2

+K2
{∫

{s(θ + h) − s(θ)}2dµ
}1/2
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となる . ṡi(θ)/s(θ) ∈ L2(Pθ)と s(·)が ‖ · ‖L2(µ) について連続3 であることに注意すれば、(5.1)

の最右辺の第一項目は、K ↑ ∞とすれば、一様可積分性よりゼロになり、第二項目は ‖h‖ → 0

のとき、ゼロとなる .

つぎに、モデルの正則性から

‖s(θ + h) − s(θ) − ṡT (θ)h‖L2(µ) = o(|h|)
であることと (5.1) を用いると

∥∥∥∥s(θ + h) − s(θ) − 2ṡT (θ)hs(θ)

s(θ + h) + s(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤ ‖s(θ + h) − s(θ) − ṡT (θ)h‖L2(µ) +
∥∥∥∥ṡT (θ)h− 2ṡT (θ)hs(θ)

s(θ + h) + s(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

= o(|h|) (5.1)

がわかる . したがって、補題は示された . �

補題 5.2 ：

pT,θ =
dPT,θ
dµT−1

とし、sT (θ) =
√
pT,θ とする . このとき、

s2
T (θ) = Eµ(s

2(θ)|T ) a.s. µT−1 (5.2)

が成立する .

証明：任意の A ∈ A に対し、

PT (A) = QT−1(A) = Q{T (X0) ∈ A} =
∫
T (x0)∈A

dQ

dµ
(x0)dµ(x0)

= Eµ

[
1{T (X0) ∈ A}Eµ

{
dQ

dµ
(X0)

∣∣∣∣T
}]

=
∫
T (x0)∈A

Eµ

{
dQ

dµ

∣∣∣∣T = T (x0)

}
dµ(x0)

=
∫
A

Eµ

{
dQ

dµ

∣∣∣∣T = x

}
dµT−1(x)

より補題は証明された . �

補題 5.3 ：(X,Y, Z) を３変量確率変数とし、X,Y ≥ 0, a.s. かつEX,EY,E | Z | は有限とす
る . このとき、(√

EX −
√

EY − EZ√
EX +

√
EY

)2

≤ E

(√
X −

√
Y − Z√

X +
√
Y

)2

が成立する .
3 s(θ) は Fréchet 微分可能であることから、‖ · ‖L2(µ) について s(θ) は連続となることがわかる .
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証明：BKRWの pages 462 を参照されたい . �

命題 5.1 ：Q = {Qθ : θ ∈ Θ ⊂ Rk} を正則モデルとし、スコア関数

a(x0) = a(x0, Qθ | θ,Q) =
∂

∂θ
log p(x0, θ)

をもつとする . このとき、
P T = {QθT

−1 : Qθ ∈ Q}
は正則モデルでスコア関数

l̇(x, PT,θ|θ,P θ) = E[a(X0)|T (X0) = x] ≡ l̇T (x, PT,θ) (5.3)

をもつ . 更に、

I(θ, PT,θ) = E[l̇(X,PT,θ)l̇
T
(X,PT,θ)]

= E
{
E[l̇(X0, Qθ)|T (X0) = x]E[l̇

T
(X0, Qθ)|T (X0) = x]

}

≤ E[l̇(X0, Qθ)l̇
T
(X0, Qθ)] = I(θ, Qθ)

が成立する .

証明：

ṡT (θ) =
Eµ(q̇(θ)|T )

2sT (θ)
(5.4)

とおく . 補題 5.1、5.2、5.3を用いれば、∥∥∥∥sT (θ + h) − sT (θ) − 2ṡTT (θ)hsT (θ)

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤
∥∥∥∥
√

E{s2(θ + h)|T } −
√

E{s2(θ)|T }

− E{q̇T (θ)h|T }√
E{s2(θ + h)|T }+

√
E{s2(θ)|T }

∥∥∥∥
L2(µ)

≤
∥∥∥∥s(θ + h) − s(θ) − ṗT (θ)h

s(θ + h) + s(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

=
∥∥∥∥s(θ + h) − s(θ) − 2ṡT (θ)hs(θ)

s(θ + h) + s(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

= o(|h|) (5.5)

が成立することがわかる . 更に、補題 5.2を用いて、

(ṡT )2
i (θ) =

{E(q̇i(θ)|T )}2

4s2T (θ)

=
{E(2ṡi(θ)s(θ)|T )}2

4s2T (θ)

≤ E(ṡ2
i (θ)|T )E(s2(θ)|T )

E(s2(θ)|T )

= E(ṡ2
i (θ)|T ) (5.6)
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が成立することがわかる . (5.6)と ṡi(θ)/s(θ) ∈ L2(µ) 4 を用いれば、

∫ (
(ṡT )i(θ)

sT (θ)

)2

dQθT
−1 =

∫
(ṡT )i(θ)

s2
T (θ)

s2
TdµT

−1

=
∫

(ṡT )2
i (θ)dµT

−1 ≤
∫

Eµ(ṡ
2
i (θ)|T )dµT−1

=
∫

Eµ(ṡ
T
i (θ)|T )dµ ≤

∫
ṡ2
i (θ)dµ <∞

が成立するので、
(ṡT )i(θ)

sT (θ)
∈ L2(QθT

−1)

となる . (5.5) と補題 5.1 から

‖sT (θ + h) − sT (θ) − ṡTT (θ)h‖L2(µ) = o(|h|) (5.7)

が成立し、これより sT (θ)は θ について連続であることがわかる .

つぎに、ṡT の連続性を示す . そのために、(5.4) を用いれば、

‖(ṡT )i(θ + h) − (ṡT )i(θ)‖L2(µ)

=
∥∥∥∥{2sT (θ + h) − (sT (θ + h) − sT (θ))}(ṡT )i(θ + h)

sT (θ + h) + sT (θ)

−{2sT (θ) − (sT (θ + h) − sT (θ)})(ṡT )i(θ)

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤
∥∥∥∥2sT (θ + h)(ṡT )i(θ + h) − 2sT (θ)(ṡT )i(θ)

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

+
∥∥∥∥(ṡT )i(θ + h)(sT (θ + h) − sT (θ))

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

+

∥∥∥∥(ṡT )i(θ)(sT (θ + h) − sT (θ))

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

=
∥∥∥∥Eµ(q̇i(θ + h) − q̇i(θ)|T )

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

+
∥∥∥∥(ṡT )i(θ + h)(sT (θ + h) − sT (θ))

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

+
∥∥∥∥(ṡT )i(θ)(sT (θ + h) − sT (θ))

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

(5.8)

となることがわかる . ṡ(θ)の連続性5 と ṡ(θ) ∈ L2(µ)であることより、ṡi(θ+h)/s(θ+h)は一
様２乗可積分となる . したがって、(ṡT )i(θ+h)/s(θ+h)も一様２乗可積分6 となる . このこと

4 正則性より ṡi(θ)/s(θ) ∈ L2(Pθ)であるので、これは明らか .
5 すなわち、|h| → 0 のとき

‖ṡ(θ + h) − ṡ(θ)‖L2(µ) → 0

が成立する .
6 K.L. Chung の pages 97 から ṡi(θ+h)/s(θ+h) ∈ L2(Pθ+h)ならば (ṡT )i(θ+h)/sT (θ+h) ∈ L2(Pθ+hT

−1)
がわかる .
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と補題 5.1を用いれば、ある K > 0を取れば、(5.8) の最右辺の第二項目は、|h| → 0のとき、

∥∥∥∥(ṡT )i(θ + h)(sT (θ + h) − sT (θ))

sT (θ + h) + sT (θ)

∥∥∥∥2

L2(µ)

≤
∫
|(ṡT )i(θ+h)|>KsT (θ+h)

(
(ṡT )i(θ + h)

sT (θ + h)

)2

dPθ+hT
−1

+K2
∫
{sT (θ + h) − sT (θ)}2dµT−1 → 0 (5.9)

となることがわかる . また、Cauchy – Schwarz の不等式と Jensen の不等式を利用すれば、
第一項目については

{Eµ(q̇i(θ + h) − q̇i(θ)|T )}2

≤ Eµ


{ q̇i(θ + h) − q̇i(θ)

s(θ + h) + s(θ)

}2 ∣∣∣∣T

Eµ(s(θ + h) + s(θ))2

≤ Eµ


{2(ṡi(θ + h)s(θ + h) − ṡi(θ)s(θ))

s(θ + h) + s(θ)

}2 ∣∣∣∣T

O(1)

≤ Eµ


{s(θ + 2h) + s(θ + h)

s(θ + h) + s(θ)

}2

ṡ2
i (θ + h)

∣∣∣∣T

O(1)

+Eµ[{ṡi(θ + h) − ṡi(θ)}2|] + o(|h|) (5.10)

のように評価できる . 最後の不等式は θ = θ + hとして補題 5.1 の証明中の (5.1) を用いると

2ṡi(θ + h)s(θ + h) = ṡi(θ + h)(s(θ + 2h) + s(θ + h)) + o(|h|)

となることに注意すれば、

2{ṡi(θ + h)s(θ + h) − ṡi(θ)s(θ)}
s(θ + h) + s(θ)

=
ṡi(θ + h){s(θ + 2h) + s(θ + h)}

s(θ + h) + s(θ)

となることよりわかる . ṡi(θ)の連続性7 を用いれば、(5.10) の最右辺は、|h| → 0のとき、ゼ
ロに収束することがわかる . したがって、(5.9) と (5.10) より、(ṡT )i の θ に関する連続性が
示せた . �

5.2.2 Mixture モデルのスコア関数

まず、
Q = {Qθ,η � µ : θ ∈ Θ ⊂ Rr, η ∈ H ⊂ Rq}

7 すなわち、|h| → 0 のとき、
‖ṡi(θ + h) − si(θ)‖L2(µ) → 0

が成立する .
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を正則母数モデルとし、確率密度関数を f(·, θ, η) = dQθ,η/dµと記す . H 上のすべての分布の
適当な部分集合G 8 に対して、新たなモデルを

P =
{
P(θ,G) =

∫
Q(θ,η)dG(η) : θ ∈ Θ, G ∈ G

}

で定義する . また、p(x; θ, G) = dP(θ,G)/dµと書く . 更に、

P 1 =
{
P(θ,G0) : G0 は固定

}
⊂ P

P 2 =
{
P(θ0,G) : θ0 は固定

}
⊂ P

とおき、

J(θ, η) =
∫ | ḟ(x; θ, η) |2

f(x; θ, η)
dµ(x)

とおく . ただし、ḟ は θ に関する f の導関数とする . Qは正則なので、写像 θ �→ J(θ.η)は連
続である .

命題 5.2 ：つぎを仮定する .

(i) Q は正則 .

(ii) すべての θ について 　　 ∫
J(θ, η)dG(η) <∞

　で、すべての G ∈ G について

θ �→
∫
J(θ, η)dG(η)

は連続とする .

(iii) G を固定してモデル P 1(G) における θ の情報行列

I(θ) = I(P0 | θ,P 1(G)) =
∫
ṗṗT

p
(x; θ, G)dµ

は正則とする .

このとき、P 1(G0) は正則モデルとなり、

l̇1(X, θ, G) =

∫
ḟ(X; θ, ηdG(η)∫
f(X; θ, η)dG(η)

=

∫
(ḟ/f)(X; θ, η)f(X; θ, η)dG(η)∫

f(X; θ, η)dG(η)

= E[ ˙l(X, θ, U) | X]

8 G = {G� ν} とする .
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が成立する . ただし、

l̇(X, θ, η) =
ḟ(X, θ, η)

f(X, θ, η)

である . もし、 {
P(θ,Gγ) :| γ |< 1,

dGγ

dG0
= gγ, g0 = 1

}

が P 2 の正則母数部分モデルならば、

∂

∂γ
l(X, θ, Gγ)

∣∣∣∣∣
γ=0

= E[a(U ) | X]

が成立する , ただし、

a(η) =
∂

∂γ
log gγ

∣∣∣∣∣
γ=0

である . 更に、G が十分豊かならば、

Ṗ 2 ⊃
{
E[a(U ) | X] : a ∈ L0

2(G)
}

(5.11)

が成立する .

証明：(i) より

1

|∆|‖
√
f(·, θ + ∆, η)−

√
f(·, θ, η)‖L2(µ)

=
1

|∆|
∥∥∥∥1

2

∫ 1

0
∆T ḟ√

f
(·, θ + ξ∆, η)dξ

∥∥∥∥
L2(µ)

≤ 1

|∆| sup
0≤ξ≤1

∥∥∥∥1

2
∆T ḟ√

f
(·, θ + ξ∆, η)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤ 1

2
sup

0≤ξ≤1

√
J(θ+ ξ∆, η) (5.12)

となる . 固定した G ∈ Gについて

s(x, θ, G) =

√∫
f(x, θ, η)dG(η)

とおく . 補題 5.3 を用いれば、

∫ {
s(x, θ + λ∆, G) − s(x, θ, G)

λ
− ∆T

∫
ḟ (x, θ, η)dG(η)

s(x, θ+ λ∆, G) + s(x, θ, G)

}2

dµ

≤
∫ ∫ {√f(x, θ + λ∆, η) −

√
f(x, θ, η)

λ

− ∆T ḟ(x, θ, η)√
f(x, θ + λ∆, η) −

√
f(x, θ, η)

}2

dµ(x)dG(η) (5.13)
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を得る . (5.12) と補題 5.1 を用いれば、

∥∥∥∥
√
f(x, θ + λ∆, η) −

√
f(x, θ, η)

λ
− ∆T ḟ(x, θ, η)√

f(x, θ + λ∆, η) −
√
f(x, θ, η)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤ 1

2
sup

0≤ξ≤1

√
J(θ + ξ∆, η) +

∥∥∥∥∆T ḟ (x, θ, η)

f(x, θ, η)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤ 1

2
sup

0≤ξ≤1

√
J(θ + ξ∆, η) +

√
J(θ, η)|∆| (5.14)

を得る . (5.14) の最右辺は任意の λ ∈ [0, 1]に対し、Gで可積分であることに注意して、有界
収束定理を用いれば、λ → 0 のとき、(5.13) の最右辺はゼロに収束することがわかる . した
がって、U ∼ G とし、

ṡ(x, θ, G) =
E[ḟ(X, θ, U)|X]

2s(x, θ, G)
(5.15)

とおけば、
∥∥∥∥s(x, θ+ λ∆, G) − s(x, θ, G) − λ∆T 2ṡ(x, θ, G)s(x, θ, G)

s(x, θ + λ∆, G) + s(x, θ, G)

∥∥∥∥
L2(µ)

= o(|λ|) (5.16)

がわかる . (5.16) と補題 5.1 の証明中の (5.1) を用いれば、

‖s(x, θ + λ∆, G) − s(x, θ, G) − λ∆T ṡ(x, θ, G)‖L2(µ) = o(|λ|) (5.17)

が成立することがわかる .

つぎに、ṡT (θ) の θ に関する連続性を示す . 以後、簡略して sG(θ) = s(x, θ, G) と記すこと
にする . (5.12) から

‖(ṡG)i(θ + h) − (ṡG)i(θ)‖L2(µ)

=
∥∥∥∥{2sG(θ + h) − (sG(θ + h) − sG(θ))}(ṡG)i(θ + h)

sG(θ + h) + sG(θ)

−{2sG(θ) − (sG(θ + h) − sG(θ))}(ṡG)i(θ)

sG(θ + h) + sG(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤
∥∥∥∥E(ḟ(X, θ + h, U) − ḟ(X, θ, U))

sG(θ + h) + sG(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

+
∥∥∥∥(ṡT )i(θ + h)(sG(θ + h) − sG(θ))

sG(θ + h) + sG(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

+
∥∥∥∥(ṡT )i(θ)(sG(θ + h) − sG(θ))

sG(θ + h) + sG(θ)

∥∥∥∥
L2(µ)

となることがわかる . ḟ(x, θ, η) の連続性と ḟi(x, θ, η)/f(x, θ, η)が一様２乗可積分であること
から、(ṡG)i(θ + h)/sG(θ + h)は一様２乗可積分であることがわかるので、ある K > 0 を取れ
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ば、|h| → 0 のとき、

∥∥∥∥(ṡT )i(θ + h)(sG(θ + h) − sG(θ))

sG(θ + h) + sG(θ)

∥∥∥∥2

L2(µ)

≤
∫
|(ṡG)i(θ+h)|>KsG(θ+h)

(
(ṡG)i(θ + h)

sG(θ + h)

)2

dP(θ+h,G)

+K2
∫
{sG(θ + h) − sG(θ)}2dµ → 0 (5.18)

となることがわかる . 一方、s(x, θ, u) =
√
f(x.θ, u)とおき、Cauchy – Schwarz の不等式を用

いて、命題 5.1 の証明中の (5.10) と同様の変形を行えば、

{E[ḟi(X, θ + h, U) − ḟi(X, θ, U)|X]}2

≤ E


{s(X, θ + 2h,U) + s(X, θ + h, U)

s(X, θ + h, U) + s(X, θ, U)
− 1

}2

ṡi(X, θ + h, U)
∣∣∣∣X




+E[{ṡi(X, θ + h, U) − ṡi(X, θ, U)}2]O(1) + o(|h|) (5.19)

を得る . ṡi の連続性を用いれば、(5.19) の右辺はゼロに収束することがわかる . (5.18) と
(5.19) から、ṡG の連続性が示せた .

最後に、(5.11) を示すために、h を有界関数で Eh(U) = 0 を満足するものとする . 十分小
さい γ に対し、

gγ =
dGγ

dG0

, gγ(η) =
eγh(η)∫

eγh(η)dG(η)

とおく . まず、|h| → 0 のとき、

∥∥∥∥
√
f(x, θ, η)gγ(η)

dGγ

dν
−

√
f(x, θ, η)

dG0

dν
− h

2

√
f(x, θ, η)

dG0

dν

∥∥∥∥
L2(µ×ν)

≤
∫
{
√
gγ(η) − 1 − h

2
}2dG(η) → 0

となることに注意する .

√
f(x, θ, η)gγ(η)

dGγ

dν
= s(x, θ, η, G, γ) = s(γ)

とおけば、

ṡ(γ) =
h

2
s(0)

となる . 更に、

s(θ,G)(γ) =

√∫
s2(γ)dGγ

と

ṡ(θ,G)(γ) = E[
h

2
|X]s(θ,G)(γ)
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とおく .

∥∥∥∥s(θ,G)(γ) − s(θ,G)(0) − 2ṡ(θ,G)(0)s(θ,G)(0)

s(θ,G)(γ) + s(θ,G)(0)

∥∥∥∥
L2(µ)

≤
∥∥∥∥s(γ) − s(0) − 2ṡ(γ)s(γ)

s(γ) + s(0)

∥∥∥∥
L2(µ)

= o(γ)

となることがわかる .

あとは ṡ(θ,G)(γ) の γ に関する連続性を同様な議論を用いて示せば、補題は証明される .

�

5.2.3 スコア作用素と情報限界

(5.2) における条件付き期待値は L0
2(Q) の中の関数 a(·) = l̇(·, Q|θ,Q) を L0

2(P T ) の元 b ≡
l̇T (·, PT |θ,P T )に写す . このことより、(5.3)におけるスコア関数 l̇T の左辺を

l̇a

と書くことにする . ただし、l̇ = E[·|T (X0)] は単に条件付き期待値とする . すると l̇は L0
2(Q)

から L0
2(P T ) への有界線形写像となる . 更に、l̇ の随伴写像を

l̇
T

: L0
2(P T ) −→ L0

2(Q)

と書くことにする . これは、すべての a ∈ L0
2(P T )と b ∈ L0

2(Q)に対して、

〈b, l̇a〉L2(PT ) = 〈l̇T b, a〉L2(Q)

を満足するものとである . このとき、

l̇
T
l̇ : Q̇ −→ Q̇

を情報作用素とよぶ . l̇が条件付き期待値作用素として定義されるときには、l̇
T
も条件付き期

待値作用素、すなわち
l̇
T

= E[b(X)|X0 = x0]

として定義される .

例 5.1 ：Θ ⊂ Rk とする . スコア作用素

l̇ : Θ −→ L0
2(Pθ)

をすべての h ≡ (h1, h2, . . . , hk) ∈ Rk に対して、

l̇h = l̇θh
T =

k∑
i=1

l̇θihi
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で定義する . ただし、l̇θ = (l̇θ1, . . . , l̇θk) で

l̇θi =
∂

∂θi
log pθ, i = 1, 2, . . . , k

とする . このとき、

{∫
(
√
pθ+h −√

pθ − 1

2
hl̇
T

θ

√
pθ)

2dµ
}1/2

= o(| h |)

が成立することがわかる . 随伴作用素 l̇
T

: L2(Pθ) −→ Θ̇ = Rk は、すべての b ∈ L0
2(Pθ) に対

して、
l̇
T

= Eθ[l̇
T

θ b] ∈ Rk

で定義され、情報作用素 l̇
T
l̇ : Rk −→ Rk は、任意の h ∈ Rk に対して、

l̇
T
l̇h = l̇

T
(l̇θh

T ) = Eθ[(l̇
T

θ l̇θ)h
T ] = I(θ)hT

で定義される .

例 5.2（Interval censoring）：X0 = (Y, Z) ∈ [0,∞)×[0,∞)とし、Y と Z は独立な確率変数で分
布 F (·)と G(·)をもつとする . Q = F×Gとし、Q = {Q : F と G は µ と λ に関して絶対連続 }
と記すことにする .

X = T (X0) = (Z,1{Y ≤ Z}) = (Z, δ)

を観測したとする . このとき、モデルは

P T =
{
PT = QT−1 : Q = F ×G,F � µ,G� λ

}

となる . よって、PT = PF,G は確率密度関数

pF,G(x) = pF,G(z, δ) = (F (z))δ(1 − F (z))1−δg(z) (5.20)

をもつことがわかる . ただし、g(z) = dG/dλ, δ = {0, 1} である . G を固定し、既知とすれば、
Q̇ と L0

2(F ) を同一視でき、モデルのスコア関数は、a ∈ L0
2(F ) に対し

(l̇a)(x) = E[a(Y )|T (X0) = x]

= δ

∫ z
0 a(y)dF

F (z)
+ (1 − δ)

∫∞
z a(y)dF

1 − F (z)
(5.21)

で与えられる9 .

9 x = (z, δ)が与えられたときの Y の条件付き確率密度関数が

f(y|x) =
{
f(y)1(0,z)(y)/F (z) (δ = 1)
f(y)1(z,∞9(y)(1 − F (y)) (δ = 0)

で与えられるｋｔｏｎｉ注意 . ここで、f = dF/dµ とした .
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つぎに、随伴作用素を求める . 任意の b ∈ L0
2(PF,G) に対し

〈b, l̇a〉L2(PF,G) =
∫ ∞

0
b(x){(l̇a)(x)}dPF,G(x)

=
∫ ∞

0
b(z, δ)

[
δ

∫ z
0 a(y)dF

F (z)
+ (1 − δ)

∫∞
z a(y)dF

1 − F (z)

]
dPF,G(x)

=
∫ ∞

0
b(z, 1)

∫ z
0 a(y)dF

F (z)
F (z)dG(z)

+
∫ ∞

0
b(z, 0)

∫∞
z a(y)dF

1 − F (z)
(1 − F (z))dG(z)

=
∫ ∞

0
a(y)

∫ ∞

0
[1{y ≤ z}b(z, 1) + 1{y > z}b(z, 0)]dG(z)dF (y)

=
∫ ∞

0
a(y)

∫ ∞

0
[(1{y ≤ z} − F (z))b(z, 1)

+(1{y > z} − 1 + F (z))b(z, 0)]dG(z)dF (y)

= 〈a,
∫ ∞

0
[(1{y ≤ z} − F (z))b(z, 1)

+(1{y > z} − 1 + F (z))b(z, 0)]dG(z)〉L2(F )

となる . 最後から２番目の等式は、a ∈ L0
2(F ) に注意すれば、∫ ∞

0
a(y)

∫ ∞

0
F (z)b(z, 1)dG(z)dF (y) =

∫ ∞

0
F (z)b(z, 1)dG(z)

∫ ∞

0
a(y)dF (y) = 0

となることよりわかる . よって、随伴作用素 l̇
T
は

(l̇
T
b)(y) =

∫ ∞

0
[(1{y ≤ z} − F (z))b(z, 1)

+(1{y > z} − 1 + F (z))b(z, 0)]dG(z) (5.22)

で与えられる . また、情報作用素は

l̇
T
l̇a =

∫ ∞

0
[(1{y ≤ z} − F (z))

∫ z
0 a(t)dF (t)

F (Z)

+(1{y > z} − 1 + F (z))

∫∞
z a(t)dF (t)

1 − F (z)
]dG(z)

=
∫ ∞

0
a(t)K(y, t)dF (t) (5.23)

を得る . ただし、

K(y, t) =
∫ y∧z

0

dG(z)

1 − F (z)
+
∫ ∞

y∨t
dG(z)

F (z)
− 1

である . (5.22) の最後の式は等式
∫ ∞

0
1{y ≤ z}

∫∞
0 a(t)dF (t)

F (z)
dG(z) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
1{y ≤ z}1{t ≤ z} a(t)

F (z)
dG(z)dF (t)

=
∫ ∞

0
a(t)

∫ ∞

y∨t
dG(z)

F (z)
dF (t)
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と ∫ ∞

0

∫ z

0
a(t)dF (t)dG(z) +

∫ ∞

0

∫ ∞

z
a(t)dF (t)dG(z) =

∫ ∞

0
a(t)

∫ ∞

0
dG(Z)dF (t)

=
∫ ∞

0
a(t)dF (t) = 0

に注意すればわかる .

後で観るように、(5.23) で与えられる情報作用素は有界な逆作用素をもたないことから、任
意の F に対する情報限界をもたないことがわかる .

例 5.3（Convolutionモデル）：X0 = (Z,W ) ∈ R2とし、Z は未知の分布 F に従うとし、W は
固定した分布 Gに従い、それぞれ独立とする . Q = F×Gとおく . いま、X = T (X0) = Z+W

を考える . このとき、モデルは

P =
{
Pθ,G = QT−1 : Q = F ×G, F と G は µ と λ に関し絶対連続

}

で与えられるとする . よって、P = Pθ,G の確率密度関数は

pθ,G =
∫
gθ(x− z)dF (z) (5.24)

となる . ただし、g = dG/dλ である . G が既知のとき、Q̇ は L0
2(F ) と同一視できる . この

とき、

Z|X ∼ gθ(x− z)

pθ,G(x)

dF

dµ

となることに注意すれば、このモデルに対するスコア関数は

(l̇a)(x) = E[a(Z)|T (X0) = x]

=

∫
a(z)gθ(x− z)dF (z)

pθ,G(x)

で与えられる . つぎに随伴作用素 l̇
T
を求める . 任意の b ∈ L0

2(Pθ,G) に対して、

〈b, l̇a〉L0
2(Pθ,G) =

∫
b(x)(l̇a)(x)dPθ,G(x)

=
∫
b(x)

[
1

pθ,g

∫
a(z)gθ(x− z)dF (z)

]
dPθ,G(x)

=
∫
a(z)

[∫
b(x)gθ(x− z)

pθ,G
dPθ,G(x)

]
dF (z)

= 〈a,
∫
b(x)gθ(x− z)dµ〉L0

2(F ) (5.25)

となるなることより、随伴作用素 l̇
T

: L0
2(Pθ,G) −→ L0

2(F ) は

(l̇
T
b)(z) =

∫
b(x)gθ(x− z)dµ(x)
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で与えられることがわかる . 更に、情報作用素は

(l̇
T
l̇z)(z) =

∫
(l̇
T
a)(x)gθ(x− z)dµ(x)

=
∫ ∫

a(z)gθ(x− z′)dF (z′)
pθ,G(x)

gθ,G(x− z)dµ(x)

=
∫
a(z′)

[∫ gθ(x− z′)g(x− z)

pθ,G(x)
dµ(x)

]
dG(z′)

∫
a(z′)K(z, z′)dG(z′) (5.26)

で与えられる . ただし、

K(z, z′) =
∫
gθ(x− z)gθ(x− z′)

pθ,G(x)
dµ(x)

である .

注意 5.1 例 5.2 と同様、任意の F に対する情報限界を求めることはできない . これは、分布
関数 F の推定は 1/

√
n のオーダーでは不可能なことを暗示する .

例 5.4 （Has’minskii – Ibragimov モデル）：確率変数 Y1, . . . , Yn が

fθ,G(y) =
∫
qθ(y|z′)dG(z′)

に独立同一に従うものとする . 更に、これとは独立に Gに独立同一に従う確率変数 Z1, . . . , Zn
を観測したとする . G� λ のとき、g(z) = dG/dλ と記せば、(Y1, Z1) の確率密度関数は

pθ,G(y, z) = g(z)
∫
qθ(y|z′)dG(z′)

で与えられる . いま、
P = {g(z)qθ(y|z′)g(z′) : θ ∈ Θ, G ∈ G}

と
P 2 = {g(z)qθ0(y|z′)g(z′) : θ0 は固定, G ∈ G}

とおく . このとき、任意の１次元部分モデル {gη} に対し、
∂

∂η
log{gη(z)qθ0(y|z′)gη(z′)}

∣∣∣∣
η=0

=
ġ(z)

g(z)
+
ġ(z′)
g(z′)

を得る . したがって、

E

[{
ġ(z)

g(z)
+
ġ(z′)
g(z′)

} ∣∣∣∣T (X0) = x = (z, y)

]

=
∫ {

ġ(z)

g(z)
+
ġ(z′)
g(z′)

}
g(z)qθ0(y|z′)g(z′)
g(z)pθ,G(x)

dµ(z′)

=
ġ(z)

g(z)
+

1

pθ,G

∫
a(z′)qθ0(y|z′)g(z′)dµ(z′)
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となることより、スコア作用素 l̇g : L0
2(G) −→ L0

2(Pθ,G) は

(l̇ga)(y, z) = a(z) +
1

pθ,G

∫
a(z′)qθ0(y|z′)dG(z′)

で与えられる .

つぎに、随伴作用素 l̇
T

g を求める . Pθ,G � µ × λ とする . 任意の b(y, z) ∈ L0
2(Pθ,G) と

a(z) ∈ L0
2(G) に対し、

〈b, l̇ga〉L0
2(Pθ,G) =

∫
b(x)(l̇ga)(x)dPθ,G

=
∫
b(y, z)a(z)dPθ,G(x) +

∫
b(y, z)

∫
a(z′)qθ0(y|z′)dG(z′)

pθ,G(x)
dPθ,G(x)

=
∫
a(z)b(y, z)dµ(y)dG(z)dG(z′) +

∫
a(z′)b(y, z)qθ0(y|z′)dµ(y)dG(z)dG(z′)

=
∫
a(z)

[∫
b(y, z)dµ(y) +

∫
b(y, z′)qθ0(y|Zz)dµ(y)

]
dG(z)dG(z′)

=
∫
a(z)

[∫
b(y, z)dµ(y) +

∫
b(y, z′)qθ0(y|z′)dµ(y)dG(z′)

]
dG(z)

= 〈a,
∫
b(y, z)dµ(y) +

∫
b(y, z′)qθ0(y|z)dµ(y)dG(z′)〉L2(G)

を得る . したがって、随伴作用素 l̇
T

g : L0
2(Pθ,G) −→ L0

2(G) は

(l̇
T

g b)(z) =
∫
b(y, z)dµ(y) +

∫
b(y, z′)qθ0(y|z)dµ(y)dG(z′)

で与えられる . 更に、情報作用素 l̇
T

g l̇g : L0
2(G) −→ L0

2(G) は

(l̇
T

g l̇ga)(z) =
∫

(l̇ga)(y, z)dµ(y)

+
∫ ∫

(l̇ga)(y, z
′)qθ0(y|z)dµ(y)dG(z′)

=
∫ [
a(z) +

1

pθ,G(y, z)

∫
a(z′)qθ0(y|z′)dG(z′) + a(z′)qθ0(y|z)

+
1

pθ,G(y, z)

∫
a(z′′)qθ0(y|z′)qθ0(y|z′′)dG(z′)dG(z′′)

]
dµ(y)

となることがわかる .

これは有界逆作用素をもつので、1/
√
n のオーダーで推定可能であることを暗示する .

5.3 Van der Vaart の可微分性定理
モデル P = {P = PF,G} で与えられたとき、推定したい母数が

ν(PF,G) = ψ(F ) (5.27)
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のように陰に表現されている場合を考えよう . ここで、ψ は F の平均なり Quantile F (t0) の
ようなものと考えればよい .

(5.27) のように陰に定義された汎関数がどのような場合に道ごとに微分可能かを調べるのが
この節の目的である . 仮に ν が道ごとに微分可能であるならば、ν の推定問題に関する畳み込
み定理および情報限界を後でみるように求めることができ、ν は n−1/2 のオーダーで推定可能
できる可能性を示す . 一方、ν が微分可能でなければ、ν の推定は収束が n−1/2 のオーダーよ
りも遅い rate の推定量のみ推定できることが予想される .

H を Hilbert 空間として、モデル P は H の部分集合を母数空間としてもつモデルとする
. すなわち、

P = {Pg : g ∈ G ⊂ H}
である . 固定した元 g ∈ Gに対して、Gg を g を通過し η ∈ R に対して、ある h ∈ H が存在
して、

gη = g + ηh+ o(|η|) ∈ H (5.28)

を満足する曲線 {gη : η ∈ R} の集まりとする . このとき、

Ġ
0

=
⋃ {h : hはある曲線 {gη} ∈ Gg に対応するもの }

とする .

議論を簡単にするために P のすべての元 P はある測度 µに関して絶対連続とし、

pg =
dPg
dµ

, s(g) = sg =
√
pg

と記すことにする . つぎのような仮定をモデルについておく . ひとつは接集合 Ġ
0
に関するも

のであり、一方はモデル P を g の関数と観たときの微分可能性である .

(A1) . Ġ
0
は H の閉かつ線形部分空間とする . これは、

Ġ = [Ġ
0
] = Ġ

0

を意味する .

(A2) . 有界線形作用素
l̇g = l̇ : Ġ

0 −→ L0
2(Pg)

が存在して、(5.28)を満足する Gg の中の任意の曲線 {gη; η ∈ R} ∈ Gg に対して、

s(gη) − s(g) − η
(

1

2
l̇h
)
s(g) = o(η) (5.29)

が L2(µ) の意味 10 で成り立つとする .

10 √∫ {
s(gη) − s(g) − η

(
1
2
l̇h

)
s(g)

}2

dµ = 0(η)
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(5.29)が成立するとき、モデル P は {Pgη} に沿って Pg においてHellinger 微分可能とい
う . また、l̇ を g に対するスコア作用素とよぶ .

注意 5.2 ：Image(l̇) ⊂ Ṗ
0
である .

つぎに推定したい母数の仮定である . B を Banach 空間とし、ψ : G −→ B を次の意味で
道ごとに微分可能とする . (A1)が成立し、有界線形作用素

ψ̇g ≡ ψ̇ : Ġ
0 −→ B

が存在して、(5.28)を満足する Gg の中の任意の曲線 {gη} ∈ Gg に対して、∥∥∥η−1(ψ(gη) − ψ(g)) − ψ̇(h)
∥∥∥
B

= o(1)

が成立するとする . ただし、‖ · ‖B はB の norm とする .

(A3) 母数 ν : P −→ G は
ν(Pg) = ψ(g) (5.30)

で与えられる .

定義 5.6 ：ν が道ごとに微分可能で微分 ν̇ をもつとき、モデル P における ν の推定問題に
たいする有効影響作用素

l̃(P |ν,P ) ≡ l̃ν : B∗ −→ Ṗ

を
l̃ν(b

∗) ≡ ν̇T b∗ = ν̇b∗

で定義する .

定理 5.2 （Van der Vaart ）: (A1) – (A3) が成立するとする .

A. もし、(5.30) で与えられる ν : P −→ B が Pg ∈ P において微分可能ならば、

Image(ψ̇) ⊂ Image(l̇
T
) (5.31)

が成立する . (5.31) と同値条件は

Kernel(l̇) ⊂ Kernel(ψ̇) (5.32)

である . ただし、ψ̇T と l̇
T
は ψ̇ と l̇ の随伴作用素である .

B. もし、(5.28) が成立し、Ṗ = Image(l̇) ならば、ν は道ごとに微分可能であり、ν を推定す
るときの有効影響作用素 l̃ν は B∗ から Ṗ への作用素で一意的に存在し、

ψ̇T = l̇
T
l̃ν (5.33)

を満足する .

である . また、

‖ f ‖L2(µ)=

√∫
f2dµ

と記すことにする .
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証明：ν を道ごとに微分可能と仮定する . すなわち、

√
pgη =

√
pg +

1

2
(l̇h)

√
pg + o(η)

を満足するような曲線 {Pgη}に対し∥∥∥∥ν(Pgη ) − ν(Pg)

η
− ν̇(l̇h)

∥∥∥∥
B

= o(η)

を満足することである . ψが道ごとに微分可能であることと仮定 (A2)を用いれば、

ν̇(l̇h) = lim
η→0

ν(Pgη) − ν(Pg)

η

= lim
η→0

ψ(gη) − ψ(g)

η
= ψ̇(h) (5.34)

が成立する . よって、連続線形写像 ψ̇ : Ġ −→ B は

ψ̇ = ν̇ l̇ (5.35)

をみたすことがわかる . ただし、l̇ : Ġ −→ Ṗ と ν̇ : Ṗ −→ Ḃ である . 定理 5.1.C より

ψ̇T = l̇
T
ν̇T (5.36)

を得る .

逆に、(5.31)が成立するとする . 写像 ν̇ : Image(l̇) −→ B をすべての h ∈ Ġに対し

ν̇(l̇h) = ψ̇(h)

で定義すると well–definedである . なぜなら、l̇h1 = l̇h2 としたとき、(5.32) より

h1 − h2 ∈ Kernel(l̇) ⊂ Kernel(ψ̇)

が成立することから、ψ̇(h1) = ψ̇(h2) となり、ν̇ は well–defined なことがわかる .

h1, h2 ∈ Ġ と スカラー c1, c2 に対し

ν̇{l̇(c1h1 + c2h2)} = c1ψ̇(h1) + c2ψ̇(h2) = c1ν̇(l̇h1) + c2ν̇(l̇h2)

であることに注意すれば、ν̇ は Image(l̇) 上で線形であることがわかる .

つぎに ν̇ の連続性を示す . (5.31)から、任意の b∗ ∈ B∗ に対して、ある a ∈ L0
2(Pg)が存在

して、ψ̇T b∗ = l̇
T
a を満足することに注意すれば、

b∗ν̇(l̇h) = 〈b∗, ψ̇h〉B = 〈ψ̇T b∗, h〉H = 〈l̇Ta, h〉 = 〈a, l̇h〉L2(Pg)

となり、任意の b∗ ∈ B∗に対し、b∗ν̇ は Image(l̇)上の連続線形作用素となることがわかる . ま
た、共鳴定理11 より、ν̇ : Image(l̇) −→ B の有界性がわかる . 更に、連続性から ν̇ は Image(l̇)

上の作用素へ拡張できる . よって、(5.33)は (5.36)と 定義 5.6 よりわかる .
11 Banach–Steinhaus 定理とも呼ばれる . たとえば、関数解析（千葉克裕著、培風館）pages 114 を参照 .
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最後に一意性を示す . l̇
(1)

ν と l̇
(2)

ν をともに (5.33) の解と仮定し、ある b∗ ∈ bに対し

d ≡ l̇
(1)

ν − l̇
(2)

ν �= 0

とする . 定義 5.6 より d ∈ Ṗ となる . このとき、(5.33)を用いれば、

l̇
T
(d) = l̇

T
(l̇

(1)

ν ) − l̇
T
(l̇

(2)

ν ) = ψ̇(b∗) − ψ̇(b∗) = 0

となる . このことより、任意の h ∈ Ġ に対し

0 = 〈l̇T (d), h〉H = 〈d, l̇h〉L2(Pg)

となるので、 dは Image(l̇)と直交する . しかし、Image(l̇) ⊂ Ṗ であることより、d = 0とな
り、一意性が示せた . �

5.4 有効スコア作用素と有効影響作用素の計算
ここでは、体系的に有効スコア作用素と有効影響作用素を導出する計算方法を考える .

G を Hilbert 空間 (H , 〈·, ·〉H) の部分集合とし、G をパラメータにもつ Hellinger 微分可能
なモデル

P = {Pg : g ∈ G}
を考える . l̇ ≡ l̇g : Ġ −→ L0

2(Pg) をスコア作用素とし、l̇
T

: L0
2(Pg) −→ Ġ をその随伴作用素

とする . このとき、情報作用素を
l̇
T
l̇ : Ġ −→ Ġ

で定義する .

5.4.1 可微分性定理の系

系 5.1 ：仮定 (A1) – (A3) が成り立つものとする . もし、

Kernel(l̇) ⊂ Kernel(ψ̇) (5.37)

かつ
Image(l̇) は閉 (5.38)

ならば、ν は Pg ∈ P において道ごとに微分可能である .

証明：定理 5.2 より、(5.37)と (5.38) より、(5.31)が成立することを示せばよいことがわかる
. 任意の h ∈ Kernel(ψ̇) ⊂ G に対し

〈ψ̇T b∗, h〉H = 〈b∗, ψ̇h〉B = 0
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となる . よって、(5.37) より

ψ̇T b∗ ∈ {Kernel(ψ̇)}T ⊂ {Kernel(l̇)}T = Image(l̇
T
) = Image(l̇

T
)

が成立する . 最後から２番目の等式は Image(l̇)が得非であるための必要十分条件は Imagel̇
T
)

が閉であることからわかる . よって、(5.31)が成立する . �

系 5.2 ：仮定 (A1) – (A3) が成立するとする .

A. もし、Image(l̇) = Ṗ かつ
Kernel(l̇) = {0} (5.39)

で、(5.38) が成立するならば、ν : P −→ B は道ごとに微分可能である .

B. l̇
T
l̇ が１対１で上への写像であるための必要十分条件は (5.38) と (5.39) が成立することで

ある .

C. Image(l̇
T
l̇) ⊂ Image(l̇

T
) である . さらに、上の式で等号が成立するための必要十分条件は

(5.38) が成立することである .

証明：はじめに A を示す . (5.39) が成立するならば、(5.37)が成立するので、系 5.1 よりわ
かる .

つぎに、C を示す . Image(l̇
T
l̇) ⊂ Image( ˙lT )は明らかなので、(5.39)のときに、逆の包含関

係も成立することを示せばよい . Image(l̇) は閉なので、h = l̇α ∈ Image(l̇
T
) と仮定する . こ

のとき、ある h1 ∈ Ġ が存在して、h = (l̇
T
l̇)h1 と書ける12 . したがって、h ∈ Image(l̇

T
l̇) で

ある .

逆に、(5.39)において等号が成立するとする . α ∈ Image(l̇)とする . Image(l̇
T
) = Image(l̇

T
l̇)

より、ある h0 ∈ Ġ が存在して、l̇
T
α = l̇

T
l̇h0 と書ける . したがって、l̇

T
(α − l̇h0) = 0 より、

α − l̇h0 ∈ Kernel(l̇
T
) = Image(l̇)⊥ となる . 一方、α − l̇h0 ∈ Image(l̇) なので、α − l̇h0 = 0 と

なり、α ∈ Image(l̇)が成立する . したがって、Image(l̇) は閉である .

最後に、B を示す . まず、l̇
T
l̇が１対１上への写像ならば、(5.38)と (5.39)が成立すること

を示す . 仮定より、l̇
T
は上への写像なので、Image(l̇

T
) = Ġ

0
となり、仮定 (A.1) より閉集合

となる . したがって、Image(l̇) も閉集合になる13 . したがって、(5.38)が成立する . また、l̇

は１対１より、Kernel(l̇) = {0} となるので、(5.39)が成立する .

逆に、(5.38) と (5.39) が成立すると仮定する . (5.38) より、Image(l̇
T
) = Image(l̇

T
) =

Kernel(l̇)⊥ = {0}より、l̇
T
は上への写像であることがわかる . さらに、C より l̇

T
l̇ も上へ写像

である . l̇
T
l̇ が１対１を示すために、l̇

T
l̇h = 0 とすれば、l̇h ∈ Kernel(l̇

T
) = Image(l̇)⊥ より、

h ∈ Image(l̇) ∩ Image(l̇)⊥ = {0} なので、l̇h = 0となる . さらに、(5.39)から h ∈ Kernel(l̇) =

{0}となるので、l̇
T
l̇ は１対１であることがわかる .

�

12 実際、Image(l̇)⊥ = Kernel(l̇
T
) を使えば、

h = l̇
T
α = l̇

T {Π(α|Image(l̇)) + Π(α|Image(l̇)⊥)} = l̇
T
(l̇h1 + Π(α|Kernel(l̇

T
))) = l̇

T
l̇h1

よりわかる .
13 BKRW の pages 419 の命題 A.1.7.D を参照のこと .



5.4. 有効スコア作用素と有効影響作用素の計算 85

5.4.2 母数モデルにおける有効影響関数

ここでは、G ⊂ Rk と考える . 第３章の記号と対応させるために G = Θ, g = θ とおく . P

を正則母数モデルとし、
P = {Pθ � µ; θ ∈ Θ}

と記す .

θ0 ∈ Θを固定する . このとき、Ġ
0

= Ġ = Rk で Ṗ = [l̇1, . . . l̇k] となる . ただし、

l̇i =
∂

∂θi
log

dPθ
dµ

∣∣∣∣
θ=θ0

, i = 1, . . . , k

である .

いま、l̇ = (l̇1, . . . , l̇k) と記すこと14 にする . スコア作用素

l̇ : Ġ −→ Ṗ ⊂ L0
2(Pθ0 )

は、t = (t1, . . . , tk)
′ ∈ Ġ = Rk に対し

l̇(t) = l̇t =
k∑
i=1

til̇i

で定義される . また、随伴作用素

l̇
T

: L0
2(Pθ0) −→ Ġ = Rk

は、任意の h ∈ L0
2(Pθ0)に対し

l̇
T
h = (〈l̇1, h〉L2(Pθ0

), . . . , 〈l̇k, h〉L2(Pθ0
))

′ = E[l̇
′
h] ∈ Rk

で定義する . 更に、情報作用素
l̇
T
l̇ : Ġ −→ Ġ

は、任意の t ∈ Ġ = Rk に対し

l̇
T
l̇(t) = E[l̇

′
l̇t] = I(θ0)t

となることがわかる . また、有効影響関数作用素

l̇g : Ġ −→ Ṗ

は
l̇g(t) = l̇(l̇

T
l̇)t = l̇{EPθ0

(l̇
′
l̇)}−1t = l̇I(θ0)t = l̃t

で表現される . ただし、l̃ = l̇I(θ0)tは θ0 における有効影響関数である .

14 随伴作用素で転置の記号をもちいるので、混乱をさけるためにベクトルの転置の記号は l̇ に対して用いない
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5.4.3 直積で表現される母数空間をもつモデル

(H i, 〈·, ·〉Hi), i = 1, 2 を Hilbert 空間とし、Gi を H i の部分空間とする . G = G1 × G2 を
母数空間し、モデル

P =

{
Pg � µ : g =

[
g1

g2

]
, gi ∈ Gi, i = 1, 2

}

を考える . ここで、 G1 と G2 は無限次元空間であってもよい . いま、 η → 0 のとき、ある
hi ∈ H i(i = 1, 2)が存在して、

gi(η) = gi + hiη + o(η), i = 1, 2

となるような曲線 {gi(η) : η ∈ R} に対し

s(g1, g2) =

√
dPg
dµ

とおいたとき、ある有界線形作用素

l̇i : Ġi −→ L0
2(Pg), i = 1, 2

が存在して、L2(µ) の意味において

s(g1(η), g2(η)) − s(g1, g2) − 1

2
(l̇1h1 + l̇2h2)s(g1, g2) = o(η)

を満足するとする . このとき、
Ġ = Ġ1 × Ġ2

として、有界線形作用素 l̇ : Ġ −→ L0
2(Pg)を

l̇

[
g1

g2

]
= l̇1h1 + l̇2h2

で定義する . また、任意の a ∈ L0
2(Pg)に対し

〈h, l̇Ta〉H = 〈l̇
[
h1

h2

]
, a〉L2(Pg) = 〈l̇1h1 + l̇2h2, a〉L2(Pg)

= 〈l̇1h1, a〉L2(Pg) + 〈l̇2h2, a〉L2(Pg) = 〈h1, l̇
T
a〉H1 + 〈h2, l̇

T
a〉H2

= 〈
[
h1

h2

]
,


 l̇

T
a

l̇
T
a


〉H = 〈h,


 l̇

T
a

l̇
T
a


〉H

となることに注意すれば、随伴作用素 l̇
T

: L0
2(Pg) −→ Ġは

l̇
T
a =


 l̇

T
a

l̇
T
a


 ∈ Ġ1 × Ġ2
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で定義される15 . 更に、

P 1 = {Pg : g2 ∈ G2 は固定 }, P 2 = {Pg : g1 ∈ G2 は固定 }

としたとき、
l∗1 = (I −Π0(l̇1|Ṗ 2))l̇1, l∗2 = (I − Π0(l̇2|Ṗ 1))l̇2

で定義する .

系 5.3 ：つぎを仮定する .

(A1). G0 は H の閉かつ線形部分空間とする . すなわち、Ġ = Ġ
0
である .

(A2). 有界線形作用素 l̇ : Ġ −→ L0
2(Pg) が存在して、η → 0 としたとき、hi ∈ H i(i = 1, 2) が

存在し、
gi(η) = gi + ηhi + o(η), i = 1, 2 (5.40)

を満足する G のなかの曲線

{gη : η ∈ R} = {(g1(η), g2(η)) : η ∈ R}

に対し、L2(µ) の意味で

s(gη) − s(g) − η
1

2
l̇

[
h1

h2

]
s(g) = o(η) (5.41)

を満足し、

l̇

[
h1

h2

]
= l̇1h1 + l̇2h2

と表現できると仮定する .

更に、
Image(l̇) = Ṗ , Image(l̇2) = Ṗ 2 (5.42)

を仮定する .

いま、
ν(Pg) = χ(g1)

とし、χ : Ġ −→ B は道ごとに微分可能16 とする . このとき、

Image(χ̇T ) ⊂ Image(l̇
T
) (5.43)

15 ここで、H1 × H2 を、内積 〈·, ·〉H1×H2 が任意の g = (g1, g2), g′ = (g′1, g
′
2) ∈ H1 × H2 に対し、

〈g, g′〉H1×H2 = 〈g1, g′1〉H1 + 〈g2, g′2〉H2

で定義される Hilbert 空間と考える
16 すなわち、(5.40) を満足する任意の曲線 {g1(η) : η ∈ R} に対し、∥∥∥∥1

η
(χ(s1(η)) − χ(s1)) − χ̇(h1)

∥∥∥∥
B

= o(η)

を満足することである .
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ならば、ν(Pg) は道ごとに微分可能である . この場合、 ν に対する有効影響作用素 l̃ν は一意
的に存在し、任意の b∗ ∈ B∗ に対し方程式

χ̇T b∗ = l∗1l̃νb
∗, 0 = l∗2l̃νb

∗ (5.44)

を満足する .

証明：いま、 ψ : G −→ B を

ψ

[
g1

g2

]
= χ(g1)

とすれば、ψ̇ : Ġ −→ B が

ψ̇

[
h1

h2

]
= χ̇(h1)

となるので、任意の b∗ ∈ B∗ に対し

ψ̇T b∗ =

[
χ̇T b∗

0

]
∈ Ġ1 × Ġ2

となる . なぜならば、b∗ ∈ B∗ と h = (h1, h2)
T ∈ H1 × H2 に対し、

〈h, ψ̇T b∗〉H1×H2 = 〈ψ̇h, b∗〉B = 〈χ̇(h1), b
∗〉B = 〈h1, χ̇

T b∗〉H1

= 〈
[
h1

h2

]
,

[
χ̇b∗

0

]
〉H1×H2 = 〈h,

[
χ̇T b∗

0

]
〉H1×H2

となることよりわかる . よって、

Image(ψ̇T ) = Image(χ̇T ) × {0} (5.45)

となる . 一方、(5.42)から

Ṗ
⊥
2 = {Image(l̇2)}⊥ = Kernel(l̇

T

2 )

より、a ∈ Ṗ
⊥
2 ならば、l̇

T

2 a = 0になることに注意して、

Image(l̇
T
) ⊃




 l̇

T

2 a

0


 : a ∈ Ṗ

⊥
2 　　




=

{[
l̇1(I − Π0(·|Ṗ 2)a

0

]
: s ∈ Ṗ

∗
2 ⊥

}

= Image([l∗1]
T ) × {0} (5.46)

となる . ただし、
(l∗1)

T = (lT1 (I − Π0(l̇|Ṗ 2))
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である . これは、任意の h1 ∈ H1 と a ∈ L0
2(Pg) に対し

〈h1, (l
∗
1)
Ta〉H1 = 〈l∗1h1, a〉L2(Pg) = 〈(I − Π0(l̇1|Ṗ 2)l̇1h1, a〉L2(Pg)

= 〈l̇h1, (I − Π0(l̇1|Ṗ 2)a)〉L2(Pg) = 〈h1, l̇
T

1 (I − Π0(l̇1|Ṗ 2))〉H1

よりわかる . しかし、(5.45)、(5.46)、(5.43) より

Image(ψ̇T ) ⊂ Image(χ̇T ) × {0} ⊂ Image[(l∗1)
T ] × {0} ⊂ Image(l̇

T
)

となることより、定理 5.2を用いいれば、ν(·)は道ごとに微分可能であることがわかる . (5.44)

についても (5.33)から

ψ̇T b∗ = l̇
T
l̃νb

∗ =


 l̇

T

1 l̃νb
∗

l̇
T

2 l̃νb
∗




であることと
l̇
T

1 l̃νb
∗ = (l∗1)

T l̃νb
∗ (5.47)

からわかる . (5.47)については l̃
T

ν = ν̇T に注意すれば、任意の a ∈ Ṗ 2 ⊂ L0
2(Pg)に対し

〈̃lνb∗, a〉L2(Pg) = 〈b∗, ν̇a〉B = 0

となり、ν(Pg) = χ(g1) より、P 2 の中の曲線に対して ν(·) の値あｈ変化しないので、a ∈ Ṗ 2

に対して、ν̇a = 0 からわかる . �

つぎに、G1 ≡ Θ ⊂ Rk を仮定したモデルについて考える . すなわち、

P =

{
Pg � µ : g =

[
g1

g2

]
, gi ∈ Gi ⊂ H i, i = 1, 2

}

である . ただし、G1 = Θ ⊂ Rk 、G2 ⊂ H2 は無限次元とする . 更に、(5.41) におてい、
h1 ∈ Rk に対し

l̇1h1 = l̇1h1

が成立するものとする . ただし、

l̇1 = (l̇11, . . . , l̇1k), lij =
∂

∂θj
log

dPg
dµ

である . この場合に、おおくのモデルにおいて

Image(l̇) = Ṗ , Ṗ = Ṗ 1 + Ṗ 2 = [l̇1] + Image(l̇2) (5.48)

が成立する . これより、Ġ = Ġ1 × Ġ2 = Rk × Ġ2 に対し、

l̇

[
h1

h2

]
= l̇1h1 + l̇2h2
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がうまく対応する . また、随伴作用素 l̇
T

: L0
2(Pg) −→ Rk×H2が、任意の a ∈ L0

2(Pg)に対し、

l̇
T
a =


 l̇

T

1 a

l̇
T

2 a


 ∈ Ġ1 × Ġ2 ⊂ Rk × H2

で定義されることがわかる . 更に、g1 = θ に対する有効影響関数 l∗1 を

l∗1 = l̇1 − Π0(l̇1|Ṗ 2)

で自然に定義できる . ただし、

Π0(l̇1|Ṗ 2) = (Π0(l̇11|Ṗ 2), . . . ,Π0(l̇1k|Ṗ 2))

である . このとき、g1 = θ を推定するときの有効情報行列は

I∗(θ) = EPg [(l
∗
1)
T l∗1] : k × k

で与えられる .

系 5.4 ：系 5.1 の条件が成立すると仮定する . 更に、有効情報行列 I∗(θ) は正則とする .

ν(Pg) = g1 = θ ∈ Rk

のとき、ν(Pg) は g =

[
g1

g2

]
において、道ごとに微分可能である . また、有効影響関数 l̃ν :

Rk −→ Ṗ は一意的に存在し、任意の h1 ∈ Ġ1 = Rk に対し

l̃νh1 = l∗1I∗(θ)
−1h1

を満足する .

証明：この場合、B = B∗ = Rk で

ψ

[
g1

g2

]
= g1 = θ

から、h1 ∈ Rk に対し

ψ̇

[
h1

h2

]
= h1

である . また、h1 ∈ B∗ = Rk より、ψ̇T : Rk −→ Ġ1 × Ġ2 は

ψ̇h1 =

[
h1

0

]
∈ Ġ1 × Ġ2
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で与えられる . I∗(θ)が正則であることより、

Image(l̇
T
) ⊃ Image(l̇

T

1 ) × {0}
= {l̇T1 (I − Π0(·|Ṗ 2))a : a ∈ Ṗ

⊥
2 } × {0}

⊃ {l̇1(I − Π0(·|Ṗ 2))(I − Π0(·|Ṗ 2))l̇1h1 : h1 ∈ Rk} × {0}
= {I∗(θ)h1 : h1 ∈ Rk} × {0}
= Rk × {0} = Image(ψ̇T )

となるので、定理 5.2 より、ν(·)は道ごとに微分可能である . 更に、(5.44)を適用すれば

h1 = ψ̇(h1) = (l∗1)
T l̃ν(h1) (5.49)

がわかる . また、h1, h̃1 ∈ Rk に対し

〈h1 − (l∗1)
T l∗1I∗(θ)

−1h1, h̃1〉H1 = 〈h1, h̃1〉H1 − h′1(EPg [(l
∗
1)
T lT1 ])I−1

∗ (θ)h̃1

= 〈h1, h̃1〉H1 − 〈h1, h̃1〉H1 = 0

より
h1 = (l∗1)

T l∗1I
−1
∗ (θ)h1

となり、l∗1I
−1
∗ (θ) は方程式 (5.49) の解になることより

l̃νh1 = l∗1I
−1
∗ (θ)h1

となる . �

5.4.4 可微分性定理の応用例

例 5.5 （例 5.2 の続き）：固定した点 t0 における分布関数 F (t0) の推定を考える . すなわち、

ν(PF,G) = ψ(
√
f ) =

∫ t0

0
(
√
f )2dµ = F (t0)

である . ただし、f = dF/dµ とした . モデルは

P = {PF,G � µ× λ : G(� λ)は固定, F � µ}

であるから、G = P となり、Hellinger 微分可能であることより、任意の曲線 {fη : η ∈ R} に
対して17 、 √

fη =
√
f + η

1

2
h
√
f + o(η)

17 正確には、曲線 {fη × g : η ∈ R} に対し、L2(µ × λ) の意味で、

√
fη × g =

√
fg + η

1
2
h
√
fg + o(η)

が成立することである .
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が成立する . ただし、h ∈ L2(F ) である . よって、

ψ(
√
fη) − ψ(

√
f)

η
−

∫ t0

0
h(
√
f)2dµ

=
1

η

[∫ t0

0
(
√
fη)

2dµ−
∫ t0

0
(
√
f )2dµ− 2η

∫ t0

0

1

2
h(
√
f )2dµ

]

=
1

2

∫ t0

0
2{
√
fη −

√
f − η

1

2
h
√
f}

√
fdµ+ η

∫ t0

0



√
fη −

√
f

η




2

dµ

≤ 2

∥∥∥∥∥∥
√
fη −

√
f

η
− η

1

2

√
f

∥∥∥∥∥∥
L2(µ)

+ η
∥∥∥∥1

2
h
√
f
∥∥∥∥
L2(µ)

+ o(1) → 0 (η → 0)

となる . 更に、
∫
h(z)dF (z) = 0 より、

∫ t0

0
h(
√
f)2dµ =

∫
1[0,t0)(z)h(z)dF (z) − F (t0)

∫
h(z)dF (z)

=
∫

[1[0,t0)(z) − F (t0)]h(z)dF (z)

になることに注意すれば、

ψ̇h =
∫ ∞

0
[1[0,t0)(z) − F (t0)]h(z)dF (z)

となる . 更に、ψ̇ : Ṗ −→ B = R とB∗ = R であることに注意する . 任意の b∗ ∈ R に対し

〈b∗, ψ̇h〉B = b∗
∫ ∞

0
[1[0,t0)(z) − F (t0)]h(z)dF (z)

= 〈b∗[1[0,t0)(·) − F (t0), h〉L2(F )

であることより、ψ̇T : R −→ Ṗ は

(ψ̇T b∗)(z) = b∗[1[0,t0)(z) − F (t0)]

で与えられる . よって、任意の b∗ に対し、ψ̇T b∗ は z の不連続関数になる .

一方、例 5.2 の (5.22) より (l̇)b(z) は連続関数となる . よって、ν(PF,G) = F (t0) は道ごと
に微分可能でないことがわかる .

つぎに、固定した汎関数

ν(PF,G) = ψ(
√
f ) =

∫ M

0
zdF (z) 0 < M <∞

を考える . ただし、 F の台は有界閉集合 [0,M ] に含まれると仮定18 する . h ∈ L0
2(F )が存在

して、 √
fη =

√
f +

1

2
ηh

√
f + o(η)

18 この仮定は証明の上で技術的に必要となる .
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を満足する G = P の中の曲線 {
√
fη : η ∈ R} に対し、

ψ(
√
fη) − ψ(

√
f)

η
−

∫ M

0
h(z)z(

√
f)2dµ

=
1

η

[∫ M

0
z(
√
fη)

2dµ−
∫ M

0
z(
√
f)2dµ− 2η

∫ M

0
z
1

2
h(z)(

√
f)2dµ

]

=
1

η

∫ M

0
2{
√
fη −

√
f − η

1

2
h
√
f}z

√
fdµ+ η

∫ M

0



√
fη −

√
f

η




2

dµ

≤ 2

∥∥∥∥∥∥
√
fη −

√
f

η
− 1

2
h
√
f

∥∥∥∥∥∥
L2(µ)

√∫ M

0
z2f(z)dµ

+
∥∥∥∥1

2
h
∥∥∥∥
L2(F )

η

√∫ M

0
z2dµ → 0 (η → 0)

となる . 更に、h ∈ L2(F ) であることより、

0 = E(Z)
∫ M

0
h(z)dF (z) =

∫ M

0
E(Z)h(z)dF (z)

であるから、

ψ̇(h) =
∫ M

0
(z − E(Z))h(z)dF (z)

となる . ψ̇ : Ṗ −→ B = R とB∗ = R に注意する . 任意の b∗ ∈ R に対し、

〈b∗, ḣ〉B = 〈ψ̇T b∗, h〉L2(F )

と

〈b∗, ψ̇h〉B = b∗
∫ M

0
(z − E(Z))h(z)dF (z)

= 〈b∗(· − E(Z)), h〉L2(F )

を得る . よって、随伴作用素 ψ̇T : R −→ Ṗ は

(ψ̇T b∗)(z) = b∗(z − E(Z))

で与えられる .

つぎに、Image(ψ̇T ) ⊂ Image(l̇
T
) を示すために、特に

l̃ν =

(
−δ 1 − F (z)

g(z)
+ (1 − δ)

F (z)

g(z)

)
1{g(z) > 0}

ととる . 例 5.2 の (5.20) と (5.21) を用いれば、任意の h ∈ L0
2(F ) に対し、

〈l̇T , h〉L2(F ) = 〈̃lν, l̇h〉L2(PF,G)
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=
∫ M

0

[
−δ 1 − F (u)

g(u)
+ (1 − δ)

F (u)

g(u)

]
1{g(u) > 0}(l̇h)(u)dPF,G(u)

= Eδ

[∫ M

0

{
−δ 1 − F (u)

g(u)
+ (1 − δ)

F (u)

g(u)

}

×
{
δ

∫ u
0 h(z)dF (z)

F (u)
+ (1 − δ)

∫M
u h(z)dF (z)

1 − F (u)

}

×
{
F (u)δ(1 − F (u))1−δg(u)

}
dµ

]

=
∫ M

0

[
−(1 − F (u))

∫ u

0
h(z)dF (z) + F (u)

∫ M

u
h(z)dF (z)

]
dµ

=
∫ M

0

∫ M

0
[−(1 − F (u))1{z ≤ u} + F (u)1{u < z ≤ M}]h(z)dµdF (z)

=
∫ M

0
h(z)

∫ M

0
[1{z ≤ u} + F (u)]dµdF (z)

=
∫ M

0
h(z)

[
−M + z

∫ M

0
F (u)dµ

]
dF (z)

=
∫ M

0
h(z)

[
−M + z + [uF (u)]M0 −

∫ M

0
uf(u)dµ

]
dF (z)

=
∫ M

0
h(z) [−M + z +M − E(Z)] dF (z)

= 〈h, · − E(Z)〉L2(F )

を得る . よって、
(l̇
T
l̇)(z) = z −E(Z)

となる .

最後に、l̃ν ∈ Image(l̇) を示すために

h =

{
−
(
F (1 − F )

g

)′ /
f

}

ととる . 例 5.2 の (5.21) を用いれば、

(l̇
T
l̇)(z) = − δ

F (z)

∫ z

0

(
F (1 − F )

g

)′
dF

f
+

1 − δ

1 − F (z)

∫ M

z

(
F (1 − F )

g

)′
dF

f

= −δ 1 − F

g
+ (1 − δ)

F

g
= l̃ν

を得る . よって、l̃ν の定義から

I−1
ν = E(̃l

2

ν)

=
∫ [

δ
(1 − F (2

g2
(z) + (1 − δ)

F 2

g2
(z)

]
dPF,G
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=
∫ M

0

[
(1 − F )2F

g
(z) +

F 2(1 − F )

g
(z)

]
dz

=
∫ M

0

F (1 − F )

g
(z)dzを得る. (5.50)

注意 5.3：Huang and Wellner (1995)にあるように、情報限界は F の Nonpaarmetric Maximum

Likelihood estimator F̂n による推定量
∫
zdF̂n(z) によって達成される .

例 5.6 （例 5.3 の続き）：X0 ≡ (Z,W ) ∈ R2 とし、Z と W は独立で、Z は未知の分布 F に
従い、W は標準正規分布に従うとする . このとき、X = T (X0) = Z +W の確率密度関数は

pF (x) =
∫
g(x− z)dF (z)

で与えられる . ただし、g(w) = (1/
√

2π) exp(−w2/2) とする . 命題 5.2 より、このモデル

P = {PF (x) : pF � µ, F � λ}

は、ある h ∈ L0
2(F )が存在して

√
fη =

√
f +

1

2
ηh

√
f + o(η)

を満足する19 . P の中の曲線 {fη : η ∈ R} に対し、Hellinger 微分可能であり、そのスコア作
用素は任意の a ∈ Ġ に対し

(l∗a)(x) = E[a(Z)|T (X0) = x] =

∫
a(z)g(x− z)dF (z)∫
g(x− z)dF (z)

(5.51)

となる . まず、l̇
T

: L0
2(PF ) −→ Ġ を求める . 任意の a ∈ Ġ と h∗ ∈ L0

2(PF ) に対し

〈l̇Th∗, a〉L2(F ) = 〈h∗, l̇a〉L2(F ) =
∫
h∗(x)

∫
a(z)g(x− z)dF (z)∫
g(x− z)dF (z)

pF (x)dµ(x)

=
∫
a(z)

∫
h∗(x)g(x− z)dµ(x)dF (z)

= 〈a,
∫
h∗(x)g(x− ·)dµ(x)〉L2(F ) (5.52)

を得る . また、h∗ ∈ L0
2(PF ) に注意すれば

EZ [
∫
h∗(x)g(x− z)dµ(x)] =

∫
h∗(x)

∫
g(x− z)dF (z)dµ(x)

=
∫
h∗(x)pF (x)dµ(x) = 0 (5.53)

がわかる . (5.52) と (5.53) から、l̇
T

: L0
2(PF ) −→ L0

2(F ) は

(l̇
T
h∗)(z) =

∫
h∗(x)g(x− z)dµ(x) (5.54)

19 P のパラメータ空間を G = {√f : f = dF/dλ} とみる .
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で与えられることがわかる . 更に、(5.51) と (5.54) から、任意の a ∈ L0
2(F ) に対し、

(l̇
T
l̇a)(z) = l̇

T
[∫

a(z′)g(· − z′)dF (z′)
pF (·)

]
(z)

=
∫ ∫

a(z′)g(x− z′)dF (z′)
pF (x)

g(x− z)dµ(x)

=
∫
a(z′)

∫
g(x− z′)g(x− z)

pF (x)
dµ(x)dF (z′)

=
∫
a(z′)K(z, z′)dF (z′)

を得る . ただし、

K(z, z′) =
∫
g(x− z)g(x− z′)

pF (x)
dµ(x)

で与えられる .

ここで、固定した点 t0 における分布関数 F の値の推定を考えよう . すなわち、

ν(PF ) = ψ(
√
f) =

∫ t0

−∞
(
√
f )2dλ(x) = F (t0)

である . 例 5.5 より、ある h ∈ L0
2(F )が存在して

√
fη =

√
f +

1

2
ηh

√
f + o(η)

を満足する曲線に対し、ψ̇ : Ġ = L2(F ) −→ B = R は任意の h ∈ Ġ をとれば、

ψ̇h =
∫

[1(−∞,t0](z) − F (t0)]h(z)dF (z)

となる . また、ψ̇T : B∗ = R −→ L2(F ) は任意の b∗ ∈ R に対し

(ψ̇b∗)(z) = b∗{1(−∞,t0](z) − F (t0)}

で与えられる .

これより、すべての b‘∗ にたいし、ψ̇T b∗ は z の不連続関数となる . 一方、l̇
T
h∗ は連続関数

なので、ψ̇T �∈ Image(l̇
T
) である . よって、定理 5.2 より ν は経路ごとの微分可能性を満足し

ないことがわかる . したがって、F (t0) の推定は 1/
√
n よりも遅いオーダーになることが予想

される .

つぎに、c(z) を固定し、EF [c2(Z)] <∞ を満足すると仮定したとき、

ψ(
√
f) =

∫
c(z)dF (z)

の推定を考える . 例 5.5 と同様に、ある h ∈ L0
2(F ) に対し、

√
fη =

√
f +

1

2
ηh

√
f + o(η)
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を満足する曲線 {fη : η ∈ R} を考える . これに対し、η → ∞ のとき、
ψ(

√
fη) − ψ(

√
f)

η
−

∫
c(z)h(z)(

√
f )2dµ(z)

=
1

η

[∫
2{
√
fη −

√
f − η

1

2
h
√
f}c(z)

√
fdµ(z)

]

+η
∫ 


√
fη −

√
f

η




2

c(z)dµ(z)

≤ 2

∥∥∥∥
√
fη −

√
f

η
− η

1

2
h
√
f

∥∥∥∥
L2(µ)

· ‖c‖L2(F ) + η‖1

2
h‖L2(F )‖c‖L2(F ) → ∞

を得る . したがって、任意の h ∈ Ġ = L0
2(F ) に対し、

ψ̇h =
∫
h(z)c(z)dF (z)

=
∫
h(z)c(z)dF (z)− EF c(Z)

∫
h(z)dF (z)

=
∫
h(z){c(z) − EF c(Z)}dF (z)

となる . また、任意の b∗ ∈ B∗ = R に対し、

〈ψ̇T b∗, h〉L2(F ) = 〈b∗, ψ̇h〉B∗ = b∗ψ̇h =
∫
b∗h(z){c(z)− EF c(Z)}dF (z)

= 〈a, b∗{c− EF c(Z)}〉L2(F )

より、ψ̇T : R −→ L0
2(F ) は

(ψ̇T b∗)(z) = b∗{c(z)− EF c(Z)}
で与えられる . ある h ∈ {L2(PF )}∗ = L2(PF )が存在して

c(z) − EF c(Z) =
∫
h(x)g(x− z)dµ(x)

を満足すれば、定理 5.2 より、ν は経路ごとに微分可能であることがわかる . また、

c(z) =
∫
h̃(x)g(x− z)dµ(x)

と書き直せる . このとき、Fubini の定理を使えば、

ν(PF ) =
∫
c(z)dF (z) =

∫ ∫
h̃(x)g(x− z)dµ(x)dF (z)

=
∫
h̃(x)

∫
g(x− z)dF (z)dµ(x) =

∫
h̃(x)dPF (x)

となることよい、
1

n

n∑
i=1

(̃Xi)

は有効推定量となることがわかる .
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5.5 たたみこみ定理
P をモデルとする . つまり、ある確率空間 (M ,MB) 上の確率測度の P の集まりである .

簡単のために、ある測度 µ に対し、P � ν(P ∈ P )とする . また、写像

ν : P −→ B

を考える . ただし、B は norm ‖ · ‖B をもつ Banach 空間である . ν(P ) を一般パラメータま
たは B – 値パラメータとよぶことにする . ここで、B – 値パラメータを推定するときのたた
みこみ定理を導出する .

5.5.1 影響作用素

B∗ を B の双対空間20 とし、任意の b∗ ∈ B∗ と b ∈ B に対し、〈b, b∗〉B ≡ b∗(b)とする .

定義 5.7 ：B – 値パラメータ ν が P0 ∈ P において道ごとに微分可能であるとは、有界線形
作用素

ν̇(P0) ≡ ν̇ : Ṗ −→ B

が存在して、任意の接ベクトル h ∈ Ṗ をもつ21 曲線 {Pη} ⊂ P に対し、
∥∥∥∥∥ν(Pη) − ν(P0)

η
− ν̇(h)

∥∥∥∥∥
B

= o(η) (5.55)

を満足することである .

ν が未知ごとに微分可能で微分 ν̇ をもてば、任意の b∗ ∈ B∗ に対し、

〈ν(Pη) − ν(P0)

η
− ν̇(h), b∗〉B = o(1) (5.56)

が成立する . つまり、道ごとに微分可能ならば、B の弱位相の意味で微分可能であることがわ
かる . (5.56) が成立するとき、ν は道ごとに弱微分可能であるという . また、b∗ の線形性よ
り、(5.56) は、任意の b∗ に対し、

〈ν(Pη), b∗〉B = 〈ν(P0), b
∗〉B + ηb∗ν̇(h) + o(1) (5.57)

が成立することと同値である . また、ν̇T : B∗ −→ Ṗ の定義より

b∗ν̇(h) = 〈ν̇(h), b∗〉B = 〈h, ν̇T b∗〉L2(P0) (5.58)

20 B 上の有界線形汎関数のなす空間
21 sη =

√
dPη/dµ とおいてとき、

sη = s0 +
1
2
ηhs0 + o(η)

を満足する .
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となる . b∗B∗ を固定すれば、b∗ν(P ) = 〈ν(P ), b∗〉B∗ は P 上の実数値パラメータになるので、
道ごとに弱微分可能ならば、b∗ν(P )は定義 4.6の意味で道ごとに微分可能で微分 b∗ν̇ : Ṗ −→ R

をもつことがわかる .

さらに、b∗ν̇ は Hilbert 空間22 の部分空間 Ṗ 上の有界線形作用素なので、Rieszの表現定理
より、一意的に ν̇P0,b∗ ∈ Ṗ が存在して、

b∗ν̇(h) = 〈ν̇P0,b∗ , h〉L2(P0) (5.59)

と書ける . (5.58) と (5.59) を比較すれば、

ν̇P0,b∗ = ν̇T b∗ (5.60)

を得る . ν̇b∗ はしばしば P0 における b∗ の方向についての ν の canonical gradient とよぶ .

ν̇ は一意的に Ṗ
0
から Ṗ へ拡張できる . また、ν はより大きなモデルM 0 ⊃ P 上で定義さ

れたパラメータ νe の P への制限とみなすことが自然なことがある . νe は M 0 上で道ごとに
微分可能で微分 νe : Ṁ 0 −→ B をもつと仮定する . このとき、

ν̇e|Ṗ = ν̇

なので、
ν̇T b∗ = Π0(ν̇

T
e b

∗|Ṗ )

である .

定義 5.8 ：ν を経路ごとに微分可能で微分 ν̇ をもつとき、ν を推定するときの P における有
効影響作用素 l̃(P0|ν,P ) ≡ l̃ν : B∗ −→ Ṗ を

l̃ν(b
∗) = ν̇T b∗ = ν̇P0,b∗ (5.61)

で定義する .

このとき、l̃ν の値域はパラメータ b∗ν を推定するときの影響関数の集まりである . また、ν の
任意の拡張 νe と h ∈ Ṗ に対し、

ν̇Te b
∗ − Π0(ν̇

T |Ṗ ) ⊥ h ∈ Ṗ

であることに注意すれば、

〈ν̇e(h), b∗〉B = 〈h, ν̇Te b∗〉L2(P0) = 〈h,Π0(ν̇
T
e |Ṗ )〉L2(P0) = 〈h, l̃ν〉L2(P0) (5.62)

となる .

定義 5.9 ：ν に対する逆情報共分散汎関数 I−1(P0|ν,P ) ≡ I−1
ν : B∗ × B∗ −→ R を任意の

b∗1, b
∗
2 ∈ B∗ に対し、

I−1
ν (b∗1, b

∗
2) = EP0 [̃lν(b

∗
1)̃lν(b

∗
2)] (5.63)

で定義する .
22 (L2(P0), 〈·, ·〉L2(P0))
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I−1
ν は確率過程 b∗ −→ l̃ν(b

∗) の分散共分散構造を与える .

さらに、
I−1
ν (b∗1, b

∗
2) = 〈̃lν(b∗1), l̃ν(b∗2)〉L2(P0) = 〈b∗1, l̃

T

ν l̃(b∗2)〉B∗

を得る . ただし、
l̃
T

ν : Ṗ −→ B∗

である . よって、
l̃
T

ν l̃ν : Ṗ −→ B∗

となる .

定義 5.10 ：l̃
T

ν l̃ν : B∗ −→ B∗∗ をモデル P における ν に対する情報限界作用素とよぶ .

注意 5.4：B = Rmもしくは Hilbert空間である場合には、B,B∗,B∗∗が同一視でき、B = Rm

のときには、情報限界作用素は I−1(P0|ν,P ) である .

定義 5.11 ：写像 l̃ : X −→ B が存在して、任意の b∗ ∈ B∗ に対し、

b∗l̃ = ν̇P0,b∗ = ν̇T b∗ = l̃ν(b
∗) (5.64)

を満足するとき、l̃ を有効影響関数とよぶ .

注意 5.5 ：もし、 Ṗ が有限次元のとき、ν が経路ごとに微分可能ならば、有効影響関数は存
在する . なぜならば、{h1, . . . , hk} を Ṗ 直交基底とする . 任意の x ∈ X に対し、l̃(x) ∈ B、
ν̇(hj) ∈ B、hj(x) ∈ B(j = 1, 2, . . . , k) とおく . すると、

b∗l̃ =
k∑
j=1

hj(x)b
∗ν̇(hj) =

k∑
j=1

hj(x)〈ν̇b∗ , hj〉L2(P0) = ḃ∗(x)

となり、b∗l̃ = ν̇b∗ を満足する .

5.5.2 Banach - 値 　パラメータにたいする正則推定量

X1, . . . , Xn を (X,B)に値ととる確率変数とし、独立同一に分布 P に従うものとする . こ
のとき、ν(P ) の「推定量」23 は Xn から B への写像 Tn = tn(X1, . . . , Xn) である . ここで、
正則推定量の定義を Hoffmann-Jorgensen=Dudely の意味での弱収束を用いて定義を行う .

定義 5.12 ：ν(P ) の推定量の列 {Tn} が P0 ∈ P において正則であるとは、B の値をとる
tight な Borel 可測 random element Z が存在して、P0 を通過する任意の曲線 {Pη} ⊂ P と
ηn = O(n−1/2) なるすべての数列 {ηn} に対し、Pn = Pηn のもとで

√
n(Tn − ν(Pn)) ⇒ Z n→ ∞ (5.65)

が成立することである .
23 可測性についての仮定はおかない .
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定義 5.13 ：推定量の列 {Tn}が、ある線形作用素ψν(·, P0) ≡ ψ̃P0,ν : B∗ −→ L0
2(P0)が存在し

て、すべての b∗ ∈ B∗ について、P0 のもとで、n→ ∞ としたとき、
√
nb∗(Tn − ν(P0)) − 1√

n

n∑
i=1

ψ̃P0,ν(b
∗)(Xi) ⇒ 0

を満足するならば、{Tn} は、P0 において影響作用素ψν をもち、弱漸近線形であるという .

同様に、ある関数 ψP0 : X −→ B が存在して、P0 のもとで、n→ ∞ としたとき、
√
n(Tn − ν(P0)) − 1√

n

n∑
i=1

ψP0(Xi) ⇒ 0

を満足するならば、{Tn} は影響関数 ψ をもち、P0 において漸近線形であるという .

また、すべての b∗ ∈ B∗ に対し、P0 のもとで、n→ ∞ としたとき、
√
nb∗(Tn − ν(P0)) − 1

n

n∑
i=1

b∗ψP0(Xi) ⇒ 0

を満足するならば、{Tn} は P0 において影響関数 ψ をもち、弱漸近線形である .

5.5.3 たたみこみ定理

定理 5.3 （たたみこみ定理）：つぎを仮定する：
(i) . ν は P0 ∈ P において経路ごとに微分可能で微分 ν̇ をもつ .

(ii) . {Tn} は正則で極限分布 Z をもつ .

(iii) . Ṗ
0
は線形である . すなわち、Ṗ = Ṗ

0
とする .

このとき、tight で Borel 可測な B – 値 random element Z0 と ∆0が存在し、つぎを満足する
.

A . L(Z) = L(Z0 + ∆0) .

B . Z0 と ∆0 は独立 .

C . Z0 は平均が 0 で分散共分散関数が任意の b∗1, b
∗
2 ∈ B∗ に対し、

Cov(b∗1Z0, b
∗
2Z0) = I−1

ν (b∗1, b
∗
2)

で与えられる Gauss 過程である . ただし、I−1
ν は ν に対する逆情報分散共分散汎関数である .

D . 有効影響関数 l̃ : X −→ B が存在して、

1√
n

n∑
i=1

l̃(Xi) ⇒ Z0 (5.66)

を満足するとする . このとき。[ √
n(Tn − ν(P0)) − (1/

√
n)

∑n
i=1 l̃(Xi)

(1/
√
n)

∑n
i=1 l̃(Xi)

]
⇒

[
∆0

Z0

]

であり、∆0 と Z0 は独立である .

E . (5.66) が成立するとき、 ∆0 が 0 ∈ B に退化するための必要十分条件は {Tn} が P0 にお
いて影響関数が l̃ で漸近線形であることである .



102 第 5章 無限次元母数にたいする情報限界

定義 5.14 ：{Tn}が極限分布 Z = Z0 で (5.65) を満たす正則推定量ならば、{Tn}は P0 にお
いて有効であるという .

系 5.5 ：定理 5.3 の仮定が成立し、{Tn}は影響関数が ψ で、P0 において漸近線形であるとす
る . このとき、{Tn} が P0 において有効であるための必要十分条件は、すべての b∗ ∈ B∗ に
対し、b∗ψ ∈ Ṗ が成立することである . この場合、有効影響関数 l̃ が存在し、ψ と一致する .

5.5.4 たたみこみ定理の応用例

例 5.7 （R 上の分布関数の推定）：(X,A) = (R,A) とし、

P = {R 上の確率測度 P � µ ≡ Lebesgue 測度 }

とする . 任意の R 上の測度に対し、ν(P ) を対応する分布関数とする . すなわち、任意の
t ∈ R に対し、

ν(P )(t) ≡ P{(−∞, t]} ≡ F (t)

とする . よって、ν : P −→ B で、B ≡ D[−∞,∞] は左極限が存在する右連続な関数の空間
で、norm ‖ · ‖B は ‖ · ‖∞ で与えられる . このとき、例 5.4 より、ν は経路ごとに微分可能で
あり、微分 ν̇(P0) ≡ ν̇ : Ṗ −→ B は、t ∈ R に対し、

ν̇(h)(t) =
∫

[1(−∞,t](x) − F0(t)]h(x)dP0(x)

で与えれることがわかる . また、B∗ を t ∈ R における射影関数つまり tにおける関数の値と
すれば、任意の πt ∈ B∗ と任意の h ∈ Ṗ に対し、

ν̇(h)(t) = 〈ν̇(h), πt〉B = 〈h, ν̇Tπt〉L2(P0) =
∫
h(x)(ν̇Tπt)(x)dP0(x)

より、
(ν̇Tπt)(x) = 1(−∞,t](x) − F0(t)

を得る . したがって、gradients ν̇t = ν̇Tπt は任意の t ∈ R に対し、

ν̇t(x) = 1(−∞,t](x) − F0(t)

で与えられる . 例 4.2 より、Ṗ = L0
2(P0) であることから、 ν̇t ∈ Ṗ となる . したがって、

l̃ = πtl̃ = l̃ν(πt) = ν̇t

となる . 更に、逆情報分散共分散関数は πs, πt ∈ B∗ に対し、

I−1
ν (πs, πt) = EP0 [̃lν(πs)̃lν(πt)] = E[ν̇sν̇t]

= F0(s) ∧ F0(t) − F0(s)F0(t) ≡ I−1
ν (s, t)
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で与えれる . よって、定理 5.3 より Gauss 過程 [0, 1] 上の Brownian bridge と ν(P0) = F0

で合成表現でき、
Z0(t) = B0(F0(t))

で与えられる . よって、定理 5.3 は任意の正則推定量 T = {Tn} の推定誤差

Zn =
√
n(Tn − ν(P0))

の極限分布のばらつきは Z0 のばらつきよりも小さくならない .

ここで、

Tn = Fn = (1/n)
n∑
i=1

1{Xi ≤ ·}

とおけば、Zn ≡ √
n(Fn − F ) は漸近線形で ν = F の正則推定量であり、Zn ⇒ Z = 0 が知ら

れている . よって、Fn は有効推定量である .
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6.1 距離空間上の分布の収束

6.1.1 距離とノルム空間

定義 6.1 ：空でない集合 M とつぎの性質 (i) ∼ (iii) をもつ写像 d : M × M −→ [0,∞) が
あるとき、d を M 上の距離といい、M を距離空間という .

(i) . 任意の x, y ∈ M に対し、d(x, y) = 0 ⇔ x = y が成立する .

(ii) . 任意の x, y ∈ M に対し、d(x, y) = d(y, x)が成立する .

(iii) . 任意の x, y, z ∈ M に対し、d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)が成立する.

rを正の数とし、集合 {y : d(x, y) < r}を開球という . Aを M の部分集合とし、x ∈ M が
A の内点であるとは、ある r > 0 に対して、{y : d(x, y) < r} ⊂ Aが成立することである . A

の各点が A の内点であるとき、A は開集合であるという . A の補集合が開集合のとき、A を
閉集合であるという . Aに含まれる最大の開集合を A の内部といい、

◦
Aで記す . 点 x ∈ M が

A の集積点であるとは、任意の r に対しても 0 < d(z, x) < r を満たす点 z ∈ A が存在するこ
とである . A とその集積点全体の集合の和集合を A の閉包とよび、A で記す . 点列 {xn}∞n=1

に対して、d(xn, x) → 0(n → ∞) なる点 x ∈ M が存在するとき、{xn} は x に収束するとい
い、xn → xと記す . 部分集合 Aが M において稠密であるとは、A = M が成立することで
ある . M が可分であるとは、M のあるたかだか可算部分集合が M において稠密であること
をいう . M のどんな Cauchy 列1 も M のある点に収束するとき、M は完備であるという
. M の部分集合 K がコンパクトであるとは、K の任意の開被覆から K の有限開被覆を選び
出せることである . K が全有界であるとは、任意の ε > 0 に対しても K の中から有限個の点
x1, . . . , xm を選び出して、K ⊂ ⋃m

i=1{y : d(y, xi) < r} とできることである . K が点列コンパ
クトであるとは、K の中のどんな無限点列 {xn}∞n=1 からも、M の中のある点に収束する部分
列 {xnj}∞j=1 が選びだせることである

2 . (M 1, d1)と (M2, d2) を２つの距離空間とする . 写像
f : M1 −→ M2が点 x0 ∈ M 1 において連続であるとは、どんな正の数 εに対しても適当に正
の数 δ をとって、d1(x, x0) < δ ならば、d2(f(x), f(x0)) < εとなるようにできることである .

1 点列 {xn} が Cauchy 列であるとは、どんな正の数 ε に対しても、それに応じて適当な自然数 N をとって、
j, k > N ば、d(xj, xk) < ε となるようにできることである .

2 これら３つの概念にはつぎのような同値関係がある . (i) ∼ (iii) は同値である . (i) . K は点列コンパクトで
ある . (ii) . K はコンパクトである . (iii) . K は全有界かつ K は完備である .
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定義 6.2 ：線形空間 X で定義された写像 ‖ · ‖ : X −→ [0,∞) がつぎの性質 (i) ∼ (iii) を満
たすとき、‖ · ‖X を X のノルム とよび、ノルムが定義されている線形空間 X をノルム空間
いう .

(i) . 任意の x ∈ X に対して、‖x‖X ⇔ x = 0 .

(ii) . 任意の x, y ∈ X に対して、‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X .

(iii) . 任意の係数 α と任意の x ∈ X に対して、‖αx‖X = |α|‖x‖X .

6.1.2 分布の収束

(Ω,A, P )と (Ωn,An, Pn) (n = 1, 2, . . . , )を確率空間とする .

定義 6.3 ：M 上の Borel σ– 集合体とは、M 上の開集合全体を含む最小の σ – 加法族のこと
である . これを MB と記す . 確率空間 (Ω,A, P ) 上の写像X : Ω −→ M が Borel 可測3 な
らば、X を M – 値 random element とよぶ .

任意の写像 U : Ω −→ R に対して4 、外期待値（outer expectation ）を

E∗U = inf{EV : V ≥ U, V : Ω −→ R は可測で、EV が存在 }

で定義する5 .

定義 6.4 ： 　(M , d) を距離空間とする .

（分布収束）：任意の写像の列 Xn : Ωn −→ M がある random element X に分布収束すると
は、任意の有界連続関数 f に対して、n→ ∞ のとき、

E∗f(Xn) → Ef(X)

が成立することである . ただし、X は Borel 可測とする . Xn � X と記す .

（確率収束）：どんな正の数 ε に対しても、n→ ∞ のとき、

P ∗(d(Xn, X) > ε) → 0

が成立するとき、Xn は X に確率収束するという . Xn
P−→ X と記す .

（概収束）：ある可測な確率変数の列 {∆n}が存在して、n→ ∞ のとき、

d(Xn, X) ≤ ∆n ∆n
as−→ 0

を満足するとき、Xn は X に概収束するという . Xn
as∗−→ X と記す .

3 任意の C ∈ MB に対しても X−1(C) ∈ Aが成立する .
4 Rは、実数 R に {∞} と {−∞} を加えたもの .
5 E max(V, 0) と E max(0,−V ) の少なくと一方は有限のとき、EV が存在するという .
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補題 6.1 （Portmanteau の補題）：つぎの条件は同値である .

(i) . すべての有界連続関数に対して、E∗f(Xn) → Ef(X) .

(ii) . すべての有界 Lipshitz 関数に対して、E∗f(Xn) → Ef(X) .

(iii) . すべての開集合 G に対して、lim infn→∞ P∗(Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G)

(iv) . すべての閉集合 F に対して、lim supn→∞ P ∗(Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ) .

(v) . すべての P (δB = 0) なる Borel 可測集合 B に対して、P ∗(Xn ∈ B) → P (X ∈ B) .

定理 6.1 Xn : Ωn −→ M を任意の写像とし、X を M – 値 random element とする .

(i) . Xn
as∗−→ X ならば、Xn

P−→ X .

(ii) . Xn
P−→ X ならば、Xn � X .

(iii) . c をある定数とする . このとき、Xn
P−→ c⇔ Xn � c .

(iv) . Xn � X かつ d(Xn, Yn)
P−→ 0 ならば、Yn � X .

(v) . c をある定数とする . Xn � X かつ Yn
P−→ c ならば、(Xn, Yn) � (X, c)

(vi) . Xn
P−→ X かつ Yn

P−→ Y ならば、(Xn, Yn)
P−→ (X,Y ) .

定理 6.2 （連続写像定理）：Mn ⊂ M を任意の部分集合とし、gn : M −→ D を任意の写像
で、ある点 x ∈ M 0 に収束するどんなの点列 xn ∈ Mn に対しも、gn(xn) → g0(x)を満足する
とする . このとき、任意の写像 Xn : Ωn −→ Mn と M – 値 random element X （したがっ
て、g0(X) は D – 値 random element）に対し、
(i) . Xn � X ならば、gn(Xn) � g0(X)

(ii) . Xn
P−→ X ならば、gn(Xn)

P−→ g0(X) 　
(iii) . Xn

as∗−→ X ならば、gn(Xn)
as∗−→ g0(X)

が成立する .

距離空間 (M , d) に値を取る Borel 可測な random element X が tight であるとは、どんな
正の数 ε > 0に対しても、あるコンパクト集合 K が存在して、P (X �∈ K) < εを満足すること
である . また、任意の写像の列 Xn : Ω −→ M が漸近的に tight であるとは、どんな正の数
ε > 0 に対しても、あるコンパクトな集合 K が存在して、すべての δ > 0 に対し、

lim sup
n→∞

P ∗(X �∈ Kδ) < ε

を満足することである . ただし、Kδ = {y : d(y,K) < δ}である . 任意の写像の列 Xn : Ω −→
M が漸近可測であるとは、すべての有界連続関数 f : M −→ R に対し、n→ ∞ のとき、

E∗f(Xn) −E∗f(Xn) → 0

を満足する . ただし、任意の写像 U : Ω −→ R に対し、E∗U = sup{EV : V : Ω −→
R は可測で V ≤ U を満足 }とした .

定理 6.3 ：任意の写像 Xn : Ωn −→ l∞(T )の列が tight な random element に弱収束するため
の必要十分条件はつぎのふたつである .

(i) 　T のどんな有限個の点 t1, . . . , tk に対しても、列 (Xn,t1 , . . . , Xn,tk) は分布収束する .
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(ii) 　どんな ε > 0, η > 0 に対しても、半径が L2(P ) – norm に関して ε 以下の集合 T1, . . . , Tk
による T の分割 T =

⋃k
i=1 Ti が存在し、

lim sup
n→∞

P ∗
(
sup
i

sup
t,t′∈Ti

|Xn,t −Xn,t′ | ≥ ε

)
≤ η

が成立する .

定理 6.4 （Prohorov の定理）：Xn : Ω −→ M は任意の写像とする .

(i) . X をある tight な random element が存在し、Xn � X ならば、{Xn}∞n=1 は漸近 tight

で漸近可測である .

(ii) . Xn が漸近 tight で漸近可測ならば、ある部分列 {Xnj}∞j=1 と tight な random element

X が存在して、j → ∞ のとき、Xnj � X が成立する .

6.2 経験過程

6.2.1 Glivenko-Cantelli および Donsker クラス

X1, · · · , Xn を (X,A) 上の確率測度 P からのランダム標本とする . δx を xに退化したデイ
ラック測度とし、Pn = n−1 ∑n

i=1 δXi とする . 可測関数 f : X −→ R に対して

Pnf =
1

n

n∑
i=1

f(Xi) Pf =
∫
fdP

と記すことにする .

固定した f に対しては、大数の法則から、Pf <∞ならば、Pnf as−→ Pf が成立する . 可測
関数のある族 F に関して一様にこの結果が成立する場合を考える .

定義 6.5 ：F を可測関数 f : X −→ R の任意の族とする . F が P - Glivenko – Cantelli で
あるとは、

‖Pnf − Pf‖F ≡ sup
f∈F

|Pnf − Pf | as∗−→ 0

が成立することである .

関数 f における経験過程を

Gn ≡ √
n(Pnf − Pf) =

√
n(Pn − P )f

で定義することにする .

固定した有限個の可測関数 fi(i = 1, 2, . . . , k)で Pf2
i <∞なるものに対して、中心極限定理

から
(Gnf1, . . . , Gnfk) � (GP f1, . . . , GPfk)

が成立する . ただし、右辺 GP は平均ゼロで分散共分散が

EGP fGP g = Pfg − PfPg (6.1)

で与えられる多変量正規分布である .
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定義 6.6 ：F を可測関数 f : X −→ R の任意の族とする . F が P - Donsker であるとは、
確率過程 {Gnf : f ∈ F}が l∞(F) において tight な極限確率過程に分布収束することである
. ただし、極限確率過程は (6.1) なる分散共分散関数をもつ平均ゼロのガウス過程 GP である
. この確率過程を P – Brownian bridge とよぶ .

6.2.2 metric entorpy

ある関数族 F が Glivenko – Cantelli または Donsker であるかは F の「サイズ」に依存す
る . F のサイズを計る比較的簡単な測度として、metric entropy を利用するのが標準的な手
段である .

いま、可測関数 f に対して、Lr(P ) – norm を

‖f‖P,r = (P |f |r)1/r

で定義する . ふたつの関数 l, uに対して、bracket [l, u]を l ≤ f ≤ uを満足するすべての関数
とする . Lr(P )に関する ε – bracketを P (u− l)r < εr を満足する bracket とする . bracketing

number N[ ](ε,F , Lr(P ))を F を覆うために必要な ε – bracket の最小の個数とする . このと
き、l と uは有限の Lr(P ) – norm を持つが、F に属する必要はない . 更に、entropy with

bracketing を bracketing number の対数を取ったもので定義する .

通常 ε ↓ 0 のとき、N[ ](ε,F , Lr(P )) は発散するが、F が Donsker であるための十分条件は
N[ ](ε,F , Lr(P ))が急には増大しないことである . 増大の早さは bracketing integral で計る
ことができる：

J[ ](δ,F , L2(P )) =
∫ δ

0

√
logN[ ](ε,F , L2(P ))dε

補題 6.2 （Bernstein の不等式）：f を任意の有界可測関数とする . このとき、どんな正の数
x > 0 に対しても

P (|Gnf | > x) ≤ 2 exp

(
−1

4

x2

Pf2 + x‖f‖∞/√n
)

が成立する .

証明：左側の裾を評価すれば十分であることに注意する . どんな λ > 0 に対しても、Markov

の不等式より
P (Gnf > x) ≤ e−λxEeλGnf

が成立する6 . 更に、

EeλGnf = Πn
i=1E exp

(
λ√
n

(f(Xi) − Pf)

)

=

{
1 + E

∞∑
k=1

(
λ√
n

)
(f(X1) − Pf)k

}n

=

{
1 +

∞∑
k=1

(
λ√
n

)
P (f(X1) − Pf)k

}n

6 P (Gnf > x) = P (eλGnf > eλx) ≤ e−λxEeλGnf
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となる7 .

ここで、

λ =
1

2

1

Pf2 + x‖f‖∞/√n ≤ min

(
x

2Pf2
,

√
n

2‖f‖∞

)

とおく . すると、

λk ≤ x

2Pf2

( √
n

2‖f‖∞

)k−2

λ

と
|P (f − Pf)k| ≤ Pf2(2‖f‖∞)k−2

に注意すれば、
∞∑
k=1

1

k!

(
λ√
n

)k
P (f − PF )k ≤ 1

n

∞∑
k=2

1

k!

1

2
λx

がわかる . 更に、
∞∑
k=2

1

k!
≤ e− 2 ≤ 1 と (1 + a)n ≤ ena

を利用すれば、

P (Gnf > x) ≤ e−λx
(

1 +
1

n

∞∑
k=2

1

k!

1

2
λx

)n
≤ e−λx

(
1 +

1

n

λx

2

)n

≤ e−λxe(1/2)λx = e−(1/2)λx

となり、補題は証明された . �

補題 6.3 ：F を有限個の有界な可測関数からなる族とする . その要素の数を |F| と記す . こ
のとき、

EP ‖Gn‖F <∼ max
f

‖f‖∞√
n

log(1 + |F|) + max
f

‖f‖P,2
√

log(1 + |F|)

が成立する .

証明：a = 24‖f‖∞/√n と b = 24Pf2 とおく . x > b/a の場合には

1

4

x2

Pf2 + x‖f‖∞/√n ≥ 6x2

a(x + b/a)
≥ 3x

a
(6.2)

となり、x ≤ b/a の場合には

1

4

x2

Pf2 + x‖f‖∞/√n ≥ 6x2

b{1 + (a/b)x} ≥ 3x2

b
(6.3)

が成立する . 打ち切り型の確率変数

Af = Gn1{|Gnf | > b/a} と Bf = Gn1{|Gnf | ≤ b/a}
7 f が有界であることに注意すれば、和と積分の交換が保障されることがわかる .
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を考える . Bernstein の不等式と (6.2) と (6.3) を用いれば、

P{|Af | > x} ≤ 2 exp
(−3x

a

)
と P{|Bf | > x} ≤ 2 exp

(−3x2

b

)
(6.4)

が成立する . ψp = exp xp− 1として、Fubini の定理8 と (6.4) の第一の不等式を利用すれば、

Eψ1

( |Af |
a

)
= E

∫ |Af |/a

0
exdx =

∫ ∞

0
P{|Af | > ax}exdx ≤ 1

がわかる . 同様の議論9 から

Eψ2

( |Bf |√
b

)
≤ 1

を得る .

ψ1 は非負凸関数なので、Jensen の不等式を用いれば、

ψ1

(
E max

f

|Af |
a

)
≤ Eψ1

(
max
f

|Af |
a

)
≤ E

∑
f

ψ1

(
max
f

|Af |
a

)
≤ |F|

を得る . 更に、ψ−1
1 (u) = log(1 + u)は単調増加関数であることより、

E

(
max
f

|Af |
a

)
≤ log(1 + |F|)

となり、

E max
f

|Af | <∼ ‖f‖∞√
n

log(1 + |F|)

を得る . 同様な議論10 より、

E max
f

|Bf | <∼ max
f

‖f‖P,2
√

log(1 + |F|)

がわかる . よって、補題は証明された . �

補題 6.4 ：δ をある正の数とする . F を可測関数 f : X −→ R で Pf2 < δ2 を満たすものか
らなる族とする . このとき、

E∗‖Gn‖F <∼ J[ ](δ,F , L2(P )) +
√
nPF1{F >

√
na(δ)}

が成立する . ただし、a(δ) = δ/
√

1 + logN[ ](δ,F , L2(P )) とし、F は F の envelope 関数と
した .

8 Eψi(u) =
∫∞
0

∫ u

0
exdxdP =

∫∞
0

∫∞
x
dPdx =

∫∞
0
P {u > x}dx に注意 .

9 Eψ2

( |Bf |√
b

)
= E

∫ |Bf |2/b

0
exdx =

∫∞
0
P {|Bf | >

√
bx}exdx ≤ 1

10

ψ2

(
E max

|Bf |√
b

)
≤ Eψ2

(
max

|Bf |√
b

)
≤ E

∑
f

ψ2

( |Bf |√
b

)
≤ |F|

より、E
(
maxf

|Bf |√
b

)
≤ √

log(1 + |F) となる . よって、E maxf |Bf | <∼ maxf

√
b
√

log(1 + |F|) <∼
maxf ‖f‖P,2

√
log(1 + |F|)がわかる
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証明：|Gnf | ≤ √
n(Pn + P )F ≤ 2

√
nF に注意すれば、

E∗‖Gnf1{F >
√
na(δ)}‖F ≤ 2

√
nPF1{F >

√
na(δ)}

となることがわかる . したがって、E∗‖Gnf1{F ≤ √
na(δ)}‖F を評価すればよい . 関数族

{f1{F ≤ √
na(δ)} : f ∈ F} の bracketing numberは F よりも小さいので、一般性を失わず、

すべての f ∈ F に対して |f | ≤ √
na(δ)が成り立つとしてよい .

δ < 2−q0 < 2δ を満足する整数 q0 をひとつ選び、固定する . q ≥ q0 とし、いれこ状に細分化
した排反な Nq 個の部分集合による F の分割、すなわち F =

⋃Nq

i=1 Fqi が存在し、

∑
q≥q0

2−q log
√
Nq

<∼
∫ δ

0

√
logN[ ](ε,F , L2(P ))dε

sup
f,g∈Fqi

|f − g| ≤ ∆qi, P∆2
qi ≤ 2−2q

を満足するようにできる . なぜなら、F のサイズ 2−δ の L2(P ) – bracketで覆い、二つの分割
の積集合でさらに細分化すれば、Nq ≤ 2−q × 2−q となる . 更に、

⋂q
j=q0

Fj,ij と細分化すれば、
N̄q = Nq0Nq0+1 × · · · ×Nq が分割の個数となる .

それぞれの q ≥ q0 に対して、Fqi からひとつの元 fqi を選び固定し、

f ∈ Fqi ならば πqfqi = fqi, ∆qf = ∆qi

とおく . 固定した n と q ≥ q0 に対し、

aq = 2−q/
√

logNq+1

Aq−1f = 1{∆q0f ≤ √
naq0, . . . ,∆q−1f ≤ √

naq−1}
Bqf = 1{∆q0f ≤ √

naq0, . . . ,∆q−1f ≤ √
naq−1,∆qf >

√
naq}

とおく . すると、Aqf と Bqf は Fqi（それぞれの q について）上で一定となる . また、定義
より、Aq0f = 1 となる11 .

いま、

f − πq0f =
∞∑

q=q0+1

(f − πqf)Bqf +
∞∑

q=q0+1

(πqf − πq−1f)Aq−1f

と分解する12 . 分割がいれこ状であることより、

∆qfBqf ≤ ∆q−1fBqf ≤ √
naq−1 (6.5)

となる13 . また、Bqf
2 = Bqf ≤ 1 より

‖∆qfBqf‖P,2 =
√
P (∆qf)2Bqf ≤

√
maxP∆2

qi ≤ 2−q (6.6)

11 δ < 2−q0 から、Nq0 ≥ N[ ](δ,F , L2(P ))よりわかる .
12 すべての q に対して、 Bqf = 1 である（この場合には、Aqf = 1 となる）か、ある q1 = q1(f, x) が存在し
て、Bq1f = 1 となる（この場合には、Aqf = 1(g ≥ q1)で Aqf = 0（その他）となる）かのいずれかである .

13 Bqf = 1 ならば、定義より ∆q−1f ≤ √
naq−1 となる . その他の場合はゼロ .
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となる . |f | ≤ g ならば、
|Gng| ≤ Gng + 2

√
nPg

であることと |f − πqf | ≤ ∆qf であることに注意すれば、

E∗‖
∞∑

q=q0+1

Gn(f − πqf)Bqf‖F ≤
∞∑

q=q0+1

E∗‖Gn∆qfBqf‖F +
∞∑

q=q0+1

2
√
n‖P∆qfBqf‖F

となる . 前の補題を用いて、(6.5) と (6.6) を使えば、

E∗‖Gn∆qfBqf‖F ≤ max
‖∆qfBqf‖∞√

n
log(1 +Nq)

+max ‖∆qfBqf‖P,2
√

log(1 +Nq)

<∼ aq−1 logNq + 2−q
√

log(1 +Nq)

となる . また、Bqf = 1 のとき、∆qf >
√
naq から

√
n‖P∆qfBqf‖F ≤ 1

aq
‖P (∆qf)2Bqf‖F ≤ 1

aq
2−2q

となる . これらより、

E∗‖
∞∑

q=q0+1

Gn(f − πqf)Bqf‖F <∼
∞∑

q=q0+1

[
aq−1 logNq + 2−q

√
logNq +

1

aq
2−2q

]

<∼
∞∑

q=q0+1

1

2−q
√

logNq (6.7)

を得る .

次に、Aq−1f = 1 上で∆q−1f ≤ √
naq−1 に注意すれば、

|πqf − πq−1f |Aq−1f ≤ |∆q−1f |Aq−1f ≤ √
naq−1

となる . また、
‖πqf − πq−1f‖P,2 ≤ ‖∆q−1f‖P,2 ≤ 2−q+1

となる . 前の補題を用いて、さらに上の不等式に注意して同様な議論を行えば、

E∗‖
∞∑

q=q0+1

Gn(πqf − πq−1f)Aq−1f‖F

<∼
∞∑

q=q0+1

[
aq−1 logNq + 2−q

√
logNq +

1

aq
2−2q

]

<∼
∞∑

q=q0+1

1

2−q
√

logNq (6.8)

を得る .
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最後に、|πq0f | ≤ F ≤ a(δ)
√
n ≤ √

naq0 と P (πq0f)2 ≤ δ2 に注意して、前の補題を再度利用
すれば、

E∗‖Gnπq0f‖F <∼ max
|πq0f |√

n
log(1 +Nq0) + max ‖πq0f‖P,2

√
log(1 +Nq0)

<∼
∞∑

q=q0+1

2−q
√

logNq (6.9)

を得る . よって、(6.7) – (6.9) と三角不等式を用いれば、

E∗‖Gnf1{F ≤ √
na(δ)}‖F <∼

∞∑
q=q0+1

2−q
√

logNq

<∼
∫ ∞

0

√
logN[ ](ε,F , L2(P ))dε

が成立することがわかる . よって、補題は証明された .

�

系 6.1 ：F を可測関数の任意の族とし、その envelope 関数を F とする . このとき、

E∗
P‖Gn‖F <∼ J[ ](‖F ‖P,2,F , L2(P ))

が成立する .

証明：F はひとつの bracket [−F, F ]に含まれることから、δ = 2‖F‖P,2 とおけば、

N[ ](δ,F , L2(P )) = 1

となることから、J[ ](δ,F , L2(P )) = 0となる . a(δ) = η‖F ‖P,2（ηはある定数）となり、Markov

の不等式を用いれば、

√
nPF1{F >

√
na(δ)} ≤

√
PF 2

√
nP1{F >

√
na(δ)}

= ‖F ‖P,2
√
n

1

na(δ)2
PF 2 <∼ ‖F ‖P,2

となり、前の補題から系は証明された . �

補題 6.5 ：F を X 上の実数値可測関数の任意の族とする . ある正の数 δ と M に対して、、
すべての f ∈ F は Pf2 < δ2 と ‖f‖∞ < M を満足するものとする . このとき、

E∗‖Gn‖F <∼ J[ ](δ,F , L2(P ))

(
1 +

J[ ](δ,F , L2(P ))

δ2
√
n

M

)

が成立する .
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証明：VdVW の補題 3.4.2 および 2.14 節を参照されたい . �

L2(P ) – norm の代わりに Bernstein norm

‖f‖P,B = 2P (e|f | − 1 − |f |)

を用いた最大不等式がある .

補題 6.6 ：F を X 上の実数値可測関数の任意の族とする . ある正の数 δ に対して、すべて
の f ∈ F が ‖f‖P,B < δ を満足するものとする . このとき、

E∗
P‖Gn‖F <∼ J[ ](δ,F , ‖ · ‖P,B)

(
1 +

J[ ](δ,F , ‖ · ‖P,B)

δ2
√
n

)

が成立する .

証明：VdVW の補題 3.4.3 および節 2.14を参照されたい . �

bracketing entropy の代わりに uniform entropy を用いた最大不等式がある . N(ε,F , L2(Q))

を F を覆うために必要な半径 εの L2(Q) – ball の最小の個数とし、uniform entropy integralを

J(δ,F , L2) =
∫ ∞

0

√
log sup

Q
N(ε‖F ‖Q,F , L2(Q))dε

で定義する . ただし、δ は正の数とする .

補題 6.7 ：F を X 上の実数値可測関数の任意の族とし、その envelope 関数を F とする . こ
のとき、

E∗
P ‖Gn‖F <∼ J(1,F , L2)‖F ‖P,2

が成立する .

証明：VdVW の定理 2.14.1を参照されたい . �

6.2.3 Glivenko – Cantelli および Donsker の定理

定理 6.5 （Glivenko – Cantelli の定理）：F を実数値可測関数の族とする . このとき、どん
な正の数 ε > 0 に対しても、N[ ](ε,F , L2(P )) < ∞ ならば、F は P – Glivenko – Cantelli で
ある .

定理 6.6 （Donsker の定理）：F を実数値可測関数の族とする . このとき、

J[ ](1,F , L2(P )) <∞

ならば、F は P – Donsker である .
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証明：G = {f1 − f2 : f1, f2 ∈ F} とする . F の ε – brackets [ui, li] を用いて、[li − uj, ui − lj]

とすれば、これは G の eε – brackets となることがわかる . したがって、N[ ](ε,G, L2(P )) ≤
N[ ](ε/2,F , L2(P ))がわかる .

δ > 0 を固定する . F の分割 F =
⋃
i=1 Fi をとり、Fi の半径が L2(P ) – norm に関して ε

以下になるようにする . G の部分集合として Gi = {f1 − f2 : f1, f2 ∈ Fi}をとる .

a(δ) =
δ√

logN[ ](δ,G, L2(P ))
≤ δ√

logN[ ](
δ
2
,F , L2(P ))

<∞

とすれば、補題より

E∗ sup
i

sup
fi,f2∈F

|Gn(f1 − f2)| <∼ J[ ](δ,G, L2(P )) +
√
nP2F1{2F > a(δ)

√
n}

<∼ J[ ](
δ

2
,F , L2(P )) +

√
nP2F1{F >

1

2
a(δ)

√
n} (6.10)

が成立する . ただし、F は F の envelope 関数である .

Cauchy – Schwarz の不等式14 を用いて
√
nP ∗F1{F > (1/2)a(δ)

√
n}

≤ √
n
√
P ∗1{F > (1/2)a(δ)

√
n}

√
P ∗F 21{F > (1/2)a(δ)

√
n}

≤ √
n

√
4

a(δ)2

1

n
‖F ‖2

P,2

√
P ∗F 21{F > (1/2)a(δ)

√
n}

<∼ 1

a(δ)

√
P ∗F 21{F > (1/2)a(δ)

√
n} → 0 （n→ ∞ のとき）

となる . したがって、δ ↓ 0 のとき、(6.10) の右辺はゼロの収束する .

最後に、Markovの不等式から、すべての ε > 0 に対しても、n→ ∞とすれば、

P ∗(sup
i

sup
g∈Gi

|Gng|) ≤ 1

ε
E∗ sup

i
sup
g∈Gi

|Gng| → 0

が成立するので、定理からこの定理は証明された . �

6.2.4 Random Functions

モデル P からの観測値 X1(ω), . . . , Xn(ω)に依存する実数値関数

x −→ f̂n(x;ω)

を random functions とよぶことにする . 多くの例では、

f̂n(x) = f̂n(x;X1, X2, . . . , Xn)

のように書ける .
14
∫
ghdP ≤ ∫

g2dP
∫
h2dP に対して、g = 1{F > (1/2)a(δ)

√
n} と h = F1{F > (1/2)a(δ)

√
n}して適用す

ればよい .
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定理 6.7：F を可測関数の族で、P – Donsker class とする . f̂n を random functions （ f̂n ∈ F
）の列とし、ある f0 ∈ L2(P ) が存在して、∫

{f̂n(x) − f0(x)}2dP (x)
P−→ 0

を満足するとする . このとき、
Gn(f̂n − f0)

P−→ 0

が成立する . したがって、
Gnfn � GPf0

である .

証明：一般性を失わずに f0 ∈ F としてよい15 . 関数 g : l∞(F) × F −→ R を

g(z, f) = z(f) − z(f0)

で定義する . すると、g は f �→ z(f) が連続となる点 (z, f) において連続となる16 . 実際、
(zn, f̂n) → (z, f)とすれば、‖zn − z‖F → 0から

zn(f̂n) = z(f̂n) + o(1) → z(f)

となることよりわかる .

仮定から f̂n
P−→ f と Gn � GP （ l∞(F) の中のおいて）が成立するので、l∞(F) × F の中

において (Gn, f̂n) � (GP , f0)がわかる . GP は F 上でほとんど確実に連続であるので、g は
(GP , f0) において連続である . これより、連続写像定理を用いれば、

Gn(f̂n − f0) = g(Gn, f̂n) � g(GP , f0) = 0

がわかる . 収束先が退化した分布の場合、分布収束と確率収束が同値なので、補題は証明され
た . �

定理 6.8 ：それぞれの正の整数 n に対して、Fn = {fn,t : t ∈ T} を可測関数 f : X −→ R の
族とし、その添字集合 T はある距離 ρ に関して全有界とする . また、Fn を Fn の envelope

関数とする . 更に、

PF 2
n = O(1)

PF 2
n1{Fn > ε

√
n} （すべての正の数 ε > ） (6.11)

sup
ρ(s,t)<δn

P (fn,s − fn,t)
2 → 0 （δn ↓ 0 のとき）

を仮定する . このとき、すべての δn ↓ 0 に対して

J[ ](δn,Fn, L2(P )) → 0 または J(δn,Fn, L2) → 0

が成立し、Pfn,sfn,t − Pfn,sPfn,t が T × T 上の各点で収束するならば、{Gnfn,t : t ∈ T} はあ
る tight な Gauss 過程に分布収束する .

15 f0 �∈ F ならば、F ′ = F ⋃{f0} とすればよい . しかし、F ′ の metric entropy は定数倍しか変化しない .
16 任意の z ∈ l∞(F) に対して、norm を ‖z‖F = supf∈F |z(f)| < ∞ で定義すれば、l∞(F) × F の norm を

‖ · ‖F ∧ ‖ · ‖P,2 で定義すればよい .
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証明：(T, ρ)が全有界であることから、どんな正の数 δ > 0 に対しても、有限個の T1, . . . , Tk
が存在して、十分大きなすべての ε > 0 に対して

sup
i

sup
s,t∈Ti

P (fn,s − fn,t)
2 < δ2

とできる . よって、補題より

E sup
i

sup
s,t∈Ti

|Gn(fn,s − fn,t)| <∼ J[ ](δ,Fn, L2(P )) +
2PF 2

n1{Fn > an(δ)
√
n}

an(δ)
(6.12)

が成立する . ただし、

an(δ) =
δ√

logN[ ](δ,Fn × Fn, L2(P ))

である . logN[ ](δ,Fn×Fn, L2(P ))は logN[ ](δ,Fn, L2(P ))の定数倍であることとどんな δn ↓ 0

にたいしても logN[ ](δn,Fn, L2(P )) ↓ 0なので、どんな δ > 0に対しても logN[ ](δ,Fn, L2(P )) =

O(1)が成立するので、ある正の数 γ > 0が存在して、an(δ) > γ > 0となる . したがって、固
定したどんな δ > 0 に対しても、n→ ∞ のとき、

PF 2
n1{Fn > a(δ)

√
n}

a(δ)
→ 0

となる . また、仮定より (6.12) の右辺の第一項目もゼロに収束する . よって、定理は証明さ
れた . �

6.3 有効推定量と汎関数デルタ法

6.3.1 Hadamard 微分可能な汎関数

D と M をノルム空間とし、そのノルムを ‖ · ‖D と ‖ · ‖M と記すことにする . 写像
φ : D −→ M に関する微分可能性には次の３つが考えられる .

Gateaux 微分可能性： φが θ ∈ D において Gateaux 微分可能であるとは、固定したどんな
h ∈ D に対しても、連続線形写像 φ̇θ : D −→ M が存在して、t ↓ 0 のとき、∥∥∥∥∥φ(θ + th) − φ(θ)

t
− φ̇θ(h)

∥∥∥∥∥
M

→ 0 (6.13)

を満足すること17 である .

Hadamard 微分可能性：Dφ をノルム空間 D の部分集合で θ を含むものとする . 写像 φ :

Dφ −→ M が θ においてHadamard 微分可能であるとは、連続線形写像 φ̇θ : D −→ M が
存在して、t ↓ 0 のとき、ht → h ∈ Dφ となるような Dφ のなかの列 {ht}で、十分小さな tに
対して θ + th ∈ Dφ を満足するどんな {ht}に対しても、t ↓ 0 のとき、∥∥∥∥∥φ(θ + tht) − φ(θ)

t
− φ̇θ(h)

∥∥∥∥∥
M

→ 0 (6.14)

を満足することである .
17 これを φ(θ + th) − φ(θ) = tφ̇θ(h) + o(t) と記すことにする .
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注意 6.1 ：φ̇θ は D 上のすべての領域で定義されていることを要請しているが、φ̇θ が D の部
分空間 D0 においてのみ定義されている場合には、h ∈ D0 に収束するものだけに限定した列
{ht : ht ∈ Dφ} に対して (6.14) を満足すれば、φ は D0 に接して θ において Hadamard 微
分可能 であるという .

注意 6.2 ：(6.14)の同値条件はどんなコンパクトな部分集合K ⊂ Dに対しても、t ↓ 0のとき、

sup
h∈K

∥∥∥∥∥φ(θ + th) − φ(θ)

t
− φ̇θ(h)

∥∥∥∥∥
M

→ 0

が成立することである . このことより、Hadamard 微分はコンパクト微分とも呼ばれる .

Fréchet 微分可能性：Dφ を D の部分空間とする . 写像 φ : Dφ −→ M が θ ∈ Dφ において
Fréchet 微分可能 であるとは、連続線形写像 φ̇θ : D −→ M が存在して、‖h‖ ↓ 0（h ∈ Dφ

）のとき、
‖φ(θ + h) − φ(θ) − φ̇θ(h)‖M = o(‖h‖D)

が成立することである .

6.3.2 デルタ法

定理 6.9 ：D と M をノルム空間とする . Dφ と D0 を D の部分空間とする . 写像 φ :

Dφ −→ M は D0 に接して θ において Hadamard 微分可能（その微分 φ̇θ と記す）とする .

Tn と T を Dφ – 値ランダム要素とし、n→ ∞ としたとき、rn → ∞ となるような数列 {rn}
に対して、rn(Tn − θ) � T が成立するとする . このとき、

rn(φ(Tn) − φ(θ)) � φ̇θ(T ) (6.15)

が成立する . 更に、φ̇θ が D 上で定義された連続汎関数であれば、

rn(φ(Tn) − φ(θ)) = φ̇θ(rn(Tn − θ)) + o∗P (1) (6.16)

も成立する .

証明：(6.15)を示すために、自然数 nに対して、Dn = {h : θ+ r−1
n h ∈ Dφ} 上の写像 fn(h) =

rn(φ(θ+ r−1
n h)− φ(θ))を導入する . Hadamard 微分可能性より、任意の部分列 {hn′}で hn′ →

h ∈ D0 となるものに対して、fn′(hn′) → φ̇θ(h)となる . したがって、連続写像定理を利用すれ
ば、fn′(rn′(Tn′ − θ)) � φ̇θ(T )が成立すること18 がから、(6.15)がわかる .

18 fn′(rn′(Tn′ − θ)) = r′n(φ(Tn′ − φ(θ)) となることに注意 .
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(6.16) を示すために、写像 ψ = (φ, φ̇θ) : Dφ −→ M × M を導入する . ψ は θ において
Hadamard 微分可能で、微分 ψ̇θ = (φ̇θ, φ̇θ) をもつこと19 がわかる . M × M の中において、
rn(ψ(Tn)−ψ(θ)) � ψ̇θ(T ) = (φ̇θ(T ), φ̇θ(T ))であることが (6.15)よりわかる . 再度、連続写像
定理を写像 g(x, y) = x− y に適用すれば、

g{rn(ψ(Tn) − ψ(θ))} = g{rn(φ(Tn) − φ(θ)), rn(φ̇θ(Tn) − φ̇θ(θ))}
= rn(φ(Tn) − φ(θ)) − rn(φ̇θ(Tn) − φ̇θ(θ))

= rn(φ(Tn) − φ(θ)) − φ̇θ(rn(Tn − θ))

� g(φ̇θ(T ), φ̇θ(T )) = φ̇θ(T )− φ̇θ(T ) = 0

となることがわかる . 極限が退化したときには、確率収束と分布収束が同値なので、(6.16)が
証明された . �

補題 6.8 （連鎖微分）：D、F、M をノルム空間とし、Dφ と F ψ を D と F の部分集合とす
る . φ : Dφ −→ F ψ と ψ : F ψ −→ M を写像とする . φは D0 に接して θにおいてHadamard

微分可能（その微分を φ̇θ と記す）で、ψ は φ̇θ(D0) に接して φ(θ) において Hadamard 微分
可能（その微分を ψ̇φ(θ) と記す）であるとする . 合成写像 ψ ◦ φ : Dφ −→ M は D0 に接して
θ において Hadamard 微分可能で微分 ψ̇φ(θ) ◦ φ̇θ を持つ .

証明：ht → h ∈ Dφ に収束する Dφ の中の任意の列 {ht} を取り、gt = t−1(φ(θ + tht) − φ(θ))

とおく . すると、
ψ ◦ φ(θ + tht) − ψ ◦ φ(θ)

t
=
ψ(φ(θ) + tgt) − ψ(θ)

t

と書け、φ の Hadamard 微分可能性から gt → φ̇θ(h)が成立することに注意して、今度は ψ の
Hadamard 微分可能性を用いれば、

ψ(φ(θ) + tgt) − ψ(θ)

t
→ ψ̇φ(θ)(φ̇θ(h))

が成立することがわかる . �

19 実際、 t ↓ 0 のとき、ht → h ∈ D なる D の中の列 {ht} に対しても、φ̇θ の線形性に注意すれば、t ↓ 0 の
とき、 ∥∥∥∥ψ(θ + tht) − ψ(θ)

t
− ψ̇θ(h)

∥∥∥∥
M×M

=
∥∥∥∥φ(θ + tht) − φ(θ)

t
− φ̇θ(h)

∥∥∥∥
M

∨
∥∥∥∥∥ φ̇θ(θ + tht) − φ̇θ(θ)

t
− φ̇θ(h)

∥∥∥∥∥
M

=
∥∥∥∥φ(θ + tht) − φ(θ)

t
− φ̇θ(h)

∥∥∥∥
M

→ 0

よりわかる .
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6.3.3 有効性とデルタ法

B を Banach 空間とし、B∗ をその双対空間20 とする . モデルを P と記し、B – 値母数
ν : P −→ B の推定を考える . Tn を母数 ν(P )の B – 値正則推定量とすれば、どんな b∗ ∈ B∗

に対しても、b∗Tnは実数値母数 b∗ν(P )の正則推定量となる . 定義 5.14にあるように、Tnが有
効であるとは、真のモデル P のもとで、

√
n(Tn− ν(P ))はある tightな極限に収束し、さらに、

どんな b∗ ∈ B∗に対しても、b∗Tnは P において b∗ν(P )の有効推定量であることである . また、
ν が P ∈ P において微分可能であるとは、ある連続線形写像 ν̇P : L2(P ) −→ B が存在して、
任意の接ベクトル h ∈ Ṗ をもつ21 P の１次元母数部分モデル {Pη : etaは小さな正の実数 }
に対して、η ↓ 0 のとき、 ∥∥∥∥∥ν(Pη) − ν(P )

η
− ν̇P (h)

∥∥∥∥∥
B

→ 0

を満足することである . 上の式が成立すれば、どんな b∗ ∈ B に対しも、b∗ν : P −→ R は P

において微分可能となる . したがって、接空間 Ṗ は Hilbert 空間であることから Riesz の表
現定理を用いれば、どんな b∗ ∈ B∗ に対しても、Ṗ の中にある関数 ν̃P,b∗ : X −→ Rが存在し
て、すべての h ∈ Ṗ に対して、

b∗ν̇P (h) = 〈ν̃P,b∗ , h〉L2(P ) = P ν̃P,b∗h

を満足することがわかる . さらに、 b∗ν の正則推定量 b∗Tnが有効であるための必要十分条件は

b∗
√
n(Tn − ν(P )) =

1√
n

n∑
i=1

ν̃P,b∗(Xi) + oP (1) (6.17)

が成立することである .

定理 6.10 ：B と M を Banach 空間とし、その双対空間を B∗ と M ∗ とする . 写像
ν : P −→ B は P ∈ P において微分可能とし、B の部分集合 Bφ の中に値を取るとし、
φ : Bφ −→ M は [ν̇P (Ṗ )] に接して ν(P ) において Hadamard 微分可能であるとする . この
とき、φ ◦ ν : P −→ M は P において微分可能である . さらに、Tn は Bφ – 値推定量の列で、
P において ν(P ) の有効推定量ならば、φ(Tn) は P において φ ◦ ν(P ) の有効推定量である .

証明：φ ◦ ν の可微分性は補題 6.8 よりわかる . また、その微分は φ̇ν(P ) ◦ ν̇P で与えられる .

つぎに、
√
n(Tn − ν(P )) の極限分布 L は B の部分集合 [ν̇P (Ṗ )] に集中することを示す .

Hahn – Banach の定理を利用すれば、どんな S ⊂ B に対しても

[ν̇P (Ṗ )]
⋂
S =

⋂
b∗∈B∗

:b∗ν̇P (
˙P )=0

{b ∈ S : b∗b = 0}

20 すなわち、B 上の実数値線形写像の集まりの成す空間 .
21 すなわち、h(x) = ∂

∂η log dPη(x)
∣∣∣∣
η=0

が成り立つことである .
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となる . S を可分集合とすれば、上の式の左辺の和は可算個の b∗ に関する和とできる . L は
tight なので、S に集中しており、すべて（可算個の）の b∗ に対して、L{b ∈ B : b∗b = 0} な
らば、

L




⋂
b∗∈B∗

:b∗ν̇( ˙P )=0

(b ∈ S : b∗b = 0)


 =

⋂
b∗∈B∗

:b∗ν̇( ˙P )=0

{b ∈ S : b∗b = 0} = 1

となる . 極限分布は N(0, ‖ν̃b∗ ,P‖L2(P ))である . しかし、どんな h ∈ Ḃ ⊂ L2(P )に対して、

0 = b∗ν̇P (h) = 〈ν̃b∗ ,P , h〉L2(P )

が成立するので、ν̃b∗ ,P = 0 となり、L は退化した分布となるので、L{b ∈ S : b∗b = 0} = 1 と
なる . よって、ほとんど確実に

√
n(Tn − ν(P )) は [ν̇(Ṗ )] の中に値をとることがわかる .

ここで、汎関数デルタ法を使えば、
√
n(φ(Tn) − φ ◦ ν(P )) は tight な分布に収束することが

わかる . さらに、どんな m∗ ∈ M ∗ に対しても

√
n(m∗φ(Tn) −m∗ν(P )) = m∗{√n(φ(Tn) − φ ◦ ν(P ))}

= m∗{φ̇ν(P )(
√
n(Tn − ν(P )) + o∗P (1)}

= m∗{φ̇ν(P )(
√
n(Tn − ν(P ))} + o∗P (1)

となる . さらに、m∗φ̇ν(P ) ∈ B∗（b∗ = m∗φ̇ν(P ) と記すことにする）であることと Tn が ν(P )

の有効推定量であることから、

√
n(m∗φ(Tn) −m∗φ ◦ ν(P )) =

1√
n

n∑
i=1

ν̃b∗ ,P (Xi) + o∗P (1) (6.18)

となる . 一方、φ ◦ ν の P における微分は φ̇ν(P ) ◦ ν̇P であることに注意すれば、任意の h ∈
Ṗ ⊂ L2(P ) に対して、

m∗φ̇ν(P )ν̇P (h) = b∗ν̇P (h) = 〈ν̃b∗ ,P , h〉L2(P )

となることから、m∗φν(P ) を推定するときの有効影響関数は ν̃b∗,P = ν̃m∗φ̇ν(P) ,P
となる . この

ことと (6.18)から、φ(Tn)は φ ◦ ν(P ) の有効推定量となる . �

以下、ある集合 S に対して、B = l∞(S) となる場合を考える . 推定量の有効性を示すとき
につぎの補題が有効である .

補題 6.9 ：写像 ν : P −→ B は P ∈ P において微分可能であり、Tn を B – 値ランダム要素
とする . ある部分集合B∗

0(⊂ B∗) に含まれる b∗o に対して、b
∗
0Tn は P において b∗0ν(P ) の有

効推定量であり、ある定数 C が存在して、

‖b‖B ≤ C sup
b∗0∈B

∗
0:‖b∗0‖B∗≤1

|b∗0(b)| (6.19)

が成立する . このとき、P のもとで、
√
n(Tn − ν(P )) が漸近 tight ならば、Tn は P におい

て ν(P ) の有効推定量である .
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証明：VdV の pages 389 – 390を参照されたい . �

この補題を用いて、以下の場合の推定量の有効性が簡単にしめすことができる .

定理 6.11 （ l∞(S) における有効性）：写像 ν : P −→ B は P ∈ P において微分可能とし、Tn
は l∞(S) – 値ランダム要素とする . どんな s ∈ S に対しても、Tn(s) は P において ν(P )(s)

の有効推定量とする . このとき、P のもとで、列
√
n(Tn− ν(P )) は l∞(S) の中の tight な分

布に分布収束するならば、Tn は P において ν(P ) の有効推定量である .

証明：πsを sにおける coordinate 射影とする . B∗
0 = {πs : s ∈ S}とおけば、どんな b ∈ l∞(S)

に対しても ‖b‖∞ = sups∈S |πsb|となるので、(6.19)を満たすので、最前の補題より定理は証明
される . �

B1 と B2 を Banach 空間とし、その双対空間を B∗
1 と B∗

2 とする . さらに、νi : P −→
Bi(i = 1, 2)を可微分写像とする . ν(P ) = (ν1(P ), ν2(P ))とおけば、ν はB1 ×B2 の中に値と
取る写像となる .

定理 6.12（直積空間における有効性）：写像 νi : P −→ Bi(i = 1, 2)は P ∈ P において微分可
能とし、Tn,iは P において νi(P )の有効推定量とする . このとき、P のもとで、

√
n(Tn,i−νi(P ))

は漸近 tight ならば、P において (Tn,1, Tn,2) は ν(P ) = (ν1(P ), ν2(P )) の有効推定量である .

証明：ある定数 a1 と a2 に対して、

B∗
0 = {b∗0 : b∗0(b1, b2) = a1b

∗
1(b1) + a2b

∗
2(b2), b

∗
1 ∈ B∗

1, b
∗
2 ∈ B∗

2}

で定義する . ‖bi‖ = sup
b∗i ∈B

∗
i
|b∗i (bi)|となる22 ので、

sup
b∗0∈B

∗
0:‖b∗0‖(B1×B2)∗

|b∗0(b1, b2)| ≥ 2(a1 ∨ a2)(‖b1‖B1 ∨ ‖b2‖B2)
>∼ ‖(b1, b2)‖B1×B2

となるので、(6.19)が満たされる23 . また、周辺 tightnessから同時 tightnessがわかるので、
補題を用いれば、(Tn,1, Tn,2) の有効性がわかる . �

6.4 M – 推定量
定理 6.13 （一致性）：Mn を距離空間 (Θ, d)によって indexされる確率過程とし、M : Θ �→ R

を写像とし、以下を仮定する .

(i) Θ はコンパクト集合 .

22 ρ∗i (bi) = ‖bi‖Bi とおけば、ρ
∗
i ∈ B∗

i となり、また、‖ρ∗i ‖B∗
i

= supbi∈Bi

|ρ∗
i (bi)|

‖bi‖Bi
= ‖bi‖Bi

‖bi‖Bi
= 1より ‖ρ∗i ‖B∗

i
= 1

となる .
23 直積空間 B1 × B2 のノルム ‖ · ‖B1×B2 = ‖ · ‖B1 ∨ ‖ · ‖B2 で定義される .
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(ii) コンパクトな部分集合 K ⊂ Θ に対しても

lim sup
n→∞

sup
θ∈K

(Mn(θ) −Mn(θ0)) ≤ sup
θ∈K

(M(θ) −M(θ0))

がほとんどいたるところで成立する .

(iii) 写像 M : Θ �→ R は上半連続とする .

(iv) θ0 を含むどんな開集合 G に対しても

M(θ0) > sup
θ �∈G

M(θ)

が成立する .

このとき、Mn(θ̂) ≥ supθ∈Θ Mn(θ) − oP (1) を満足するどんな列 {θ̂n} に対しても、
d(θ̂n, θ0)

P−→ 0

が成り立つ .

証明：任意の正の数 ε > 0 を固定し、

Gε = {θ : d(θ, θ0) < ε}, K = Θ \Gε

とする . (i) より K はコンパクトとなるので、(ii)を使えば、

Pθ0

(
lim sup
n→∞

sup
θ∈K

(Mn(θ) −Mn(θ0)) ≤ sup
θ∈K

(M(θ) −M(θ0))

)
= 1

となり、M(θ)は上半連続より、コンパクト集合 K 上で最大値をとるので、δ = supθ∈K(M(θ)−
M(θ0))と記すことにする . 更に、(iv) より δ < 0となる . よって、ある自然数 N があり、ど
んな n > N なる自然数に対しても

sup
θ∈K

(Mn(θ) −Mn(θ0)) ≤ δ

2
< 0 (6.20)

が成立する . また、(iv) より、

Mn(θ̂) −Mn(θ0) ≥ sup
θ∈Θ

(Mn(θ) −Mn(θ0)) − oP (1) ≥ −oP (1) (6.21)

が成立し、(6.20) と (6.21) を比較すれば、θ̂ �∈ K となるので、確率 1 で、d(θ̂, θ0) < εが成
立することがわかる . �

定理 6.14 （argmax 連続写像定理）：Mn と M を距離空間 H で index された確率過程とし、
任意のコンパクト集合 K ⊂ H に対して、l∞(K) の中においてMn � M が成立するとする .

また、ほとんどすべての道 h �→ M(h) は上半連続で、ĥ で最大値ととり、ĥ は tight である
とする . 更に、ĥn は一様に tightでMn(ĥn) ≥ supMn(h)− oP (1) を満足するならば、ĥn � ĥ

が成立する .
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証明：K をコンパクト集合とし、固定する . G ⊂ H を ĥを含む任意の開集合としたとき、

M(ĥ) > sup
h �∈G,h∈K

M(h)

が成立すること24 に注意する . つぎに、連続写像定理と Mn � M（ in l∞(K) ）から、任意の
閉集合 F ⊂ H に対して、

sup
h∈F∩K

Mn(h) − sup
h∈K

Mn(h) � sup
h∈F∩K

M(h) − sup
h∈K

M(h)

が成立することがわかる . このことより、Stutsky の補題と Portmanteauの定理を使えば、

lim sup
n→∞

P ∗(ĥn ∈ F ∩K) ≤ lim sup
n→∞

P ∗( sup
h∈F∩K

Mn(h) ≥ sup
h∈K

Mn(h) − oP (1))

≤ P ( sup
h∈F∩K

M(h) ≥ sup
h∈K

M(h))

≤ P (ĥ ∈ F ) + P (ĥ �∈ K)

より25 、
P ∗(ĥn ∈ F ) ≤ P (ĥ ∈ F ) + P (ĥ �∈ K) + lim sup

n→∞
P ∗(ĥn �∈ K)

が成立することがわかる . ĥが tightで ĥn が一様に tightであることより、上の式の右辺の最
後の二項はいくらでも小さくとれるので、

lim sup
n→∞

P ∗(ĥn ∈ F ) ≤ P ∗(ĥ ∈ F )

が成立することがわかる . 最後に Portmantaeuの定理を再度使えば、この定理が証明される .

�

(Θ, d) をある距離空間とし、写像M : Θ �→ R を考える . θ0 ∈ Θ を写像 θ �→ M(θ) が最大
値を取る点26 をする .

定理 6.15 （rate of convergence）：Mn を半距離空間 (Θ, d) によって添字付けられた確率過程
とし、M : Θ �→ R を写像とし、θ0 のある近傍に含まれるどんな θ に対しても

M(θ) −M(θ0)
<∼ −d2(θ, θ0) (6.22)

24 背理法で証明する . もし、この式が成立しなければ、hm ∈ Gc ∪K の列で M(hm) →M(ĥ) を満足するもの
が存在する . {hm} の中から収束する部分列をとれることが K がコンパクトであることよりわかる . その収束先
を h̄ とすれば、M(ĥ) = M(h̄)となり、数列の作り方から ĥ � h̄ となり、最大値をふたつのことなる点でとること
になり、h �→M(h)が上半連続であることと矛盾する .

25 P ∗(ĥn ∈ F ∩K) = 1−P ∗(ĥn ∈ F c ∪Kc) ≥ P ∗(ĥn ∈ F )−P ∗(ĥn �∈ K)から lim supn→∞ P ∗(ĥn ∈ F ∩K) ≥
lim supn→∞ P ∗(ĥn ∈ F )− lim supn→∞ P ∗(ĥn �∈ K)がわかる .

26 θ �→M(θ) の一次微分は θ0 でゼロとなり、２次微分が θ0 のまわりで負になるので、θ0 のある近傍に含まれ
る θ に対して、M(θ) −M(θ0)

<∼ −d2(θ, θ0)が成立することは自然である .
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を満足するとする . 更に、すべての自然数 n と十分小さな正数 δ > 0 に対しても、中心化さ
れた確率過程 Mn −M は

E∗ sup
d(θ,θ0)<δ

|(Mn −M)(θ) − (Mn −M)(θ0)| <∼ φn(δ)√
n

(6.23)

を満足する . ただし、φn はある α > 2 に対して、δ �→ φn(δ)/δ
α が減少関数27 となるような

ものである . すべての自然数 n に対しても

r2
nφ

(
1

rn

)
≤ √

n (6.24)

とする . もし、 θ̂n が
Mn(θ̂n) ≥ Mn(θ0) − O∗

P (r−1
n )

を満たし、一致性
θ̂n = θ0 +O∗

P (1)

が成立するならば、
rnd(θ̂n, θ0) = O∗

P (1) (6.25)

が成立する .

証明：それぞれの nに対して、

Sj,n = {θ : 2j−1 < rnd(θ, θ0) ≤ 2ｊ}

とする28 . (6.25) を示すためには、ある大きな正数 M が存在して、n→ ∞ のとき、

P ∗(rnd(θ̂, θ0) > 2M ) → 0

を示せば十分である .

θ̂ は写像 θ �→ Mn(θ) を最大化する点なので、θ̂ ∈ Sj,n ならば、

sup
θ∈Sj,n

(Mn(θ) −Mn(θ)) ≥ 0

となる . このことに注意すれば、どんな正数 η > 0に対しも

P ∗(rnd(θ̂, θ0) > 2M )

≤ P ∗(rnd(θ̂, θ0) > 2M , rnd(θ̂, θ0) < η) + P ∗(rnd(θ̂, θ0) ≥ η)

≤ ∑
j≥M

P ∗(θ̂ ∈ Sj,n, rnd(θ̂, θ0) < η) + P ∗(rnd(θ̂, θ0) ≥ η)

≤ ∑
j≥M,2j≤ηrn

P ∗( sup
θ∈Sj,n

(Mn(θ) −Mn(θ0)) ≥ 0) + P ∗(rnd(θ̂, θ0) ≥ η) (6.26)

27 すべての c > 1に対して、cδ > δ より、φn(cδ)/(cδ)α ≤ φ(δ)/δα から、φn(cδ) ≤ cαφn(δ) を得る .
28したがって、Θ =

⋃∞
j=1 Sj,n である .
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となる29 . どんな正数 η > 0に対しても、n→ ∞ のとき、(6.26) の最右辺の１項目はゼロに
収束する . したがって、あとはその第二項目もゼロに収束することを示せばよい .

そのために、η > 0 を十分小さく取り、d(θ, θ0) < η を満足するどんな θ に対しても (6.22)

が成立し、かつ δ < η なるどんな正数 δ > 0 に対しても (6.23)が成立するようにする . する
と、どんな θ ∈ Sj,n に対しても

M(θ) −M(θ0)
<∼ −d2(θ, θ0) ≤ −22j−2

r2
n

が成立する . ここで、Wn = Mn −M とおく .

sup
θ∈Sj,n

(Mn(θ) −M(θ0) +
22j−2

r2
n

>∼ sup
θ∈Sj,n

{(Mn(θ) −Mn(θ)) − (M(θ) −M(θ0))}
= sup

θ∈Sj,n

|(Mn(θ) −Mn(θ)) − (M(θ) −M(θ0))|

= ‖Wn(θ) −Wn(θ0)‖Sj,n

>∼ 22j−2

r2
n

より30 、
sup
θ∈Sj,n

(Mn(θ) −Mn(θ0)) ≥ 0

となるので、

P ∗( sup
θ∈Sj,n

(Mn(θ) −Mn(θ0)) ≥ 0) ≤ P ∗
(
‖Wn(θ) −Wn(θ0‖Sj,n

>∼ 22j−2

r2
n

)

がわかる . Markovの不等式と (6.24)を用いて、更に c > 1 に対して、φn(cδ) ≤ cαφn(δ)が成
立することを利用すれば、

∑
j≥M,2j≤ηrn

P ∗
(
‖Wn(θ) −Wn(θ0)‖Sj,n

>∼ 22j−2

r2
n

)

<∼ ∑
j≥M,2j≤ηrn

r2
n

22j−2
E‖Wn(θ) −Wn(θ0)‖Sj,n

<∼ ∑
j>M

r2
n

22j−2

φn(2
j/rn)√
n

<∼ ∑
j>M

r2
n

22j

φn(2
j/rn)√
n

≤ ∑
j>M

r2
n

22j

2jαφn(1/rn)√
n

≤ ∑ 1

2(2−α)j
→ 0 (M → ∞)

となるので、定理は証明された . �

29 最後の不等式のところで、d(θ̂n, θ0) < η と θ̂ ∈ Sj,n から d(θ̂n, θ0) ≤ 2j/rnから 2j ≤ ηrn の条件が出てくる .
30 最後からふたつ目の等号は θ̂n ∈ Sj,n のとき、supθ∈Sj,n

(Mn(θ) −Mn(θ0)) ≥ 0 と −(M(θ) −M(θ0)) ≥ 0 よ
りわかる .
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X1, . . . , Xn ∼ P（ iid）とし、Pn = (1/n)
∑n
i=1 δXi とおき、Mn(θ) = Pnmθ とM(θ) = Pmθ

と書ける場合を考える . 更に、Gn = Mn −M、Mδ = {mθ −mθ0 : d(θ, θ0) < δ}とおく .

このとき、写像 θ �→ Pmθ が θ0 において２回微分可能ならば、(6.22)は成立する . また、最
大不等式から

E∗
P ‖Gn‖Mδ

<∼ J(1,Mδ)
√
PM2

δ

E∗
P ‖Gn‖Mδ

<∼ J[ ](1,Mδ, L2(P ))
√
PM2

δ

が成立する . ただし、Mδ を Mδ の envelope 関数とした . δ ↓ 0としたときに、J(1,Mδ)と
J[ ](1,Mδ, L2(P )) が有界である場合には、φ2

n(δ) = PM2
δ とすれば、(6.23) が成立する . した

がって、収束のオーダーは

r4
nφ

2
n

(
1

rn

)
= r4

nPM
2
1

rn

∼ n (6.27)

で与えられることがわかる .

以降、Θ を有限次元とし、ランダム標本のもとで議論を進める . (6.27) によって、収束の
オーダーが与えられていると仮定し、その上で、rn(θ̂ − θ0) の極限分布を求めることにする .

そのために、l∞(h : |h| ≤ K)（ただし、K はある正の定数とした）上の確率過程

h �→ r2
nPn(mθ0+h/rn −mθ0)

についての極限分布を求める . 中心化した確率過程

h �→ r2
n√
n
Gn(mθ0+h/rn −mθ0)

= r2
nPn(mθ0+h/rn −mθ0) − r2

n(mθ0+h/rn −mθ0)

を考える . すなわち、(r2
n/
√
n)MK/rn によって index された経験過程である .

定理 6.16 ：θ を Euclid 空間の開部分集合の元とし、それぞれの θ において mθ は可測関数
とする . 以下の仮定が成立するとする .

(i) 写像 θ �→ Pmθ はその最大点 θ0 において２回連続微分可能で、正則な２回微分 V をもつ
.

(ii) エントロピー条件： ある δ0 > に対して、∫ ∞

0
sup
δ<δ0

sup
Q

√
logN(ε‖Mδ‖Q,2,Mδ, L2(Q))dε <∞

または ∫ ∞

0
sup
δ<δ0

√
logN[ ](ε‖Mδ‖P,2,Mδ, L2(P ))dε <∞

が成立する .
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(iii) ある関数 φが存在し、Mδ の envelope 関数Mδ に対して、φ2(δ) ≥ P ∗M2
δ を満たし、ある

α < 2 に対して、δ �→ φ(δ)/δα は減少関数となり、この φとどんな η > 0と K > 0 に対
しても平均がゼロのGauss 過程 Gで h = g のときのみに、ほとんど確実に G(g) = G(h)

が成立するようなものが存在し、

lim
δ↓0

P ∗M2
δ 1{Mδ > ηδ−2φ2(δ)}

φ2(δ)
= 0

lim
ε↓0

lim
δ↓0

sup
‖h−g‖≤ε,‖h‖<K,‖g‖<K

mθ0+δg −mθ0+δh

φ2(δ)
= 0

lim
δ↓0

P (mθ0+δg −mθ0+δh)
2

φ2(δ)
= E(G(g) −G(h))2 (6.28)

を満足する .

このとき、コンパクトな集合上で有界連続な見本路をもつ Gauss 過程の versionが存在し、rnを
r2
nφ(1/rn) =

√
nの解としたとき、すべての自然数 nに対して、θ̂nで写像 θ �→ Pnmθ はほとんど

確実に最大となり、θ̂nは θ0に確率収束するとき、rn(θ̂n−θ0)は確率過程h �→ G(h)+(1/2)h′V h
を最大にする一意な点 h に分布収束する .

証明：確率過程

h �→ r2
n√
n
Gn(mθ0+h/rn −mθ0) (6.29)

が l∞{h : ‖h‖ < K}において漸近的に tightであるための条件がエントロピー条件が成立とど
んな η > 0と δn ↓ 0 に対しても

r4
n

n
P ∗M2

K/rn
= O(1)

r4
n

n
P ∗M2

K/rn
1{r2

nMK/rn > ηn} = o(1)

sup
‖h−g‖≤δn

r4
n

n
P (mθ0+g/rn −mθ0+h/rn)2 = o(1)

が成立こと31 である . この条件は定理の仮定の下で成立する . また、写像 θ �→ Pmθ は２回
連続微分可能であることから、有界関数 hに対して一様に

r2
nP (mθ0+h/rn −mθ0) →

1

2
h′V h

となる . したがって、確率過程

h �→ r2
nPn(mθ0+h/rn −mθ0)

は l∞{h : ‖h‖ < K}において漸近的に tightであることがわかる .

31 (6.11)において Fn = (r2n/
√
n)MK/rn

とすればよい .
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θ0 の近傍では確率過程 (6.29) は l∞{h : ‖h‖ < K} において連続なので、rn(θ̂ − θ0) も一様
に tightであることがわかる . 有限次元の収束は Linderg 条件から確認できる . また、平均と
分散は (1/2)h′V hと EG(h)G(g) になることがわかる . したがって、h �→ Pn(mθ0+h/rn −mθ0)

は l∞{h : ‖h‖ < K}において、Gauss 過程 h �→ G(h) + (1/2)h′V hに収束する . この過程の見
本路はほとんど確実に一意的な点 ĥ で最大となること32 から連続写像定理を利用すれば、定
理は証明される . �

6.5 Z – 推定量
母数空間 Θを Banach空間とし、B を他のBanach空間とする . モデルをP = {Pθ : θ ∈ Θ}

とし、真のモデルを Pθ0 （これを簡略した、P とかく）とする .

Φn : Θ −→ B Φ : Θ −→ B

を B – 値のランダム写像と deterministic 写像とする .

ここでは、方程式
Φn(θ̂n) = 0 (6.30)

の解として定義される「推定量」 θ̂n の漸近正規性を得るための十分条件を検討することにす
る . θ̂n を Z – 推定量と呼ぶことにする .

B = l∞(H) ならば、一般性を失わず、(6.30)は h ∈ Hを動くときの方程式

Φn(θ̂n)h = 0

の集まりとなる . Φを Φn の漸近版とし、θ0を方程式 Φ(θ0) = 0の解としたとき、θ̂nは θ0に確
率収束することが期待できる . 以下、一致性：θ̂n = θ0 + oP (1)を仮定したうえで、

√
n(θ̂n− θ0)

の分布収束の十分条件を求める .

つぎのような仮定をおくことにする .

Φ の Fréchet 微分可能性： Θ の接空間 Θ̇ から B への連続線形で１対１写像 Φ̇θ0 が存在し、
θ → θ0 のとき、

‖Φ(θ) −Φ(θ0) − Φ̇θ0(θ − θ0)‖ = o(‖θ − θ0‖) (6.31)

を満足する .

Φ̇θ0 の逆写像の連続性：Image(Φ̇θ0)から Θ̇ への逆写像（これを Φ̇−1
θ0
と記すことにする）が存

在し、その定義域上で連続とする .

定理 6.17 ：Φn と Φ を Θ からある Banach 空間へのランダム写像と deterministic 写像と
し、つぎを満足すると仮定する .

(i) √
n(Φn − Φ)(θ̂n) −√

n(Φn − Φ)(θ0)

1 +
√
n‖θ̂ − θ0‖

= oP∗(1)

32 VdVWの Appendix A2.20 を参照されたい .
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(ii)
√
n(Φn − Φ)(θ0) は tight なあるランダム要素 Z に分布収束する .

(iii) 写像 θ �→ Φ(θ) は θ0 において Fréchet 微分可能で、その微分 Φ̇θ0 の連続な逆写像（Φ̇−1
θ0

と記すことにする ）が存在する .

このとき、Φ(θ0) = 0 と Φn(θ̂) = oP∗(1/
√
n)が成立し、θ̂n が θ0 に確率収束するならば、

√
nΦ̇θ0 (θ̂n − θ) = −√

n(Φn − Φ)(θ0) + oP∗(1) (6.32)

が成立する . したがって、 √
n(θ̂n − θ0) � −Φ̇−1

θ0
Z

である .

証明：θ̂n の定義と定理の仮定 (i) から
√
n(Φ(θ̂n) − Φ(θ0)) =

√
n(Φ(θ̂n) − Φn(θ̂n)) + oP∗(1)

= −√
n(Φn − Φ)(θ0) + oP∗(1 +

√
n‖θ̂n − θ0‖) (6.33)

となる . 一方、定理の仮定 (iii) より、ある正数 c > 0が存在して、どんな θ に対しても

‖Φ̇θ0(θ − θ0)‖ ≥ c‖θ − θ0‖
とできる33 . これと Φ の Fréchet 可微分性 (6.31)から

‖Φ(θ) − Φ(θ0)‖ = ‖Φ̇θ0(θ − θ0)‖ + o(‖θ − θ0‖)
≥ c‖θ − θ0‖ + o(‖θ − θ0‖)

を得る . これを (6.33) の左辺に適用すれば、
√
n‖θ̂n − θ0‖(c+ oP (1)) ≤ OP (1) + oP (1 +

√
n‖θ̂n − θ‖)

となり、 √
n‖θ̂n − θ‖ = OP∗(1)

がわかる . この収束の rateと Φ の可微分性から

‖Φ(θ̂0) − Φ(θ0)‖ = ‖Φ̇θ0(θ̂n − θ0)‖ + oP∗(
√
n‖θ̂n − θ0‖)

= ‖Φ̇θ0(θ̂n − θ0)‖ + oP∗(1)

を得る . よって、(6.32)は証明された . 更に、Φ̇−1
θ0
の連続性から、

√
n(θ̂n − θ0) の分布収束は

わかる . �

つぎに、Θをあるノルム空間の部分空間とし、H を任意の集合としたとき、確率分布 P か
らの大きさ n のランダム標本を仮定し、ある実数値可測関数 x �→ φθ,h(x)によって、

Φn(θ)(h) = Pnφθ,h, Φ(θ)h = Pφθ,h
33 Yoshida, K: Functional Analysis ( Springer ) の Corollary 3（pages 43）を参照されたい .
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と表現された場合を考えよう . ただし、どんな h ∈ H に対しても、Pφθ0,h = 0 である . する
と、

√
n(Φn −Φ)(θ) = {Gnφθ,h : h ∈ H}は関数族 {φθ,h : h ∈ H}によって添字付けるられた経

験過程となり、前の定理の仮定 (i) は

sup
h∈H

|Gn(φθ̂n,h − φθ0,h)| = o∗P (1 +
√
n‖θ̂n − θ0‖) (6.34)

となることがわかる .

定理 6.18 ：どんな θ ∈ Θ と h ∈ H に対しても、x �→ φθ,h は実数値可測関数とし、つぎの条
件を満足すると仮定する .

(i) ある正数 δ > 0 に対して、{φθ,h : ‖θ − θ0‖ < δ, h ∈ H} は P – Donsker クラスで、有界
な envelope 関数を持つ .

(ii) Θから l∞(H) への写像 θ �→ Pφθ,· は Fréchet 微分可能で、微分 V : [Θ̄] −→ l∞(H) を持
ち、V は Image(V ) 上で定義された連続な逆写像を持つ .

(iii) θ → θ0 のとき、
sup
h∈H

P (φθ,h − φθ0,h)
2 → 0

が成立する .

このとき、
sup
h∈H

|Pnφθ̂n,h| = o∗P (1/
√
n), θ̂n

P−→ θ0

ならば、
V
√
n(θ̂n − θ0) = −Gnφθ0 + o∗P (1)

が成立34 する .

証明：一般性を失わず、θ̂n は Θδ = {θ ∈ Θ : ‖θ − θ0‖ < δ} の中に値を取るとしてよい . 写像
f : l∞(Θδ ×H) × Θδ −→ l∞(H) を任意の z ∈ l∞(Θδ ×H)と θ ∈ Θδ に対して、

f(z, θ)h = z(θ, h) − z(θ0, h)

で定義する . (z0, θ0)を θ → θ0 のとき、

sup
h∈H

|z0(θ, h) − z0(θ0, h)| → 0 (6.35)

となる点とする . すると、f はこのような点 (z0, θ0)において連続35 となる .

34 suph∈H |{V√
n(θ̂n − θ0)}(h) +Gnφθ0,h| = o∗P (1)が成立することである .

35 実際、n → ∞ のときに、zn → z0（すなわち、supθ∈Θδ,h∈H |zn(θ, h) − z0(θ, h)| → 0 ）なる列 {zn}∞i=1 を取
る . θn → θ0 のとき、

sup
h∈H

|f(zn, θn)h− f(z0 , θ0)h| ≤ sup
h∈H

|f(zn, θn)h− f(z0 , θn)h| + sup
h∈H

|f(z0, θn)h− f(z0 , θ0)h|
≤ sup

θ∈Θδ ,h∈H
|zn(θ, h) − z0(θ, h)| + sup

h∈H
|z0(θn , h)− z0(θ, h)| → 0

から f の連続性はわかる .
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ここで、Gを Brown橋とすれば、仮定 (iii)より、θ → θ0のとき、suph∈H P (φθ,h−φθ0,h)2 → 0

となるので、Brown 橋の一様連続性より、suph∈H |Gφθ,h − Gφθ0,h| → 0 となる . したがって、
G はほとんど確実にすべての見本路に関して (6.35) 36 を満足するので、f はほとんど確実に
すべての見本路に関して連続となることがわかる .

つぎに、定理の仮定 (i)と θ̂n = θ0+o
∗
P (1)から、Slutszkyの定理を適用すれば、l∞(Θδ×H)×Θδ

の中において (Gnφθ,h, θ̂n) � (Gφθ,h, θ0)となり、更に、連続写像定理を利用すれば、l∞(H) の
中において

f(Gnφ, θ̂n) � f(Gφ, θ0) = 0

となることがわかる . 極限が退化したときには、分布収束から確率収束がわかるので、

o∗P (1) = f(Gnφ, θ̂n)h = Gnφθ̂n,h −Gnφθ0,h

となり、(6.34)が成立することがわかるので、最後に定理 6.12を適用すれば、この定理は証明
された . �

定理 6.19 ：φθ,h に対応する Φと Φn は定理 6.16 の条件を満足するとする . θ̂n が正則推定量
であるための必要十分条件は、どんな h ∈ H に対しても

Φ̇θ0(θ̇0)h = −P0l̇(θ̇0)φθ0,h (6.36)

が成立することである . ただし、θ0 を通る Θ の中の曲線

{θt : tは小さな非負の実数, θt|t=0 = θ0}
は、t ↓ 0 のとき、 ∥∥∥∥∥θt − θ0

t
− θ̇0

∥∥∥∥∥ → 0

を満足するものとし、そのような曲線に対する θ̇0 の集まりの linear span の閉包、すなわち接
空間を Θ̇ と記す . また、l̇0 : Θ̇ −→ Ṗ ⊂ L2(P0) は、どんな {Pθt} に対しても、t ↓ 0 のとき、

∫ 

√
dPθt −

√
dP0

t
− 1

2
l̇0(θ̇0)

√
dP0




2

→ 0

が成立するものである .

証明：tn = O(n−1/2) なる数列 {tn}を取る . するとモデルの正則性より

log Πn
i=1

dPθtn
dP0

(Xi) = tn
n∑
i=1

l̇0(Xi) − 1

2
(
√
ntn)

2P0l̇
2

0 + oP (1)

が成立する . ただし、oP0(1) = oP (1)とした . また、仮定より、P0 のもとで、l∞(H) – 　値の
tight なある random element Z0 が存在して、

√
n(Φn − Φ)(θ0) � Z0

36 この式において、z0(θ, h) = Gφθ,h と観ればよい .
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が成立する . よって、漸近的 tightであるので、(
√
n(Φn−Φ)(θ0), n

−1/2 ∑n
i=1 l̇0(Xi))は l∞(H)×R

の中で同時に漸近 tightになる . したがって、{n} の部分列（それも nとかく）をとれば、あ
る Gauss 過程に同時に弱収束する . Le Cam の第三補題を適用すれば、Pθtn のもとで、

√
n(Φn − Φ)(θ0) � Z0 + P0l̇0φθ, ·

が成立すること37 がわかる . 一方、定理 6.16 より、

Φ̇0(
√
n(θ̂n − θ0)) = −√

n(Φn − Φ)(θ0) + oP (1)

である . さらに、LAN であることより、Ptn � P0 がわかるので、

Φ̇0(
√
n(θ̂n − θtn)) = −√

n(Φn − Φ)(θtn) + oPn(1)

が成立する . ただし、oPn(1) = oPn(1)とした . このふたつの式に Slutzkyの補題を利用すれば、

(Φ̇0(
√
n(θ̂n − θ0)), Φ̇0(

√
n(θ̂n − θtn)) +

√
n(Φn −Φ)(θtn)) � (Z0 + P0l̇0φθ, ·, 0)

を得る . 写像 (a, b) �→ b− aに対して連続写像定理を上の式に適用38 すれば、

Φ̇0(
√
n(θ̂n − θ0)) � −Z0 − P0l̇0φθ, · − Φ̇0(θ̇0)

が成立することがわかり、定理は証明された .

�

37 P0l̇0φθ, · はふたつの過程の共分散関数である .
38

Φ̇0(
√
n(θ̂n − θtn)) − Φ̇0(

√
n(θ̂n − θ0)) + Φ̇0(

√
n(θ̂n − θtn)) � −Z0 − P0l̇0φθ, ·

となり、θtn → θ0 から
Φ̇0(

√
n(θ̂n − θtn)) � −Z0 − P0 l̇0φθ, ·

を得る . さらに、
√
n(θtn − θ0) = θ̇0 + o(1)に注意すれば、Φ̇0(

√
n(θ̂n − θtn)) = Φ̇0(

√
n(θ̂n − θ0)) + Φ̇0(θ̇0)に注

意すればよい .
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6.6 ノンパラメトリック最尤推定量
B を Banach 空間とし、A0 ⊂ B とする . 正則モデル P に対して、ν : P −→ A0 の推定を

を考えよう . そのために、P の拡張

M c = P ∪ {コンパクトな台を持つ確率分布 }

と A0 の拡張 Aを考え、A×M c 上の実数値写像 D で、どんな P ∈ P に対してもD( · , P ) :

A −→ R は ν = ν(P ) で最小値をとるものとする . さらに、Dn もA × M c 上の実数値写像
とし、どんな ν ∈ A と P ∈ P に対しても、n ↑ ∞ のとき、Dn(ν, P ) → D(ν, P ) を満足する
ものとする . Minimum Contrast 推定量 ν̂n を

Dn(ν, Pn) = min{Dn(ν, Pn) : ν ∈ A}

で定義する .

ν(P ) = P のとき、コントラストとして、D(P,Q) = log(dP/dµ)dQを考える . ただし、µは
Lebeague 測度とする . 経験分布 Pn も議論の対象に含むようにしたいので、A = M c とする
と、D は定義されなくなる . そこで、P を µに支配されていない測度を含む族 P̄ を考え、P
の推定量を P̂ ∈ P̄ をつぎのように定める . どんな P ∈ P に対しても

∫
log

[
dP̂

dµn

]
dPn ≥

∫
log

[
dP

dµn

]
dPn

を満足するものとする . ただし、νn は P と P̂ の優測度とする . これを Nonparametric

Maximum Likelihood Estimator ( NMPLE ) とよぶ .

罰則つき NPMLE ：
sivesd NPMLE ：
Regularized NPMLE ：
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6.7 有効推定量の構成：セミパラメトリックの観点から
ここでは、セミパラメトリックモデル

P = {Pθ,g : θ ∈ Θ ⊂ Rk, g ∈ G}

を考え、Euclid 母数 ν(Pθ,g) = θ の推定を考える . ただし、G はある Hilbert 空間の（無限次
元）部分空間とする .

6.7.1 有効影響関数

P の部分モデルとして、

P 1 = {Pθ,g :任意のθ ∈ Θ,固定した g ∈ G}
P 2 = {Pθ,g :固定したθ ∈ Θ,任意の g ∈ G}

とする . G の中のなめらかな曲線 t �→ gt（tは正の実数）を取る . これとベクトル a ∈ Θに
対して、P の中の曲線 t �→ Pθ+ta,gt を考える . このとき、

∂

∂t
log dPθ+ta,gt

∣∣∣∣
t=0

= aT l̇1 + l̇2

のように書けた仮定する . ただし、l̇1 は θ に関する通常のスコア関数39 とし、l̇2 は θを固定
したときの g に対するスコア関数40 と考えることができる . さらに、これの集まりを

Ṗ
0

2 = {l̇2 : {gt}は G の中の任意のなめらかな曲線 }

とし、Ṗ 2 = [Ṗ
0

2] である .

ある関数 ν̃θ,g ∈ L2(Pθ,g)が存在して、

a =
∂

∂t
ν(Pθ+ta,gt) = ν̇(aT l̇1 + l̇2) = 〈ν̃θ,g, aT l̇1 + l̇2〉L2(Pθ,g) (6.37)

を満足するとする . a = 0 とおけば、ν̃θ,g は Ṗ 2 に直交しなければならないことがわかる .

L2(Pθ,g) の中における Ṗ 2 への直交射影を Π0( · |Ṗ 2)と書くことにする .

定義 4.9 のように ν の有効スコア関数を

l∗1 = l̇1 − Π0(l̇1|Ṗ 2)

で定義し、有効情報行列を

I(Pθ,g|ν,P ) : k × k = Pθ,g{l̇∗1(l̇
∗
1)
T}

39 すなわち、θ における l̇1 = (∂/∂θ) log dPθ である .
40 正確には G の接空間から Ġから L2(Pθ,g) への線形写像であるスコア作用素の像である .
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とかくことにする . どんな a ∈ Rk と l̇2 ∈ Ṗ 2 に対しても G の中の曲線 {gt} が存在して、
t ↓ 0 のとき、 ∫ 


√
dPθ+ta,gt −

√
dPθ,g

t
− 1

2
(aT l̇1 + l̇2)

√
dPθ,g




2

→ 0 (6.38)

を満足するとする41 . このとき、I(Pθ,g|ν,P ) が正則であれば、系 4.3 から、ν(Pθ,G) = θ は
Pθ,g において経路毎に微分可能42 であることがわかる43 . さらに、有効影響関数は

l̃1 = I−1(Pθ,g|ν,P )l∗1

で与えられることがわかる . したがって、Pθ,g からのランダム標本 X1, . . . , Xn に基づく θ の
正則推定量を {Tn}としたとき、

√
n(Tn − θ) =

1√
n

n∑
i=1

I−1(Pθ,g|ν,P )l∗1(Xi) + oP (1) (6.39)

ならば、{Tn}は有効推定量となる .

6.7.2 有効スコアー関数方程式

母数モデルQ = {Qθ : θ ∈ Θ ⊂ Rk}において Qθ からのランダム標本 X1, . . . , Xn に基づい
て θ を推定するとき、θ の最尤推定量は方程式

n∑
i=1

l̇θ(Xi) = 0

の解として得られる . ただし、l̇θ = (∂/∂θ) log dQθ である .

セミパラメトリックモデル P = {Pθ,g : θ ∈ Θ ⊂ Rk, g ∈ G} において θ を推定する場合に
は、有効スコア関数44 による方程式

n∑
i=1

l∗1(Xi; θ, ĝn) = 0

41 すなわち、Ṗ を P の接空間とすれば、Ṗ = Ṗ 1 + Ṗ 2 が成立することである .
42 (6.37) を満足する a ∈ Rk と l̇1 ∈ Ṗ 1 に対して、Ṗ 上の実数値関数
dotnuθ,g が存在して、t ↓ 0 のとき、∣∣∣∣ν(Pθ+ta,gt) − ν(Pθ,g)

t
− ν̇θ,g(aT l̇1 + l̇2)

∣∣∣∣ → 0

を満足することである .
43 l̇1 = (l11, . . . , l1k)T 、l̇

∗
1 = (l∗11, . . . , l∗1k)

T 、
a = (a1, . . . , ak)T 、I−1(Pθ,g|ν,P ) = (Iij) とおけば、i = 1, . . . , k に対して、

〈
∑

j

Iij l∗1j , a
T l̇1 + l̇2〉L2(Pθ,g) =

∑
j

∑
k

Iij〈l1i, l1k〉L2(Pθ,g)ak = ai

から (6.37)が成立することがわかる .
44 これを今後のこの節では、l∗1( · ; θ, g) = l∗1( · , Pθ,g|θ,P ) と記すことにする .
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の解を用いて θ の推定を行うことができる . ただし、ĝn は g の適当な推定量である .

また、与えられた θ の値に対して、ĝn(θ) を求めて、つぎに、方程式
n∑
i=1

l∗1(Xi; θ, ĝn(θ)) = 0

の解から θ の推定をすることもできる . 有効スコア関数を陽にもとめることができる場合に
は、g の推定量の収束のオーダーが通常の O(n−1/2)でなくともよい .

定理 6.20 ：モデル P は Pθ,g において正則で、正則な有効情報行列 I(Pθ,g|θ,P ) を持つとす
る . θ̂n を

√
nPnl

∗
1( · ; θ̂n, ĝn) = oP (1) を満足し、さらに、 θ の一致推定量とする . 局外母数 g

の推定量 ĝn は
√
nPθ̂,gl

∗( · ; θ̂n, ĝn) = oP (1 +
√
n‖θ̂n − θ‖) (6.40)

Pθ,g‖l∗1( · ; θ̂n, ĝn) − l∗1( · ; θ, g)‖ P−→ 0 (6.41)

Pθ̂n,g‖l∗1( · ; θ̂n, ĝn)‖2 = OP (1) (6.42)

を満足するとする . さらに、l∗1( · ; θ̂n, ĝn) は２乗可積分な envelope 関数をもつある Donsker

クラスに確率 1 で含まれるとする . このとき、θ̂n は θ の有効推定量となる .

証明：Hn(θ
′, g′) =

√
n(Pn − Pθ,g)l

∗
1( · ; θ′, g′)を関数 l∗1( · ; θ′, g′)で添字付けられた経験過程とす

る . l∗1( · ; θ̂n, ĝn)は確率 1 である Donsker クラスに含まれるので、

Hn(θ̂n, ĝn) = Hn(θ, g) + oP (1) (6.43)

がわかる45 . θ̂n の定義と (6.40)を用いれば、
√
n(Pθ̂n,g − Pθ,g)l

∗
1( · ; θ̂n, ĝn) = Hn(θ, g) + oP (1 +

√
n‖θ̂n − θ‖) (6.44)

がわかる .

つぎに上の式の左辺と I−1(Pθ,g; θ,P )
√
n(θ̂n − θ) の差が oP (

√
n‖θ̂n − θ‖) で評価することを

示す . I(Pθ,g; θ,P ) = Pθ,g{l∗1( · ; θ, g)(l∗1( · ; θ, g))T} であることに注意して書き換えれば、
√
n(Pθ̂n,g − Pθ,g)l

∗
1( · ; θ̂n, ĝn) − I−1(Pθ,g; θ,P )

√
n(θ̂n − θ)

=
√
n
∫

l∗1( · ; θ̂n, ĝn)(
√
pθ̂n,g −

√
pθ,g)

×[(
√
pθ̂n,g −

√
pθ,g) − 1

2
(θ̂n − θ)T l̇1

√
pθ,g]dµ

+
∫

l∗1( · ; θ̂n, ĝn)(
√
pθ̂n,g −

√
pθ,g)

1

2

√
pθ,g l̇

T

1 dµ
√
n(θ̂n − θ)

−
∫

(l∗1( · ; θ̂n, ĝn) − l∗1( · ; θ, g))l̇
T

1

√
pθ,gdµ

√
n(θ̂n − θ) (6.45)

45 実際、定理 6.2と (6.41)から、An = {Pθ,g‖l∗1( · ; θ̂n, ĝn)− l∗1( · ; θ, g)‖2 ≤ η}とおいたとき、どんな正数 ε > 0
と η > 0 に対しても、

P ∗(‖√n(Pn − Pθ,g)(l∗1( · ; θ̂n, ĝn) − l∗1( · ; θ, g))‖ > ε)

≤ P ∗(sup
An

‖√n(Pn − Pθ,g)(l∗1( · ; θ̂n, ĝn) − l∗1( · ; θ, g))‖ > ε) + P (Ac
n) → 0
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となる46 . 一項目47 と三項目は Cauchy – Schwarzの不等式、モデルの正則性、(6.41)、(6.42)

を用いれば、oP (
√
n‖θ̂n − θ‖)と評価できることがわかる . Cauchy – Schwarzの不等式を利用

すれば、n→ ∞ のとき、mn ↑ ∞となるどんな数列に対しても、∥∥∥∥
∫

l∗1( · ; θ̂n, ĝn)(
√
pθ̂n,g −

√
pθ,g)

1

2

√
pθ,g l̇

T

1 dµ
∥∥∥∥
2

<∼
∫
‖ ˙l1( · ;θ,g)‖≤mn

∥∥∥∥· · ·
∥∥∥∥2

dµ+
∫
‖ ˙l1( · ;θ,g)‖>mn

∥∥∥∥· · ·
∥∥∥∥2

dµ

≤
∫
‖ ˙l1( · ;θ,g)‖≤mn

‖l∗1( · ; θ̂n, ĝn)l̇1( · ; θ, g)‖2pθ,gdµ

×
∫
‖ ˙l1( · ;θ,g)‖≤mn

(
√
pθ̂n ,g −

√
pθ,g)

2dµ

+
∫
‖ ˙l1( · ;θ,g)‖>mn

‖l∗1( · ; θ̂n, ĝn)‖2(pθ̂n,g + pθ,g)dµ

×
∫
‖ ˙l1( · ;θ,g)‖>mn

‖l∗1( · ; θ, g)‖2pθ,gdµ

となる . ここで、mn‖θ̂n − θ‖ P−→ 0 となるようにゆっくりとしたスピードで mn ↑ ∞ となる
ように {mn}をとれば、∫

‖ ˙l1( · ;θ,g)‖≤mn

‖l∗1( · ; θ̂n, ĝn)l∗1( · ; θ, g)‖2pθ,gdµ
∫
‖ ˙l1( · ;θ,g)‖≤mn

(
√
pθ̂n,g −

√
pθ,g)

2dµ

≤ m2
nOP (1)oP (‖θ̂n − θ‖2) = OP (1)oP (m2

n‖θ̂n − θ‖2) = oP (1)

となる . また、(6.42)から、∫
‖l∗1( · ;θ,g)‖>mn

‖l∗1( · ; θ, g)‖2pθ,gdµ = oP (1)

46 モデル P のある優測度 µに対して、pθ,g = dPθ,g/dµ とした .
47 実際、Cauchy – Schwarzの不等式をも用いれば、∣∣∣∣√n

∫
l∗1( · ; θ̂n, ĝn)(

√
pθ̂n,g +

√
pθ,g)[(

√
pθ̂n,g −

√
pθ,g) − 1

2
(θ̂n − θ)T l̇1

√
pθ,g]dµ

∣∣∣∣
2

≤
∫

{l∗1( · ; θ̂n, ĝn)}2(
√
pθ̂n,g +

√
pθ,g)2dµ

×
∫ [√

pθ̂n,g −
√
pθ,g

1/
√
n

− 1
2
(θ̂n − θ)T l̇1

√
pθ,g

]2

dµ

= OP (1)op(n‖θ̂n − θ‖2)

となる . なぜなら、l∗1( · ; θ̂n, ĝn) は２乗可積分な envelope 関数を持つ Donsker クラスの確率 1 でふくまれるの
で、(6.41) と (6.42)から ∫

{l∗1( · ; θ̂n, ĝn)}2(
√
pθ̂n,g +

√
pθ,g)2dµ = OP (1)

がわかり、モデルの正則性より

∫ [√

pθ+(1/
√

n)
√

n(θ̂n−θ),g −
√
pθ,g

1/
√
n

− 1
2
√
n(θ̂n − θ)T l̇1

√
pθ,g

]2

dµ




1/2

= oP (
√
n‖θ̂n − θ‖)

となることがわかる .
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がわかる . これらから、(6.45) の右辺の第二項目は oP (1) と評価ができる . したがって、
√
n(Pθ̂n ,g − Pθ,g)l

∗
1( · ; θ̂n, ĝn) − I−1(Pθ,g; θ,P )

√
n(θ̂n − θ) = oP (

√
n‖θ̂n − θ‖) (6.46)

最後に、(6.43) – (6.46)を合わせれば、

I−1(Pθ,g|θ,P )
√
n(θ̂n − θ) =

√
n(Pn − P )l∗1( · ; θ, g) + oP (1 +

√
n‖θ̂n − θ‖)

=
1√
n

n∑
i=1

l∗1(Xi; θ, g) + oP (1 +
√
n‖θ̂n − θ‖)

が成立することがわかる . よって、定理は証明された . �

定理における条件 (6.40) 以外が成立していれば、同様な議論により

√
n(θ̂n − θ) =

1√
n

n∑
i=1

I−1(Pθ,g|θ,P )l∗1(Xi|θ, g)

+I−1(Pθ,g|θ,P )
√
nPθ̂n,gl

∗
1( · |θ̂n, ĝn) + oP (1)

が成立することがわかる . したがって、(6.39)より、θ̂nが有効であるためには、条件 (6.40)が
必要になることがわかる .

無バイアス条件 (6.40) はモデルの性質に依存することが以下の議論からわかる . まず、
θ̂n = θ + oP (1)であれば、条件 (6.40)は

√
nPθ,gl

∗
1( · |θ, ĝn) P−→ 0 (6.47)

となることがわかる . さらに、G の中の曲線 {gt = g + th} に対して、l̇2 : Ġ −→ L2(Pθ,g)が
存在し、

‖
√
dPθ,gt −

√
dPθ,g − 1

2
l̇2(h)

√
dPθ,g‖L2(µ) = o(t)

となるので、

Pθ,g

∥∥∥∥∥pθ,ĝn − pθ,g
pθ,g

− 1

2
l̇2(ĝn − g)

∥∥∥∥∥ = o(‖ĝn − g‖)

となること48 に注意する . さらに、l∗1( · |θ, g)と Ṗ 2 の直交性を用いれば、

Pθ,gl
∗
1( · |θ, ĝn) = (Pθ,g − Pθ,ĝn)(l∗1( · |θ, ĝn) − l∗1( · |θ, g))

−Pθ,gl∗1( · |θ, g)
[
pθ,ĝn − pθ,g

pθ,g
− l̇2(ĝn − g)

]
(6.48)

48

pθ,ĝn − pθ,g

pθ,g
=

2√pθ,g(
√
pθ,ĝn −√

pθ,g − (1/2)l̇2
√
pθ,g)

pθ,g
+

(√pθ,ĝn −√
pθ,g)2√

pθ,g

より、 {
Pθ,g

∥∥∥∥pθ,ĝn − pθ,g

pθ,g
− l̇2(ĝn − g)

∥∥∥∥
}2

≤ 4
∫
p2

θ,gdµ

∫
{√pθ,ĝn −√

pθ,g − (1/2)l̇2
√
pθ,g}2dµ+

∫
(
√
pθ,ĝn −√

pθ,g)2dµ→ 0

となることからわかる .
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がわかる49 . さらに、(6.41)とモデルの正則性から (6.48)の右辺の１項目と２項目は oP (‖ĝn−
g‖)となること50 がわかる . したがって、‖ĝn − g‖ = OP (n−1/2) ならば、(6.47)が成立するこ
とがわかる . また、(6.48)の右辺のふたつの項のオーダーが OP (‖ĝn− g‖2)ならば、‖ĝn− g‖ =

oP (n−1/4)であれば、(6.47)が成立する .

49

Pθ,gl
∗
1( · |θ, g) = (Pθ,g − Pθ,ĝn)l∗1( · |θ, ĝn) （なぜならば、Pθ,ĝnl∗1( · |θ, ĝn) = 0 　）

= (Pθ,g − Pθ,ĝn)(l∗1( · |θ, ĝn) − l∗1( · |θ, g)) − (Pθ,ĝn − Pθ,g)l∗1( · |θ, g)
= (Pθ,g − Pθ,ĝn)(l∗1( · |θ, ĝn) − l∗1( · |θ, g)) − Pθ,g

{(
pθ,ĝn − pθ,g

pθ,g

)
l∗1( · |θ, g)

}

となる . さらに、l∗1( · |θ, g) の定義から、Pθ,gl
∗
1( · |θ, g)l̇2 = 0 であることに注意すれば、(6.48)はわかる .

50 実際、(6.41) を使えば、

|(Pθ,g − Pθ,ĝn)(l∗1( · |θ, ĝn) − l∗1( · |θ, g))|

≤
√∫ (

pθ,g − pθ,ĝn

pθ,g

)2

dµ

√∫
{l∗1( · |θ, ĝn) − l∗1( · |θ, g)}2dµ

= O(1)oP (‖ĝn − g‖)

となる . また、モデルの正則性から、∣∣∣∣Pθ,gl
∗
1( · |θ, g)

[
pθ,ĝn − pθ,g

pθ,g
− l̇2(ĝn − g)

]∣∣∣∣
≤
√∫

{l∗1( · |θ, g)}2pθ,gdµ

√∫
{(pθ,ĝn − pθ,g − l̇2(ĝn − g)}2dµ

= O(1)oP (‖ĝn − g‖)

となることがわかる .
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6.7.3 一般の推定方程式

6.7.4 最尤推定量

6.7.5 漸近的に最も不利な部分モデル

6.7.6 同時最尤方程式
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第7章 Random Censoring モデル

7.1 Censor モデルとマルチンゲール

7.1.1 マルチンゲールと計数過程

(Ω,F , P ) を固定された完備1 な確率空間とする . σ – 加法族の集まりF = {Ft ⊂ F : t ∈
[0,∞]}がつぎを満たすときに情報増大系（filtration）という：(i) s < tに対し、Fs ⊂ Ft、(ii)

{Ft}t≥0 は右連続：∩s>tFs = Ft、(iii) {Ft}は完備2 である .

B を [0,∞) のボレロ σ – 加法族とする . 確率過程 X = {Xt : t ∈ [0,∞}が可測であるとは、
(t, w) �→ Xt(ω) で与えられる R+ × Ω 上の写像が、直積 σ – 加法族 B × F に関して可測であ
ることである . また、X = {Xt}が (F) – 適合（adapted ）であるとは、すべての t ≥ 0に対
して、Xt は Ft 可測であることである .

R+ = [0,∞]の中の値を取る確率変数 T が F = {Ft}t≥0 に関する停止時間（stopping time）
とは、任意の t ≥ 0に対し、{T ≤ t} ≡ {ω ∈ Ω : T (ω) ≤ t} ∈ Ft が成立するときにいう .

確率過程 X = {Xt}t≥0 が可積分（ integrable）とは、sup0≤t<∞ E|Xt| < ∞ が成立するとき
をいう . また、{Xt}が一様可積分（uniformly integrable）とは、{Xt} は可積分で、さらに、
lima→∞ sup0≤t<∞ E|Xt|1{|Xt| ≥ a} = 0 が成立するときをいう . また、{Xt} が２乗可積分
（squared integrable）とは、sup0≤t<0 EX2

t <∞が成立するときをいう . 確率過程 {Xt}が局所
的にある性質をもつとは、停止時間の増大列 {Tn}で確率１で Tn < 1で、かつ Tn ↑ ∞(n→ ∞)

なるものが存在し、局所化された確率過程 X( · ∧Tn), n = 1, 2, . . .がその性質をもつことである
.

右連続な確率過程 X = {Xt}t≥0 が (Ft) に関してマルチンゲールであるとは、

(i) {Xt}は可積分であり、

(ii) {Xt}は (Ft) – 適合、

(iii) 0 ≤ s ≤ tに対して、ほとんど確実にE[Xt|Fs] = Xs

が成立するときをいう . また、(iii) において、E[Xt|Fs] ≥ Xs が成立するとき、X は劣マ
ルチンゲール（submartingale）といい、E[Xt|Fs] ≤ Xs が成立するとき、優マルチンゲール
（supermartingale）という .

1 N ′ ⊂ N ∈ F で P (N) = 0ならば、N ′ ∈ F であること . したがって、P (N ′) = 0である . 確率空間 (Ω,F , P )
は F̃ = {A′ = A∪N ′ : A ∈ F , N ′ ⊂ N ∈ F , P (N) = 0} と P̃ (A′) = P (A)とすることにより、つねに完備な確率
空間 (Ω̃, F̃, P )に拡張可能である . このことを完備化という .

2 F0 は F のすべての確率ゼロの集合を含む .
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確率過程 X = {Xt}が predictableとは、(0,∞)上の左連続な適合過程の集まりによって生成
さらた (0,∞)×Ω上の σ –加法族に関してXが可測であるときにいう . これは、(s, t]×A(A ∈ Fs

の集まりによって生成された σ – 加法族に関して X が可測であることと同値である .

A = {At}t≥0 が (Ft) に関して可積分な増分過程であるとは、(i) {At} は右連続、かつ (Ft)

– 適合であり、(ii) 確率１で A0 = 0 、(iii) t �→ At は非減少であり、(iv) 各 t ≥ 0 に対し、
E|At| <∞である条件を満足するときにいく .

定理 7.1（Doob – Meyer分解）：{Ft}は右連続な情報増大系で、X = {Xt}t≥0は (Ω,F , P, {Ft})
上の非負右連続 (Ft) – 適合な局所劣マルチンゲールであるとする . このとき、{Xt}が局所一
様可積分ならば、predictable な可積分増分過程 At で、各 t ≥ 0 に対し、P (At < ∞) = 1 で、
Xt−Atが右連続局所マルチンゲールとなるようなものが一意的に存在する . Tn を局所化停止
時間とすれば、各 t ≥ 0 に対し、At = limn→∞An(t) とすることができる . ただし、An(t) は
Xt∧Tn に対する compensator である：すなわち、Xt∧Tn −An(t) がマルチンゲールになるよう
な増分過程である .

しばらく、T > 0 と固定し、t ∈ [0, T ] とする . {Xt} が２乗可積分マルチンゲールならば、
Jensenの不等式から X2

t は劣マルチンゲールになり、しかも局所一様可積分になるので、Doob

– Meyer 分解から、predictableで右連続増分過程 At が一意的に存在し、X2
t − Atがマルチン

ゲールになることがわかる . この At を 〈M〉t と記し、X の２次変分（quadratic variateion）
という . また、X = {Xt} と Y = {Yt} が２乗可積分マルチンゲールとしたとき、X と Y に
対し、

〈X,Y 〉 = (1/4){〈X + Y 〉 − 〈X − Y 〉}
= (1/2){〈X + Y 〉 − 〈X〉 − 〈Y 〉}

とおけば、
XY − 〈X,Y 〉 = {XtYt − 〈X,Y 〉t}

はマルチンゲールとなる . 〈X,Y 〉を X と Y の２次共分散過程または２次変分という .

7.1.2 R – 作用素と L – 作用素

F を R 上の連続型分布関数とし、その確率密度関数を f とすれば、ハザード関数は

λ(t) =
f(t)

1 − F (t)
(7.1)

で定義される . これを確率密度関数からハザード関数への写像

f �→ λ =
f

1 − F

とみなすことができる . 逆に、ハザード関数から確率密度関数への写像

λ �→ f = λ exp(−
∫ ·

−∞
λ(s)ds) (7.2)
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を考える . {fr : r ∈ R}を f を通る曲線とし、それに対応したハザード関数と分布関数の曲線
を {λr} と {Fr}と記し、(7.1) の両辺に対数をとり、tに関して微分すれば、

∂

∂r
log λr =

∂

∂r
log fr − 1

1 − Fr

∫ ∞

·
∂

∂r
log fr(s)ds

を得る . このことから、a ∈ L0
2(F )に対して、写像

(Ra)(t) = a(t) − 1

1 − F (t)

∫ ∞

t
a(s)ds (7.3)

を定義する . これは
(Ra)(t) = −E[a(X)− a(t)|X > t] (7.4)

とも表現できる . (7.2)に関して同様な議論を行えば、

∂

∂t
log ft =

∂

∂t
log λt −

∫ ·

−∞

(
∂

∂t
log λt

)
log λt(s)ds

となるので、b ∈ L0
2(F )に対して、

(Lb)(t) = b(t) −
∫ t

−∞
b(s)λ(s)ds

を導入する . 累積ハザード関数を

Λ(t) =
∫ t

−∞
λ(s)ds

と書けば、

(Lb)(t) = b(t) −
∫ t

−∞
b(s)dΛ(s)

= b(t) −
∫ ∞

−∞
1{t ≥ s}b(s)dΛ(s)

と表現できる . Lは「マルチンゲール作用素」とみなすことができる：すなわち、X の分布関
数を F とし、

M(t) = 1{X ≤ t} −
∫ t

−∞
1{X ≥ s}b(s)dΛ(s) (7.5)

を計数過程マールチンゲールとすれば、

(Lb)(X) =
∫ ∞

−∞
bdM

と表現できる .

命題 7.1 ：F を連続型分布関数とし、R と L をそれぞれ (7.1) と (7.2) によって定義される
L2(F ) から L2(F ) への作用素とする . このとき、R と L は以下を満足する .

(i) . R と L は有界で、‖R‖ = ‖L‖ = 1 である .
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(ii) . L ◦Ra = a−E[a(X)] とR ◦La = aが成立する . したがって、L0
2(F ) 上では、R−1 = L

である .

(iii) . LT = R が成立し、LTL = RTR = id である .

(iv) . var[a(X)] = E[a(X)− Ã(X)]2 が成立する . ただし、Y を X のコピーとして、Ã(t) =

E[a(Y )|Y > t] である . で定義する .

証明：まず、(i) を証明する . 任意に a ∈ L2(F )に対して、

Z(t) =
∫ t

−∞
adM

と定義する . ただし、M は (7.5)で定義された計数過程マルチンゲールで、変分過程 〈M〉(t) =∫ t
−∞ 1{X ≥ t}dΛ(s)である . このとき、Z は２乗可積分なマルチンゲールで、t ↑ ∞ のとき、

Z(t)
a.s.−→ La(X)

で変分過程が

〈Z〉(t) =
∫ t

−∞
a2d〈M〉

である . したがって、

E[Z2(t)] = E[〈Z〉(t)] = E[
∫ t

−∞
a2d〈M〉]

= E[
∫ t

−∞
a2(s)1{t ≥ s}dΛ(s) =

∫ t

−∞
a2dF (s)

となる . さらに、Fatou の補題を用いれば、

E[(La(X))2] = E[ lim
t→∞Z

2(t)] ≤ lim inf
t→∞

∫ t

−∞
a2dF = E[a2(X)] <∞

から、L : L2(F ) �→ L2(F )は有界であることがわかる .

つぎに、(ii)を証明する .

(L ◦Ra)(t) = L

(
a(t) −

∫∞
t a(u)dF (u)

1 − F (t)

)

= a(t) −
∫∞
t a(u)dF (u)

1 − F (t)
−

∫ t

−∞

{
a(s) −

∫∞
s a(u)dF (u)

1 − F (s)

}
dΛ(s)

となることより、L ◦Ra = a−E[a(X)]を示すために、

∫ t

−∞

{
a(s) −

∫∞
s a(u)dF (u)

1 − F (s)

}
dΛ(s) =

∫ t

−∞
a(u)dΛ(u) +

∫∞
t a(u)dF (u)

1 − F (t)

−
∫ ∞

−∞
a(u)dF (u)
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を示せばよいことがわかる . 実際、
∫ t

−∞

∫ ∞

s

a(u)

1 − F (s)
dF (u)dΛ(s) =

∫ t

−∞

∫ ∞

s

a(u)

(1 − F (s))2
dF (u)dF (s)

=
∫ t

−∞
a(u)

[∫ u

−∞
dF (u)

(1 − F (s))2

]
dF (u) +

∫ ∞

f
a(u)

[∫ t

−∞
dF (u)

(1 − F (s))2

]
dF (u)

=
∫ t

−∞
a(u)

(
1

1 − F (u)
− 1

)
dF (u) +

∫ ∞

t
a(u)

[
1

1 − F (t)
− 1

]
dF (u)

よりわかる .

また、

R ◦ La = R
(
b(t) −

∫ t

−∞
b(u)dΛ(u)

)

= b(t) −
∫ t

−∞
b(u)dΛ(u) − 1

1 − F (t)

∫ ∞

t

{
a(s) −

∫ s

−∞
b(u)dΛ(u)

}
dF (s)

となることより、R ◦ La = a を示すために、
∫ ∞

t

∫ s

−∞
b(u)dΛ(u)dF (s) = (1 − F (t))

∫ t

−∞
b(u)dΛ(u) +

∫ ∞

t
b(s)dF (s)

を示せばよい . 実際、上の式の左辺は
∫ t

−∞
b(u)

[∫ ∞

t
dF (s)

]
dΛ(u) +

∫ ∞

t
b(u)

[∫ ∞

u
dF (s)

]
dΛ(u)

と変形すればわかる .

つぎに、(iii)を示す . Fubini の定理を用いれば、任意の a, b ∈ L2(F )に対して、

〈La, b〉L2(F ) =
∫ ∞

−∞
b(t)

{
a(t) −

∫ t

−∞
a(u)dΛ(u)

}
dF (t)

=
∫ ∞

−∞
a(t)

{
b(t) −

∫∞
t b(u)dF (u)

1 − F (t)

}
dF (t) = 〈a,Rb〉L2(F )

からわかる3 . さらに、このことより、R : L0
2(F ) �→ L0

2(F )と L : L0
2(F ) �→ L0

2(F )は isometry

であることがわかるは

‖La‖2
L2(F ) = 〈La, La〉L2(F ) = 〈a, LTLa〉L2(F ) = 〈a,RLa〉L2(F )

= 〈a, a〉L2(F ) = ‖a‖L2(F )

3 実際、 ∫ ∞

−∞
b(t)

{∫ t

−∞
a(u)dΛ(u)

}
dF (t) =

∫ ∞

∞
b(t)

{∫ t

−∞

a(u)
1 − F (u)

dF (u)
}
dF (t)

=
∫ ∞

−∞

a(u)
1 − F (u)

{∫ ∞

u

b(t)dF (t)
}
dF (u)

に注意すればよい .
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よりわかる .

(iv)はつぎの計算からわかる . 〈Ea, a−Ea〉L2(F ) = 0 と (ii)から

var[a(X)] = 〈a, a− Ea〉L2(F ) = 〈a, LRa〉L2(F ) = 〈a,RTRa〉L2(F )

= 〈Ra,Ra〉L2(F ) = ‖Ra‖L2(F ) = E[a(X) − Ã(X)]2

からわかる . �

7.1.3 R – 作用素とマルチンゲールとの関係

X を確率空間 (Ω,F , P ) 上の確率変数とし、その分布関数を F と記す . すべての t ≥ 0 に
対し、

Ft = σ{1{X ≤ s} : s ≤ t} = σ{X ∧ t,1{X ≤ t}} (7.6)

で定義された情報増大系F = {Ft}を考える .

固定した a ∈ L2(F )と t ≥ 0 に対し、

Y (t) ≡ E[a(X)|Ft]

とおく . モデルQ = {qθ : θ ∈ Θ ⊂ R}における θ のスコア関数を (∂/∂θ) log qθ = aとかけば、
Y (t)は欠損値データ X ∧ tに基づくモデル P = {pθ : θ ∈ Θ ⊂ R}における θ のスコア関数と
なることが命題 5.1 よりわかる . また、(7.6) より

Y (t) = 1{X ≤ t}a(X) + 1{X > t}E[a(X)1{X > t}
1 − F (t)

= 1{X ≤ t}a(X) + 1{X > t}Ã(t) (7.7)

と表現できることがわかる .

つぎに命題はマルチンゲールと計数過程マルチンゲール

M(t) ≡ N(t) − A(t) = 1{X ≤ t} −
∫ t

−∞
1{X ≥ s}dΛ(s) (7.8)

との関係を示すものである .

命題 7.2 ：a ∈ L0
2(F ) とする4 . Y (t) と M(t) を (7.7) と (7.8) で定義されたマルチンゲー

ル確率過程とする . このとき、

Y (t) =
∫ t

−∞
Ra(s)dM(s) (7.9)

が成立する . ただし、

Ra(t) = a(t) −
∫∞
t adF

1 − F (t)
= a(t) − Ã(t)

である .

4 すなわち、
∫
a2dF <∞かつ ∫

adF = 0 である .



7.2. Random censoring モデル：ノンパラメトリックの観点から 151

証明：Ra = a− Ã に注意すれば、∫ t

−∞
RadN = a(X)1{X ≤ t} − Ã(X)1{X ≤ t} (7.10)

となる5 . さらに、Fubini の定理を用いれば、
∫ t

−∞

{
1

1 − F (s)

∫ ∞

s
a(u)dF (u)

}
dΛ(s)

=
∫ t

−∞
a(u)

{∫ u

−∞
dΛ(s)

1 − F (s)

}
dF (u) +

∫ ∞

t
a(u)

{∫ t

−∞
dΛ(s)

1 − F (s)

}
dF (u)

=
∫ t

−∞
a(u)dΛ(u) +

1

1 − F (t)

∫ ∞

t
a(u)dF (u)

=
∫ t

−∞
a(u)dF (u) + E[a(X)|X > t]

となること6 から、
∫ u

−∞
RadΛ =

∫ u

−∞
adΛ−

∫ t

−∞

{
1

1 − F (s)

∫ ∞

s
adF

}
dΛ(s) = −Ã(u)

のなることがわかる . これを用いれば、∫ t

−∞
RadA =

∫ t∧X

−∞
RadΛ

=
∫ t

−∞
RadΛ1{X ≤ t} +

∫ t

−∞
RadΛ1{X > t}

= −Ã(X)1{X ≤ t} − Ã(t)1{X > t} (7.11)

を得る . M = N −A に注意すれば、(7.10)と (7.11)から (7.9)が導かれることがわかる . �

7.2 Random censoring モデル：ノンパラメトリックの観点
から

確率変数 Y と C は独立で R+ = [0,∞) 上の分布関数 F と G を持つ7 とする . Y を生存
時間とし、C を打ち切り時間（censoring time）とする . X0 = (Y,C) を未観測な確率変数、
X = (T,∆)を観測できる確率変数とする . ここで、

T ≡ Y ∧ C, ∆ = 1{Y ≤ C}
5 N = 1{X ≤ t} より、∫ f(t)dN(t) = f(X)1{X ≤ t} なることに注意すればよい .
6 最後からふたつ目の等式は ∫ u

−∞

dΛ(s)
1 − F (s)

=
∫ u

−∞

dF (s)
(1 − F (s))2

=
1

1 − F (u)

に注意すればよい .
7 ただし、どちらか一方は ∞ 上に mass をもつことも許すとする .
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とする . F と Gが Lebeague 測度に関する確率密度関数 f と g をもつと仮定し、R∗ ×{0, 1}
の中に値を取る確率変数 X = (T,∆) の確率密度関数8 p( · : F,G) は t ∈ R∗ と δ ∈ {0, 1} に
対して、

p(t, δ) = {(1 −G(t))f(t)}δ{(1 − F (t))g(t)}1−δ (7.12)

で与えられる .

ここで、

H(t) ≡ P (T ≤ t) = H0(t) +H1(t)

≡
∫ t

0
p(s, 0)ds+

∫ t

0
p(s, 1)ds

=
∫ t

0
(1 − F (s))ds+

∫ t

0
(1 −G(s))ds

とおく . これから、

1 −H(t) = P (T > t) = P (Y > t, C > t) = (1 − F (t))(1 −G(t))

であるので、
f(t)

1 − F (t)
=

p(t, 1)

1 −H(t)
,

g(t)

1 −G(t)
=

p(t, 0)

1 −H(t)
(7.13)

となる . また、上のそれぞれの式の両辺を積分すれば、

1 − F (t) = exp

(
−
∫ t

0

p(s, 1)

1 −H(s)
ds

)
, 1 −G(t) = exp

(
−
∫ t

0

p(s, 0)

1 −H(s)
ds

)
(7.14)

を得る . このことより、F と G は [0, H−1(1)) 上で identifiableである . ただし、

H−1(1) = inf{s : H(s) = 1} = F−1(1) ∧G−1(1)

である . Mµ を R+{0, 1} 上の確率測度で µ に関して絶対連続で proper 9 なものの集まり
とし、

P = {P は R+ × {0, 1} 上の確率測度で p = dP
dµ
は (7.13) の形 }

とすれば、(7.13)と (7.14)から
P = Mµ

が成立すること10 がわかる .

8 これは、µ ≡ Lebeague 測度 × counting measure に関するものである .
9 すなわち、limt→−∞ P (T ≤ t,∆ = · ) = 0かつ limt→∞ P (T ≤ t,∆ = · ) = 1 を満足するもの .

10 P が与えられたとき、F か G のどちらか一方が proper であることをあとは示せばよい . 実際、p を proper
とすれば、t ↑ ∞ のとき、

− log{(1 − F (t))(1 −G(t))} =
∫ t

0

p(s, 0) + p(s, 1)
1 −H(s)

ds =
∫ t

0

dH(s)
1 −H(s)

= − log(1 −H(s)) → ∞

となることより、すくなくともどちらか一方は proper である . すなわち、limt→∞ F (t)∧G(t) = 1が成立する .
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したがって、固定した P ∈ P に対して、

Ṗ = {h ∈ L2(P ) :
∫
ddP = 0} = L0

2(P )

を定義する . しかし、この接空間は未知の分布関数 F と G に依存する . ここで、

ν(P ) ≡ Λ(t) =
∫ t

0

dF (s)

1 − F (s−)
(0 ≤ t ≤ τ0)

と
κ(P ) ≡ 1 − F (t) = Π0≤s≤t(1 − dΛ(s)) = exp(−Λc(t))Π0≤s≤t(1 − ∆Λ(s))

の推定問題を考えよう . ただし、τ は 1 −H(τ ) > 0 なる点とし、

∆Λ = Λ(t) − Λ(t−), Λc(t) = Λ(t) − ∑
0≤s≤t

∆Λ(s)

とする .

7.2.1 有効影響作用素と逆情報作用素の計算

まず、形式的に ν̇P を計算する . そのために、h ∈ Ṗ に対して、

pη(s, δ) = p(s, δ) exp(ηh(s, δ)) （η ∈ R）

とし、pη に対応する分布関数を Pη と書くことにする . すると、

∂

∂η
ν(Pη)(t)

∣∣∣∣
η=0

=
∫ ∞

0

{
1[0,t](s)

H̄(s)
−C(s ∧ t)

}
h(s, 1)p(s, 1)ds

−
∫ ∞

0
C(s ∧ t)h(s, 0)p(s, 0)ds

となること11 がわかる . ただし、

C(t) =
∫ t

0

1

H̄2
dH1 =

∫ t

0

1

H̄
dΛ (7.15)

11 これは以下の計算からわかる . (7.13) と (7.14) において、pη に対応して得られるものを添字 η を付けて表
現することにする . まず、H1η(t) =

∫ t

0
pη(s, 1)ds =

∫ s

0
p(s, 1) exp(ηh(s, 1))ds と

H̄η(t) =
∫ t

0

pη(s, 0)ds+
∫ t

0

Pη(s, 1)ds

=
∫ t

0

p(s, 0) exp(ηh(s, 0))ds+
∫ t

0

p(s, 1) exp(ηh(s, 1))ds

に注意すれば、

∂

∂η

∫ t

0

dH1η(s)
H̄η(s)

∣∣∣∣
η=0

=
∫ t

0

1
H̄(s)

∂

∂η
dH1η(s) +

∫ t

0

1
H̄2(s)

∂

∂η
H̄η(s)

∣∣∣∣
η=0

dH1(s)

=
∫ t

0

p(s, 1)h(s, 1)
H̄(s)

ds−
∫ t

0

1
H̄2(s)

[∫ s

0

{p(u, 0)h(u, 1) + p(u, 1)h(u, 1)}ds
]
dH1(s)

=
∫ t

0

{1[0,t](s)
H̄(s)

−C(s ∧ t)
}
h(s, 1)p(s, 1)ds−

∫ ∞

0

C(s ∧ t)h(s, 0)p(s, 0)ds

となることからわかる .
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である . 厳密には、
1∑
δ=0

∫
{√pη −√

p− 1

2
ην̇P

√
p}2ds = o(η)

を示せば、ν̇P は ν の微分であることがわかる . 直接計算するのではなく、Van der Vaartの可
微分性定理を用いてそれを後で証明することにする . ここで、微分 ν̇P が与えられたと仮定し
て議論を進める .

(7.12) の形から

ν̇P (h)(t) =
1∑
δ=0

∫
h(s, δ)

{
δ1[0,t](s)

H̄(s)
−C(s ∧ t)

}
dP (s, δ)

= 〈h, δ1[0,t](s)

H̄(s)
− C(s ∧ t)〉L2(P )

なので、canonical gradientは、0 < s < τH と δ ∈ {0, 1}に対して、

ν̃P,t(s, δ) =
δ1[0,t](s)

H̄(s)
− C(s ∧ t)

で与えられる . したがって、(5.61)から、有効影響作用素は

l̃ν(πt)(s, δ) = ν̃P,t(s, δ)

となることがわかる . さらに、(5.63)から、逆情報共分散汎関数 I−1(P |ν,P )は

I−1(P |ν,P )(s, t) = I−1
ν (s, t) = E[ν̃P,s(T,∆)ν̃P,t(T,∆)]

で与えられることがわかる . 上の式の右辺をさらに計算する . そのために、∫ t

0
C2dH = −

∫ t

0
C2H̄ =

∫ t

0
H̄d(C2) − C2(t)H̄(t)

= 2
∫ t

0

C

H̄
dH1 − C2(t)H̄(t) (7.16)

と s ≤ tとしたとき、∫ t

s
CdH = −

∫ t

s
CdH̄ =

∫ t

s

1

H̄
dH1 − H̄(t)C(t) + H̄(s)C(s) (7.17)

が部分積分から用いれば得られることに注意する . つぎに、

E[C(s ∧ T )C(t∧ T )] = C(s)C(t)
∫ ∞

s∨t
dH + C(s ∧ t)

∫ s∨t

s∧t
C(u)dH(u)

+
∫ s∧t

0
C2(u)dH(u)dH(u)

となることに注意する . (7.16)と (7.17)を上の式の右辺の二項目と三項目に対応すれば、

C(s ∧ t)
∫ s∨t

s∧t
C(u)dH(u)

= C(s ∧ t)
{∫ s∨t

s∧t
dH1

H̄
− H̄(s ∨ t)C(s ∨ t) + H̄(s ∧ t)C(s ∧ t)

}
(7.18)
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と ∫ s∧t

0
C2(u)dH(u)dH(u) = 2

∫ s∧t

0

C

H̄
dH1 − C2(s ∧ t)H̄(s ∧ t) (7.19)

となることわかる . また、

E

[
∆1[0,t](T )C(s ∧ T )

H̄2(T )

]
=

∫ t

0

C(s ∧ u)
H̄(u)

dH1(u)

=
∫ s∧t

0

C(u)

H̄(u)
dH1(u) + C(s ∧ t)

∫ t

s∧t
1

H̄(u)
dH1(u) (7.20)

E

[
∆1[0,s](T )C(t ∧ T )

H̄2(T )

]
=

∫ s

0

C(t ∧ u)
H̄(u)

dH1(u)

=
∫ s∧t

0

C(u)

H̄(u)
dH1(u) + C(s ∧ t)

∫ s

s∧t
1

H̄(u)
dH1(u) (7.21)

となる . さらに、

E

[
∆1[0,s](T )∆1[0,t](T )

H̄2(T )

]
=

∫ s∧t

0

dH1(u)

H̄2(u)
= C(s ∧ t) (7.22)

となることがわかる . したがって、(7.18) – (7.22)から

E[ν̃P,s(T,∆)ν̃P,t(T,∆)] = C(s ∧ t)

が得られる . これから、定理 5.3における Gauss 過程 Z0 は

Z0(t) = B(C(t)) （0 ≤ t ≤ τ ）

で与えられる . ただし、B は Brown 過程である .

つぎに、F は連続と仮定（したがって、Λ も連続）して、0 ≤ t ≤ τ に対して、

κ(P )(t) ≡ 1 − F (t) = Π0≤s≤t(1 − dΛ) = exp(−Λ(t)) = α(ν(P ))(t)

の推定を考える . ただし，b ∈ l∞([0, τ ])に対して、α : l∞([0, τ ]) �→ l∞([0, τ ])をα(b) = exp◦(−b)
で定義した . すると、α̇b( · ) : l∞([0, τ ]) �→ l∞([0, τ ])は、任意の h ∈ l∞([0, τ ])に対して、

α̇b(h) = −α(b)h

で与えられること12 がわかる . したがって、h ∈ L2(P )に対して、

κ̇P (h) = α̇Λ(ν̇P (h)) = −α(Λ)ν̇P (h)

となることが chain rule（補題 6.8）よりわかる . さらに、Reiszの表現定理より、κの canonical

gradient κ̃P,t は、0 ≤ t ≤ τ と (s, δ) ∈ [0,∞) × {0, 1}に対して、

κ̃P,t(s, δ) = −α(Λ)ν̃P,t(s, δ) = −(1 − F (t))ν̃P,t(s, δ)

12 実際、α(b+ηh)−α(b)
η = 1

η exp(−ηh)α(b) と limη→0
1
η exp(−ηh) = −h となることからわかる .
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で与えられることがわかる . したがって、κ に対する逆情報共分散汎関数 I−1(P |κ,P )は

I−1(P |κ,P )(s, t) = I−1
κ (s, t) = (1 − F (s))(1 − F (t))C(s∧ t)

=
F̄

K̄
(s)

F̄

H̄
(t){K(s ∧ t) −K(s)K(t)}

で与えられることがわかる . ここで、

K =
C

1 + C
, K̄ = 1 −K =

1

1 + C
, F̄ = 1 − F

とした . さらに、定理 5.3 における Gauss 過程 Z0 は

L(Z0) = L(F̄B(C)) = L

(
F̄

K̄
B0(K)

)

で与えられることがわかる . ただし、B と B0 は Brown 過程と Brown 橋である .

7.2.2 スコアー作用素とマルチンゲール

. いま、Ġ1 = L0
2(F )と Ġ2 = L0

2(G) から Ṗ へのスコア作用素 l̇1 : Ġ1 �→ Ṗ と l̇2 : Ġ2 �→ Ṗ

は命題 5.1 から、任意の a ∈ Ġ1 と b ∈ Ġ2 に対して、

(l̇1a)(T,∆) = E[a(X)|(T,∆)]

= ∆a(T ) + (1 − ∆)

∫∞
T adF

1 − F (T )

= ∆a(T ) + (1 − ∆)E[a(Y )|Y > T ] (7.23)

と

(l̇2b)(T,∆) = E[b(C)|(T,∆)]

= (1 − ∆)b(T ) + ∆

∫∞
T bdG

1 −G(T )

= (1 − ∆)b(T ) + ∆E[b(C)|C > T ]

で与えられる .

さらに、

Muc(t) ≡ 1{T ≤ t,∆ = 1} −
∫ T

0
1{T ≥ s}dΛ(s)

と

Mc(t) ≡ 1{T ≤ t,∆ = 0} −
∫ T

0
1{T ≥ s} dG(s)

1 −G(s)

とおけば、
(l̇1a)(T,∆) =

∫
RF adMuc
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と
(l̇2b)(T,∆) =

∫
RGbdMc

と表現できること13 がわかる . ただし、RF と RG は (7.4) で定義された F と G に関する R

– 作用素である .

マルチンゲールの性質より、〈Muc,Mc〉 = 0がわかる . これより、

〈l̇1a, l̇2b〉L2(P ) = E
[∫ ∞

0
(RF aRGb)d〈Muc,Mc〉

]
= 0

となることがわかる . したがって、

Image(l̇1) ⊥ Image(l̇2) (7.24)

で
l̇
T

1 l̇2 = 0, l̇
T

2 l̇1 = 0

が成立する .

さらに、この直交性を Ṗ 1 ⊃ Image(l̇1) と Ṗ 2 ⊃ Image(l̇2) の直交性：Ṗ 1 ⊥ Ṗ 2 まで拡張で
きることを示す .

まずはじめに、どんな h ∈ Ṗ
0

1 に対しても

h(t, 0) = − 1

F̄ (t)

∫ t

0
h(u, 1)dF (u), 0 ≤ t ≤ τH (7.25)

が成立することを示す . ただし、F̄ = 1 − F である . これを示すために、接ベクトル h ∈ Ṗ
0

1

をもつ P の中の曲線14 {Pη : η ≥ 0} を取る . この曲線に対応する確率密度関数の曲線15 を
{pη}と記し、これから得られる G1 の中の曲線（確率密度関数で表現されたもの）を fη と書

13

∫
RFadMuc =

∫ {
a(t) −

∫∞
t a(s)dF (s)

1 − F (t)

}
dMuc

= ∆

{
a(T ) −

∫∞
T
a(s)dF (s)

1 − F (T )

}
−
∫ T

0

a(t)dΛ(t) +
∫ T

0

∫∞
t
a(s)dF (s)

1 − F (t)
dΛ(t)

となることに注意する . さらに、Fubini の定理から

∫ T

0

∫∞
t
a(s)dF (s)

1 − F (t)
dΛ(t) =

∫ T

0

a(s)
{∫ s

0

dΛ(t)
1 − F (t)

}
dF (s) +

∫ ∞

T

a(s)

{∫ T

0

dΛ(t)
1 − F (t)

}
dF (s)

=
∫ T

0

a(s)
1 − F (s)

dF (s) +

∫∞
T
a(s)dF (s)

1 − F (T )

となる . このふたつの式を合わせると求めたい式の一番目のものを得る .
14 真のモデルを P = Pη|η=0 とする .
15 真のモデルの確率密度関数を p = pη|η=0 とする .
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く . モデルの可微分性の定義と (7.13)から、

o(η2) =
1∑
δ=0

∫ ∞

0

{√
pη(t, η)−

√
p(t, η) − 1

2
ηh(t, δ)

√
p(t, η)

}2

dt

≥
∫ s

0

{√
F̄η −

√
F̄ − 1

2
h(t, 0)

√
F̄
}2

dG(t)

+
∫ s

0

{√
fη −

√
f − 1

2
h(t, 1)

√
f
}2

Ḡ(t)dt (7.26)

を得る . ただし、Fη、fη、G を Pη に対応する Y の分布関数と確率密度関数、および C の分
布関数とし、F̄η = 1 − Fη と Ḡ = 1 −G とした . さらに、補題 5.3（Z = 0 として）を利用す
れば、

∫ s

0

{√
F̄η −

√
F̄ − 1

2
ηh(t, 0)

√
F̄
}2

dG(t)

=
∫ s

0



√
F̄η −

√(
F̄ +

1

2
ηh

√
F̄
)2




2

dG(t)

≥


√∫ s

0
F̄ηdG−

√∫ s

0

(√
F̄ +

1

2
ηh

√
F̄
)
dG




2

(7.27)

がわかる . これより∫ s

0
(F̄η(t) − F̄ (t))dG(t) = η

∫ s

0
h(t, 0)F̄ (t)dG(t)dG(t) + o(η) (7.28)

がわかる . 一方、

∫ s

0

{√
fη −

√
f − 1

2
ηh(t, 1)

√
f
}2

Ḡ(t)dt

≥ Ḡ(s)
∫ s

0



√
fη −

√(√
f +

1

2
ηh(t, 1)

√
f
)2




2

dt

≥ Ḡ(s)



√∫ s

0
fηdt−

√∫ s

0

(√
f +

1

2
ηh(t, 1)

√
f
)2

dt




2

から ∫ s

0
fηdt =

∫ s

0

(√
f +

1

2
ηh(t, 1)

√
f
)2

dt (7.29)

を得る . (7.29)を (7.28)に代入すれば、sに関して一様に

−
∫ s

0

{
η
∫ t

0
h(u, 1)f(u)du+

1

4
η2

∫ t

0
h2(u, 1)f(u)du+ [Ḡ(s)]1/20(η)

}
dG(t)

= η
∫ s

0
h(t, 0)F̄ (t)dG(t) + o(η)
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が成立することがわかる . したがって、

η
∫ s

0

{
h(t, 0) +

1

F̄ (t)

∫ t

0
h(u, 1)dF (u)

}
F̄ (t)dG(t) = o(η) (7.30)

が sに関して一様にわかる . このこと16 から、(7.25)が示せた .

つぎに、F ∗(t) ≡ ∫ t
0 ḠdF/

∫∞
0 ḠdF とおき、任意の a ∈ L0

2(F
∗)に対して、

(l1a)(T,∆) = ∆a(T )− 1 − ∆

F̄ (T )

∫ T

0
a(u)dF

とする .
∫
a2dF ∗ ≥ ∫

a2dF/
∫
ḠdF から L0

2(F
∗) ⊃ L0

2(F )がわかる . さらに、h ∈ Ṗ 1 に対し
て、a = h(t, 1)とおけば、(7.25)から l̇1a = h(t, δ)となるので、Ṗ 1 ⊂ L0

2(F
∗)が成立すること

がわかる . したがって、

{l̇1a : a ∈ L0
2(F )} ⊂ Ṗ 1 ⊂ {l̇1a : a ∈ L0

2(F
∗)} (7.31)

が成立する . G∗(t) =
∫ t
0 F̄ dG/

∫∞
0 F̄ dGとおけば、同様な議論から

{l̇2b : b ∈ L0
2(G)} ⊂ Ṗ 2 ⊂ {l̇2b : b ∈ L0

2(G
∗)}

が成立することがわかる . F と G を F ∗ と G∗ に置き換えて (7.24)を得るための議論と同様
のものを再度行えば、

{l̇1a : a ∈ L0
2(F

∗)} ⊥ {l̇2b : b ∈ L0
2(G

∗)}
が成立するので、Ṗ 1 ⊥ Ṗ 2 が示せた .

また、
∫
(1/F̄ )dG <∞ならば、(7.31)において等号が成立する . これを示すために、どんな

a ∈ L0
2(F

∗) と正数 ε > 0 に対しも、aM ∈ L0
2(F )が存在して、

E[{l̇1(a− aM)}2] < ε (7.32)

を満足することを示せばよい . l∞([0,∞))の中の可測関数の集合は L0
2(F

∗)に稠密であるので、
一般性を失わず、a を有界としてよい . ある 0 < M <∞に対して、

aM(t) = a(t)1{t ≤M} − 1

F̄ (M)

∫ M

0
adF1{t > M}

おく . 明らかに、aM ∈ L0
2(F )である . また、 (7.13)から、(7.32)の左辺は M ↑ τH とすれば、

1∑
δ=0

∫
{l̇1(a− aM)(t, δ)}2p(t, δ)dt

=
∫ ∞

M

{
a +

1

F̄

∫ M

0
adF

}2

ḠdF +
∫ ∞

M

1

F̄

{∫ t

M

[
a +

1

F̄ (M)

∫ M

0
adF

]
dF

}2

dG(t)

= o(1) +O

[
1

F̄ 2(M)

∫ ∞

M
ḠdF

]
+O(1)

[∫ ∞

M

1

F̄
dG

]
= o(1)

16 任意の s について、(7.30)が成立し、さらにその被積分関数が η に依存しないことに注意すればよい .
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となる . 最後の等式は、M ↑ τH のとき、
1

F̄ 2(M)

∫ ∞

M
ḠdF ≤ Ḡ(M)

F̄ 2(M)

∫ ∞

M
dF ≤ Ḡ(M)

F̄ (M)
=

1

F̄ (M)

∫ ∞

M
dG ≤

∫ ∞

M

dG

F̄
= o(1)

となることよりわかる . したがって、(7.31) の最右辺は最左辺と等しくなるので、

Image(l̇1) = Ṗ 1

がわかる .

任意の a ∈ L2(F )に対して、写像 Luc : L2(F ) �→ L2(P ) を

(Luca)(T,∆) =
∫
adMuc

で定義する . すると、(7.23)は

(l̇1a)(T,∆) = (Luc ◦RF )a

と書き換えることができる . これより、F の確率密度関数 f に対する情報作用素 l̇
T

1 l̇1 : L2(F ) �→
L2(F )は

(l̇
T

1 l̇1a)(s) = {RT
F (LTucLuc)RFa}(s)

で与えられる . l̇
T

1 l̇1 を求めるためには、LTucLuc を計算すれば十分である . そのために、a, b ∈
L2(F )を取る . このとき、マルチンゲールの性質と Fubini の定理を用いれば、

〈LTucLuca, b〉L2(F ) = 〈Luca, Lucb〉L2(F ) = E[
∫ ∞

0
a(s)b(s)1{T ≥ s}dΛ(s)]

=
∫ ∞

0
E[a(s)b(s)1{T ≥ s}]dΛ(s)

=
∫ ∞

0
a(s)b(s)(1 −G(s))dΛ(s) = 〈(1 −G)a, b〉L2(F )

となる . これは、すべての b ∈ L2(F )に対して成立するので、LTucLuc は対角作用素で、

(LTucLuca)(s) = (1 −G(s))a(s) ≡ Da(s)

と表現できる . したがって、
l̇
T

1 l̇1 = RT
FDRF

となる .

t ↑ τG のとき、1 −G(s) ↓ 0 となるので、τG = τG = τF ∧ τG のとき、Iamge(l̇
T

1 l̇1) は閉には
ならない .

0 ≤ t ≤ τ < τH において、
κ(P )(t) ≡ 1 − F (t)

の推定を考える . ここで、写像 ψ(f) = 1−F を考える . これは、任意の h ∈ L0
2(F )に対して、

ψ̇F (h)(t) = −
∫ ∞

0
{1[0,t](z) − F (t)}h(z)dF (z)
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で定義される微分 ψ̇F を持つ17 . したがって、

ψ̇F (h)(t) = 〈−(1[0,t]( · ) − F (t)), h〉L2(F )

より、canonical gradientは
ψ̃F,t(z) = −(1[0,t](z) − F (t))

となる .

これを用いて、κ(P )(t) = 1 − F (t)が可微分性を調べる . 系 5.2.C と定理 5.1から

ψ̃F,t ∈ Image(l̇
T

1 l̇1) = Image(R−1
F DRF ) (7.33)

を示せばよい . しかし、

(RF ψ̃F,t)(z) = −1[0,t](z)
1 − F (t)

1 − F (z)

となること18 に注意して、

a∗t (z) =

[
R−1
F

(
−1[0,t]( · ) 1 − F (t)

1 − F ( · )
)]

(z) ∈ L2(F )

とおけば、

l̇
T

1 l̇1a
∗
t = l̇

T

1 l̇1

[
R−1
F

(
−1[0,t]( · ) 1 − F (t)

1 − F ( · )
)]

= R−1
F DRF

[
R−1
F

(
−1[0,t]( · ) 1 − F (t)

1 − F ( · )
)]

= R−1
F

(
−1[0,t]( · ) 1 − F (t)

1 − F ( · )
)

= ψ̃F,t (7.34)

となるので、(7.33)が成立することがわかる . したがって、κ(P ) = 1 − F が定義 5.7 の意味
において経路ごとに微分可能であることがわかる .

また、定理 5.2.B より、有効影響作用素 l̃κ は方程式 ψ̇TF = l̇1l̃κ の解より、

l̃κ(πt)(T,∆) = (l̇1a
∗
t )(T,∆) =

∫
RF a

∗
tdMuc

= −(1 − F (t))
∫ 1[0,t]( · )

(1 − F ( · ))(1 −G( · ))dMuc

= −(1 − F (t))

{
∆1[0,t](T )

1 − F (T )
− C(T ∧ t)

}

17 例 5.5 を参照のこと .
18 RF の定義より、

(RF ψ̃F,t)(z) = −(1[0,t](z) − F (t))−
∫∞
z

{1[0,t](u) − F (t)}dF (u)
1 − F (z)

となる . さらに、 ∫ ∞

z

1[0,t](u)dF (u) = 1[0,t](z)
∫ ∞

z

dF (u) = 1[0,t](z)(F (t) − F (z))

になることよりわかる .
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となる19 . ただし、

C(t) =
∫ t

0

dΛ(s)

(1 − F (s))(1−G(s))

である . したがって、H̄ = (1 − F )(1 −G) とおき計算すれば、

I−1
κ (s, t) = E [̃lκ(πt)̃lκ(πs)]

= E

[
(1 − F (t))

∫ 1[0,t]

(1 − F )(1 −G)
dMuc(1 − F (s))

∫ 1[0,s]

(1 − F )(1 −G)
dMuc

]

= (1 − F (s))(1 − F (t))E

[∫ 1[0,t](u)1[0,s](u)

H̄(u)2
1{T ≥ u}dΛ(u)

]

= (1 − F (s))(1 − F (t))
∫ s∧t

0

E1{T ≥ u}
H̄2(u)

dΛ(u)

= (1 − F (s))(1 −G(t))
∫ s∧t

0

dΛ(u)

H̄(u)

= (1 − F (s))(1 − F (t))C(s∧ t)

となる .

7.2.3 ハザードレートに対する NPMLE

. (7.12)で与えられるモデル P を F と G を任意とする（∞ に確率をおくことも許す）モ
デル P̄ に拡張する . すると、

dP (t, δ) = δ(1 −G(t−))dF (t) + (1 − δ)(1 − F (t))dG(t) (7.35)

と書くことができる .

はじめに、P̄ は [0,∞]×{0, 1} 上で定義される確率測度の全体と一致することを示す . その
ためには、[0,∞]×{0, 1} 上の任意の確率測度 P が (7.35)の表現を満足することを示す . この
P に対し、

H̄(t−) = P (T ≥ t) = 1 − (H1(t−) +H0(t−))

19 Muc(s) = 1{s ≤ T,∆ = 1} − ∫ s

0
1{T ≥ u}dΛ(u) に注意すれば、

∫ 1[0,t](s)
(1 − F (s))(1 −G(s))

dMuc(u)

=
∆1[0,t](T )

(1 − F (T ))(1 −G(T ))
−
∫ 1[0,t](s)

(1 − F (s))(1−G(s))
1{T ≥ s}dΛ(s)

となる . さらに、 ∫ 1[0,t](s)1{T ≥ s}
(1 − F (s))(1 −G(s))

dΛ(s) =
∫ t∧T

0

dΛ(s)
(1 − F (s))(1−G(s))

= C(t ∧ T )

となることよりわかる .
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とおく . ただし、

H1(t) = P (T ≤ t,∆ = 1), H0(t) = P (T ≤ t,∆ = 0)

である . [0,∞] 上の分布関数 F が与えられば、ハザード関数は

Λ(t) =
∫
[0,t]

dF (t)

1 − F (t−)

で与えられる . また、1 − H(t−) = P (T ≥ t) = (1 − F (t−))(1 − G(t−)) と (7.35) より
dH1(t) = dP (T ≤ t,∆ = 1)であることに留意して、

Λ(t) =
∫
[0,∞]

1{H̄(s−) > 0}
1 −H(s−)

dH1(s) (7.36)

とおく . ここで、τ = sup{s : H̄(s) > 0}とおけば、

1 − F (t) =

{
Π0≤s≤t(1 − dΛ(s)) 0 ≤ t < τ

dF (∞) t = τ
(7.37)

と定める . さらに、

1 −G(t−) =




H̄(t−)
1−F (t−)

0 ≤ t < τ

dG(t) t = τ
(7.38)

と定義する . (7.35)と (7.37) より、

dH1(t) =
H̄(t−)dF (t)

1 − F (t−)
= (1 −G(t−))dF (t)

を得る . また、(7.38) より、

(1 −G(t−))dF (t) + (1 − F (t))dG(t) = d(H1(t) +H0(t)) (7.39)

を得る20 . したがって、P̄ は [0,∞] × {0, 1} 上の確率測度の全体と一致する .

いま、(T1,∆1), . . . , (Tn,∆)を P からのランダム標本とすれば、このことから、P の NPMLE

P̂n は

P̂n(t, δ) =
1

n

n∑
i=1

1{t = Ti, δ = ∆i}
20 (7.38) より、H̄(t−) = (1 −G(t−))(1 − F (t−)) となる . したがって、

(1 −G(t))(1 − F (t))− {(1 −G(t−))(1 − F (t−))}
= −(1 − F (t))(G(t)−G(t−)) − (1 −G(t−))(F (t) − F (t−))
= −(1 − F (t))dG(t)− (1 −G(t−))dF (t)

となる . 一方、

H̄(t) − H̄(t−) = P (T > t) − P (T ≥ t) = −{P (T ≤ t) − P (T < t)} = −d(H1(t) +H0(t))

となることよりわかる .
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で与えられることがわかる . したがって、(7.36)と (7.37)より、F の NPMLE F̂n は t ≤ T(n)

に対して、

1 − F̂n(t) = Π0≤s≤t

(
1 − dĤn1(s)

1 − Ĥn(s−)

)
(7.40)

を満足することがわかる . ただし、T(1) < . . . < T(n) は T1, . . . , Tn の順序統計量であり、

Ĥn(t−) = Ĥn1(t−) + Ĥn0(t−)

dĤn1(t) = dP̂n(t, 1), dĤn0(t) = dP̂n(t, 0)

である .

もちろん、(7.40) は Kaplan – Meier 推定量である . P̂n{∞, · } = 0 なので、T(n) が打ち切
られないならば、F̂n の台は打ち切られていない Ti(i = 1, . . . , n)を台にもつ確率測度として唯
一定まる . また、T(n)が打ち切られた場合には、T(n) を越えたどこかに確率をもつ確率測度に
なる .

7.2.4 Nelson – Aalen 推定量と Kaplan – Meier 推定量の漸近線形性

P0 を真のモデルとして、τ0 を P (T > τ0) > 0 となる点とする . µ(P ) = Λ を [0, τ0] 上で
定義される累積ハザード関数とする . F = {1[0,s] : s ≤ τ0} とし、Λ を B ≡ l∞(F) の中に値
を取る関数とする . すなわち、Λ(1[0,s]) = Λ(s) とする . このとき、Nelson – Aalen 推定量を
Λ̂ = q(P̂n)と書く . ただし、

q(P ) =
∫ ·

0

1 −H(t−)

dH1(u)

で、H(t−) = P (T ≥ t)、H1(t) = P (T ≤ t,∆ = 1)で、P̂n(t, δ) = (1/n)
∑n
i=1 1{t = Ti, δ = ∆i}

である21 .

定理 7.2 ：推定量 Λ̂ は影響関数

ν̃P,t(s, δ) = δ
1[0,t](s)

1 −H(s)
− C(s ∧ t) (7.41)

をもつ22 Gauss 正則な推定量である .

証明：事象 {1 − Ĥn(y) > 0} 上で、

√
n(Λ̂(y) − Λ(y)) =

√
n

{∫ y

0

Ĥn1(t)

1 − Ĥn(t−)
−

∫ y

0
dΛ0

}
(7.42)

となる . マルチンゲール中心極限定理を用いれば、Gauss 過程に弱収束することがわかるが、
ここでは別証明を与える .

21 観測を (T1,∆1), . . . , (Tn,∆n) とする .
22 ただし、C(t) =

∫ t

0
dH1

(1−H(s))2 =
∫ t

0
dΛ(s)

1−H(s) である .
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まず、(7.42) の右辺を書き換えると23

√
n

{∫ y

0

dĤn1(t)

1 − Ĥn(t−)
−

∫ y

0

dH01

1 −H0(t−)

}
=

√
n
∫ y

0

d(Ĥn1 −H01)(t)

1 −H0(t−)

+
∫ y

0

√
n(Ĥn −H0)(t−)

(1 −H0(t−))2
dH01(t) +

√
n
∫ y

0

(Ĥn(t−) −H0(t−))2

(1 −Hn(t−))(1 −H0(t−))2
dH01

+
√
n
∫ y

0

Hn(t−) −H0(t−)

(1 − Ĥn(t−))(1 −H0(t−))
d(Ĥn1 −H01)(t) (7.43)

を得る . Donsker定理より、
√
n(Ĥn1−H01)と

√
n(Ĥn−H0)は l∞(F)の中に値をとる Gauss過

程に弱収束するので、(7.43)の右辺の１項目と２項目はそれぞれの経験過程の連続関数となるの
で、ある Gauss過程に弱収束することがわかる . また、1−Hn(t−) = 1−H0−(1/

√
n)(Hn(t−)−

H0(t−)) から、 ∫ y

0

dH01

(1 −Hn(t−))(1 −H0(t−))
= OP (1)

がわかる . したがって、
∣∣∣∣∣
√
n
∫ y

0

(Ĥn(t−) −H0(t−))2

(1 − Ĥn(t−))(1 −H0(t−))
dH01

∣∣∣∣∣ ≤
√
n‖Ĥn −H0‖∞OP (1) = OP (n−1/2)

となることがわかる . つぎに、(7.43)の右辺の最後の項を書き直せば、

√
n
∫ y

0

Ĥn(t−) −H0(t−)

(1 − Ĥn(t−))(1 −H0(t−))
d(Ĥn1(t) −H01(t))

=
∫ Ĥn1(y)

0
Wn(Ĥ

−1
n1 (s))ds−

∫ H01(y)

0
Wn(H

−1
01 (s))ds

=
∫ Ĥ−1

n1 (y)

0
{Wn(Ĥ

−1
n1 (s) −Wn(H

−1
01 (s))}ds −

∫ H01(y)

Ĥn1(y)
Wn(H

−1
01 (s))ds

となる. ただし、

Wn(t) =
√
n

Ĥn(t−) −H0(t−)

(1 −Hn(t−))(1 −H0(t−))

23 これは以下の議論からわかる .

dĤn1

1 − Ĥn

− dĤ01

1 −H0
=

dĤn1

1 − Ĥn

− dĤn1

1 −H0
− d(Ĥn1 −H0)

1 −H0

=
(Ĥn −H0)dĤn1

(1 − Ĥn)(1 −H0)
+
d(Ĥn1 −H01)

1 −H0
+

(Ĥn −H0)dH01

(1 − Ĥn)(1 −H0)
− (Ĥn −H0)dH01

(1 −H0)2

+
(Ĥn −H0)dH01

(1 −H0)2

=
(Ĥn −H0)dĤn1

(1 − Ĥn)(1 −H0)
+
d(Ĥn1 −H01)

1 −H0
+

(Ĥn −H0)d(Ĥn1 −H01)
(1 − Ĥn)(1 −H0)2

+
(Ĥn −H0)dH01

(1 −H0)2
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とした . Wn はほとんど確実に連続な経路をもつ確率過程に収束するので、

sup{|H−1
n1 (s) −H−1

01 (s)| : 0 ≤ s ≤ τ0} = OP (n−1/2)

であることより、
∣∣∣∣∣
∫ Ĥ−1

n1 (y)

0
{Wn(Ĥ

−1
n1 (s) −Wn(H

−1
01 (s))}ds

∣∣∣∣∣
≤ sup{|Wn(Ĥ

−1
n1 (s)) −Wn(H

−1
01 (s)| : |s| ≤ Hn1(τ0)}OP (1) = oP (1)

と ∣∣∣∣∣
∫ H01(y)

Ĥn1(y)
Wn(H

−1
01 (s))ds

∣∣∣∣∣ ≤ sup |Wn(t)| sup |Ĥn1(y)−H01(y)| = OP (1)oP (1) = oP (1)

となることより、
∣∣∣∣∣
√
n
∫ y

0

Ĥn(t−) −H0(t−)

(1 − Ĥn(t−))(1 −H0(t−))
d(Ĥn1(t) −H01(t))

∣∣∣∣∣ = oP (1)

がわかる .

あとは、推定量 Λn が影響関数 νP,t をもつことを示せばよい . �

定理 7.3 ：推定量 F̂n は影響関数

κ̃P,t(s, δ) = −(1 − F (t))ν̃P,t(s, δ)

をもつ Gauss 正則な推定量である . ただし、ν̃P,t は (7.41) で与えられるものである .

証明： �

7.3 Cox モデル
生存データ解析で重要な Cox モデル

λ(t|z) = eθ
T zλ(t)

を考える . ただし、λ は基準ハザード関数（baseline hazard function）で、基準確率密度関数
g と分布関数 Gによって、λ = g/(1−G)と表現できる . また、Z ∈ Rk は共変量で、分布 H
24 に従い、θ ∈ Rk は未知の回帰係数である .

24 その確率密度関数を h と記すことにする .
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7.3.1 情報量計算

以下、簡単のために、k = 1として、議論を進める . (Z, T )を観測とすれば、その同時確率
密度関数は

f(z, t) = rg(t)(1 −G(t))r−1h(z) (7.44)

で与えられる25 . ただし、r = r(θz) = eθz である .

簡単な計算より、θ に対するスコア関数は

l̇(z, t) = z[1 − Λr(t)]

となる26 . ただし、

Λr(t) ≡ r(θz)Λ(t) = eθz
∫ t

0

dG

1 −G

である . つぎに、g に対するスコア作用素を求める . そのために、g を通る27 {gη : η ∈ R}
をG ≡ {G : Gは絶対連続な分布関数 } の中のなめらかな曲線を取る . a = (∂/∂η)gη|η=0 とお
けば、

(l̇2a)(z, t) = a(t) + (r − 1)

∫∞
t adG

1 −G(t)
(7.45)

で与えられる28 .

いま、２組の L – 作用素と R – 作用素を考える . すなわち、基準生存関数 1 −G と基準ハ
ザード関数 λに対応する L – 作用素と R – 作用素で、これらを Lと Rと記す . もう一方は、
Z = z という条件が与えられたときに、生存関数 (1 −G)r とハザード関数 λr = rλ に対応す
る L – 作用素と R – 作用素で、これらを Lr と Rr と記すことにする . したがって、任意の
a ∈ Ġ 29 に対し、

(Lra)(t) = a(t) −
∫ t

0
adΛr = a(t) − r

∫ t

0
adΛ

25 実際、1 −G = exp(− ∫ ·
0
λ(u)dU)に注意すれば、

f(z, t) = h(z)
∂

∂t

[
1 − exp

(
−
∫ t

0

λ(u|z)du
)]

= h(z)λ(t|z) exp
(
−
∫ t

0

λ(u|z)du
)

= h(z)eθz g

1 −G

[
exp

(
−
∫ t

0

λ(u|z)du
)]θz

= h(z)θθz g

1 −G
(1 −G)r

となることよりわかる .
26 なぜならば、∂

∂θ log f(z, t) = ∂
∂θ

[
log eθz + (eθz − 1) log(1 −G)

]
= z+zeθz log(1−G)と log(1−G) = − ∫ t

0
dG

1−G

よりわかる .
27 g = gη|η=0 とした .
28 gη に対応して、fη(z, t)と Gη などと書けば、

∂

∂η
log fη(z, t)

∣∣∣∣
η=0

=
∂

∂η

[
log gη(t) + (eθz − 1) log(1 −Gη)

] ∣∣∣∣
η=0

= a − (eθz − 1)(1 −G)−1gη

∣∣
η=0

と
∫∞
t
adG =

∫∞
t

∂
∂η

log gη

∣∣∣∣
η=0

dG = −g(t) よりわかる.

29 Ġはモデル G = {G : Gは絶対連続な分布関数 } の接空間である .
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(Rra)(t) = a(t) −
∫∞
t adF ( · |z)
1 − F (t|z) = −E[a(T )− a(t)|Z = z, T > t]

である . ただし、F ( · |z)は f( · |z) の分布関数である . このふたつの作用素を用いれば、θ と
g のスコア作用素は

l̇1(z, t) = z(Lr1)(t)

(l̇2a)(z, t) = (LrRa)(t)

と表現できること30 がわかる .

いま、

Mr(t) = 1{T ≤ t} −
∫ t

0
1{T ≥ s}dΛr(s)

とおけば、命題 7.2から、

l̇1(Z, T ) = Z
∫ ∞

0
dMr(s) (7.46)

l̇2(Z, T ) =
∫ ∞

0
(Ra)(s)dMr(s) (7.47)

と表現できることがわかる .

θ に対する有効スコア関数 l∗1 を求めるために、つぎの関係を満足する a∗ ∈ L0
2(G) を見つけ

る必要がある：どんな a ∈ L0
2(G) に対しても、

l∗1 ≡ l̇1 − l̇2a
∗ ⊥ l̇2a （L2(F ) の中において）

30 (7.3) を使えば、

∫ ∞

t

RadΛ =
∫ ∞

t

{
a(s) −

∫∞
s
a(u)du

1 −G(s)

}
dΛ(s) =

∫ ∞

t

adG

1 −G
−
∫ ∞

t

∫∞
s
a(u)du

(1 −G(s))2
dG(s)

と ∫ ∞

t

∫∞
s
a(u)du

(1 −G(s))2
dG(s) =

∫ ∞

t

a(u)
∫ u

t

dG(s)
(1 −G(s))2

du =
∫ ∞

t

[
1

1 −G(s)

]u

t

du

=
∫ ∞

t

a(u)
1 −G(u)

du− 1
1 −G(t)

∫ ∞

t

a(u)du

から ∫ ∞

t

RadΛ =
1

1 −G(t)

∫ ∞

t

a(s)ds

になることに注意する . 再度、(7.3) を使えば、

a(t) + (r − 1)

∫∞
t
adG

1 −G(t)
= (Ra)(t) + r

∫∞
t
adG

1 −G(t)
= (Ra)(t) − r

∫ ∞

t

RadΛ

= (Ra)(t) −
∫ t

0

RadΛr = (LrRa)(t)

となることがわかる .
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を満足する . すなわち、
E[{l̇1 − l̇2a

∗}l̇2a] = 0 (7.48)

である .

Z を条件付きにすれば、(7.48)の左辺は (7.46)と (7.47)によって、与えられるマルチンゲー
ル変換の２次変分の期待値として計算できる . したがって、(7.48) の左辺は以下のように変形
できる .

E[E[{l̇1 − l̇2a
∗}l̇2a]|Z ] = E[E[

∫ ∞

0
(Z − (Ra∗))dMr

∫ ∞

0
(Ra)dMr]|Z ]

= E[E[
∫

(Z − (Ra∗))(Ra)1{T ≥ s}eθzdΛ]|Z]

=
∫ {

E[ZeθZ1{T ≥ s}] −E[eθZ1{T ≥ s}](Ra∗)(s)
}

(Ra)(s)dΛ(s)

=
∫
{S1(s) − S0(s)(Ra

∗)}(Ra)(s)dΛ(s) (7.49)

となる . ただし、
Si(s) ≡ E[Z ieθZ1{T ≥ s}] i = 0, 1

である . (7.49) より、

a∗ ≡ L
(
S1

S0

)
　または 　 Ra∗ =

S1

S0

とすればよいことがわかる . したがって、θ の有効スコア関数は

l∗1(Z, T ) = l̇1(Z, T ) − (l̇2a
∗)(Z, T ) =

∫ ∞

0
{Z − (Ra∗)(t)}dMr(t)

=
∫ ∞

0
{Z − S1

S0
}dMr(t) =

∫ ∞

0
{Z − E[Z|T = t]}dMr(t)

となることがわかる . 上の式の最後の等式は

S1

S0
(t) = E[Z|T = t]

より31 わかる . したがって、θ に対する情報量はマルチンゲール計算と (7.44)から

I(θ) = E[(l∗1(Z, T ))2] = E[E[
∫ ∞

0
{Z −E(Z|T = t)}21{T ≥ t}eθzdΛ(t)]|Z ]

31 T = t が与えられたときの Z の条件付き確率密度関数は

f(z, t)∫
f(z, t)dz

=
eθz(1 −G(t))r−1h(z)∫
eθz(1 −G(t))r−1h(z)dz

である . また、

E[1{T ≥ t}] = exp
(
−
∫ t

0

eθzλ(s)ds
)

=
{
−
∫ t

0

λ(s)ds
}eθz

= (1 −G(t))r

から、 i = 0, 1に対して、

E[ZieθZ1{T ≥ t}] =
∫

0

∞
∫ ∞

t

zieθzf(z, s)dzds =
∫ ∞

0

∫ ∞

t

zir2(1 −G(s))r−1h(z)dG(s)dz
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= E
[∫ ∞

0
{Z − E(Z|T = t)}2eθz(1 −G(t))r−1dG(t)

]

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0
{Z − E(Z|T = t)}2eθzh(z)dG(t)dz

= E{Z − E(Z|T = t)}2

となることがわかる .

7.4 打ち切り型線形回帰モデル
X0 ≡ (Y, Z,C) ∈ R3 は線形回帰モデル

Y = θZ + ε

を想定する. ただし、εは (Z,C)と独立とし同時確率密度関数 h(z, c)を持ち、εの分布関数 F

は確率密度関数 f を持つとする. したがって、モデル Qは

Q = {Q :
dQ

dµ
(y, z, c) = f(y − θz)h(z, c), f と hは確率密度関数 }

で与えられる.

V ≡ Y ∧ C,∆ ≡ 1{Y ≤ C} とおき、観測できる確率変数を X = (Z, V,∆) とかく. 写像
T : X0 �→ X によって誘導されるモデルを P ≡ QT−1 と記すことにする.

7.4.1 情報量計算

まず、θ と f に対するモデル Q におけるスコア関数を求める. θ のスコア関数は

l̇1(y, z; Q) = −z ḟ
f

(y − θz) ≡ zψ(y − θz)

であることが簡単にわかる. f に対するスコア関数を求めるために、１次元正規部分モデル32

{fη : η ∈ R} を考え、a = (∂/∂η) log fη|η=0 とする. このとき、

l̇2(y, z; Q) = a(y − θz)

=
∫ ∞

0

r[1 −G(s)]∞t h(z)dz =
∫ ∞

0

r(1 −G(s))rh(z)dz

=
∫ ∞

0

rE[1{T ≥ t}h(z)dz

となる . これから、に注意すれば

E[Z|T = t] =
∫
zeθz(1 −G(t))r−1h(z)dz∫
eθz(1 −G(t))r−1h(z)dz

=
E[ZeθZ1{T ≥ t}]
E[ZeθZ1{T ≥ t}]

となることがわかる .
32 f0 = f とする.
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と書ける. つぎに、誘導されたモデル P = QT−1 におけるスコア関数を計算する. 誘導された
モデルにおける確率密度関数は

p(z, v, δ) = {f(v − θz)H̄(v|z)}δ{h(v|z)F̄ (v − θz)}1−δh(z) (7.50)

で与えられること33 がわかる. ただし、h(z)は Z の周辺確率密度関数とし、h(v|z)は Z = z

が与えられたときの V の条件付き確率密度関数とし、H(v|z) はその分布関数とする. また、
F̄ = 1 − F と H̄ = 1 −H とした.

確率密度関数 (7.50)から直接スコア関数を導出する.

l̇1(x; P ) =
∂

∂θ
log p(z, v; δ)

∣∣∣∣
θ=0

= −δz ḟ(v − θz)

f(v − θz)
+ (1 − δ)z

f(v − θz)

1 − F (v − θz)

となる. f に対するスコア関数を求めるために、１次元正規母数モデル {fη : η ∈ R} を考え、
a = (∂/∂η) log fη とおけば、

l̇2(x; P ) = δa(v − θz) + (1 − δ)

∫∞
v−θz

1 − F (v− θz)

となることがわかる.

また、命題 5.1から T が与えられたときの l̇1(y, z; Q)と l̇2(y, z; Q)の条件付き期待値を計算
することにより、モデル P のもとでのスコア関数を求めることもできる. そのために、

ε = Y − θZ と W = C − θZ

33 ∆ = 0 のとき、V = Y から

P (Z ≤ z, V ≤ v,∆ = 0) =
∫ z

−∞

∫ v

−∞

∫ ∞

v

f(u − θw)h(w, r)dudrdw

=
∫ z

−∞
h(w)

{∫ v

−∞
(1 − F (v − θw))h(w|r)dr

}
dw =

∫ z

−∞

∫ v

−∞
h(w)F̄ (v − θw)h(w|r)drdw

から
∂2

∂v∂z
P (Z ≤ z, V ≤ v,∆ = 0) = h(z)F̄ (v − θw)h(w|r)

がわかる. 一方、∆ = 1 のとき、V = C から

P (Z ≤ z, V ≤ v,∆ = 10 =
∫ z

−∞

∫ v

−∞

∫ ∞

v

f(u − θw)h(w, r)drdudw

=
∫ z

−∞
h(w)

∫ v

−∞

{
f(u − θw)

∫ ∞

v

h(r|w)dr
}
dwdz =

∫ z

−∞

∫ v

−∞
h(w)f(u − θw)(1 −H(v|w))dwdz

から
∂2

∂v∂z
P (Z ≤ z, V ≤ v,∆ = 1) = h(z)f(v − θw)H̄(w|r)

となることよりわかる.
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とおけば、
Y ∧ C − θZ = ε ∧W と 1{Y ≤ C} = 1{ε ≤ W}

となる. また、T̃ ≡ (Z, ε∧W,1{ε∧W})を与えることと T を与えることは同値にある. W = w

として、
Fw ≡ σ{1{ε ≤ s}, s ≤ w} = σ{ε ∧ w,1{ε ≤ w}}

とおき、命題 5.1に注意すれば、

l̇i(T ; P ) = E[l̇i(T ; Q)|T ] = E[l̇i(T ; P )|Z,Fw], (i = 1, 2)

となる. よって、(7.7)と命題 7.2 から

E[l̇i(T ; P )|Z,Fw] = E[Zψ(w)|Z,Fw]

= Z[1{ε ≤ w}ψ(w) + 1{ε > w}ψ(ε)1{ε > w}
1 − F (w)

]

= Z[1{ε ≤ w}ψ(w) + 1{ε > w} f

1 − F
(w)] = Z

∫ 2

−∞
RψdM

となる34 .

さらに、
Muc(u) = 1{ε ∧ w ≤ u,∆ = 1} −

∫ u

−∞
1{ε ∧ w ≥ s}Λ(s)

とおけば、 ∫ w

−∞
RψdM =

∫ ∞

−∞
1{w ≥ s}Rψ(s)dM(s) =

∫ ∞

−∞
Rψ(s)dMuc(s) (7.51)

となる35 . また、

l̇2a(X|P ) = E[l̇2a(X|Q)|Z,Fw]

= E[a(ε|Z,Fw]

= 1{ε ≤ w}a(ε) +
E[a(ε)1{ε > w}]

1 − F (w)
34

Rψ(s) = ψ(s) − E[ψ(ε)|ε > s] = ψ(s) − λ(s) = − ḟ
f

(s) − f

1 − F
(s)

= − d

ds
log λ(s) = − λ̇

λ
(s)

である.
35 これは、M(s) = 1{ε ≤ s} − ∫ s

−∞ 1{ε ≥ u}dΛ(u)から

∫ ∞

−∞
Rψ(s)dMuc(s) = ∆Rψ(ε ∧ w) −

∫ i

−∞
nfty1{ε ∧ w ≥ s}R(s)dΛ(s)

=
∫ i

−∞
nfty1{w ≥ s}Rψ(s)dM(s)

からわかる . 上の式の最後の等号は 1{w ≥ s}Rψ(ε) = ∆Rψ(ε ∧ w)に注意すればよい .
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= 1{ε ≤ w}a(ε) +
1

1 − F (w)

∫
w∞a(s)dF (s)

=
∫ ∞

−∞
RadMuc (7.52)

を得る36 .

つぎに、θ に対する有効スコア関数を求める . そのために、任意の a ∈ L0
2(F ) に対して、

a∗ ∈ L0
2(F )で

l∗1 ≡ l̇1 − l̇2a
∗ ⊥ l̇2a

2

を L2(P )において満足するもの37 を見つければよい . これは

E[(l̇1 − l̇2a
∗)l̇2a] = 0 (7.53)

と書ける . Z と W を与えれば、(7.53) は predictable covariation 過程の期待値になることに

36 上の式の最後の等号は、

Muc(u) = 1{ε ∧ w ≤ u,∆ = 1} −
∫ u

−∞
1{ε ∧ w ≥ s}dΛ(s)

に注意すれば、

∫ ∞

−∞
RadMuc =

∫ ∞

−∞

{
a(u) −

∫∞
u
a(v)dF (v)

1 − F (u)

}
dMuc(u)

= ∆

{
a(ε ∧w) −

∫∞
ε∧w a(v)dF (v)

1 − F (u)

}

−
∫ ε∧w

−∞
a(u)dΛ(u) +

∫ ε∧w

−∞

∫∞
u a(v)dF (v)

1 − F (u)
dΛ(u)

を得る . ここで、

{−∞ < u ≤ ε ∧ w, u ≤ v <∞} = {−∞ < v ≤ ε ∧ w,−∞ < U ≤ v} ∪ {ε ∧ w < v <∞,−∞ < u ≤ ε ∧ w}

に注意して、Fubiniの定理を用いれば、∫ ε∧w

−∞

∫∞
u a(v)dF (v)
1 − F (u)

dΛ(u) =
∫ ε∧w

−∞

∫ v

−∞

a(v)
(1 − F (u))2

dF (u)dF (v) +
∫ ∞

ε∧w

∫ ε∧w

−∞

a(v)
(1 − F (u))2

dF (u)dF (v)

=
∫ ε∧w

−∞
a(v)dΛ(v) +

1
1 − F (ε ∧ w)

∫ ∞

ε∧w

a(v)dF (v)

となるので ∫ ∞

−∞
RadMuc = ∆a(ε ∧ w) +

1 − ∆
1 − F (ε ∧ w)

∫ ∞

ε∧w

a(v)dF (v)

を得る .
37 すなわち、

〈l̇1 − l̇2a
∗, l̇2a〉L2(P ) =

∑
δ=0,1

∫
{l̇1(x, δ) − l̇2a

∗(x, δ}l̇2(x, δ)p(x, δ)dx = 0

を満たすことである . ただし、x = (z, δ)で p(z, δ)は (7.50)で与えられるものである .
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注意すれば、

EE[(l̇1 − l̇2a
∗)l̇2a|Z,W ] = EE[{Z

∫ ∞

−∞
RψdMuc −

∫ ∞

−∞
Ra∗dMuc}{

∫ ∞

−∞
Ra∗dMuc}|Z,W ]

= EE[
∫ ∞

−∞
1{ε ∧W ≥ s}[ZRψ(s)− Ra∗(s)]Ra(s)dΛ(s)|Z,W ]

= E[
∫ ∞

−∞
1{W ≥ s}[ZRψ(s)− Ra∗(s)]1{ε ≥ s}Ra(s)dΛ(s)]

= E[
∫ ∞

−∞
1{W ≥ s}[ZRψ(s)− Ra∗(s)]Ra(s)dF (s)]

=
∫ ∞

−∞
{E[Z1{W ≥ s}Rψ(s)] −E[1{W ≥ s}Ra∗(s)}Ra(s)dF (s)

= 〈E[Z1{W ≥ s}Rψ(s)] − E[1{W ≥ s}Ra∗(s), Ra(s)dF (s)〉L2(F )

= 〈L{E[Z1{W ≥ s}Rψ(s)] − E[1{W ≥ s}Ra∗(s)}, a(s)〉L2(F )

=
∫ ∞

−∞
L{E[Z1{W ≥ s}Rψ(s)] − Ḡ(s)Ra∗(s)}a(s)dF (s)

を得る . ただし、最後から２番目の等号は RT = L よりわかり、

Ḡ(s) = 1 −G(s) = P{W ≥ s} = E1{W ≥ s}E{W ≥ s}

と記した . ここで、
K(s) ≡ E[Z|W ≥ s]

とし、
a∗ ≡ L(KRψ) = L(K(s)Rψ(s)) (7.54)

とおけば、R ◦ L = idから
Ra∗(s) = K(s)Rψ(s)

と
Ḡ(s)Ra∗(s) = E[Z1{W ≥ s}]Rψ(s)

となることより、(7.53) で与えられる a∗ は任意の a ∈ L0
2(F )に対して、(7.53)を満足するこ

とがわかる . (7.52) – (7.54)から

l̇
∗
1 = l̇1 − l̇2a

∗

=
∫ ∞

−∞
{ZRψ −RLKRψ}dMucdMuc

=
∫ ∞

−∞
{Z −E[Z|W ≥ s]}Rψ(s)dMuc

=
∫ ∞

−∞
{Z −E[Z|C − θZ ≥ s]}Rψ(s)dMuc

を得る .
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