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経験過程理論に関するまとめ

記号の復習
(1) (Ω, F , P) : 確率空間.
(2) p ∈ Nとし, X : Ω −→ Rp : 確率変数. | · |は Euclidノルム.
(3) P := P ◦ X−1.
(4) X1, X2, , . . . , Xn : X の独立複製.
(5)

Pn(B) :=
1
n

n∑
i=1

1lB(Xi) (∀B ∈ B(Rp)).

ただし, B(Rp)は Rp 上のボレル集合族.
(6) G := {g : Rp −→ R; g は可測函数 }.
(7) 函数族 Gで添字付られた経験過程

{(Pn − P)g; g ∈ G}.
ただし,

(Pn − P)g := Png − Pg :=
1
n

n∑
i=1

g(Xi) −
∫
Rp

g(x) dP(x).
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(8) r ≥ 1または r = ∞とする.

L r(P) := {g : Rp −→ R; ∥g∥r
L(P)

:= P |g|r < ∞},

L∞ := {g : Rp −→ R; sup
x∈Rp
|g| < ∞}.

記号を乱用して, L∞(P)を L∞ をとみなす.
函数族 G ⊂ L r(P)を考える. 任意の δ > 0に対して,
N(δ, G, ∥ · ∥L r(P)) =: N をGを覆うために必要な δ球の最
小個数とする. すなわち, N ∈ Nと {g1, g2, . . . , gN} ⊂ Gが
あって,

G ⊂
n∪

j=1

Bδ(gj), Bδ(g) := {g′ ∈ G; ∥g′ − g∥L r(P) < δ}.

さらに,

H(δ, G, ∥ · ∥L r(P)) := log N(δ, G, ∥ · ∥L r(P))

を計量エントロピーという.
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(9) 函数族 G ⊂ L r(P)を考える. N を自然数とし,任意の δ > 0
に対して,

{[gL
j
, gU

j
]}N

j=1
⊂ L r(P)

を次の条件をみたすものとする:
(9a) j = 1, 2, . . . , N に対して,

gL
j
(x) ≤ gU

j
(x)(x ∈ Rp) かつ ∥gU

j
− gL

j
∥L r(P) ≤ δ.

(9b) 任意の g ∈ Gに対して,ある j ∈ {1, 2, . . . , N}が存在して,

gL
j
(x) ≤ g(x) ≤ gU

j
(x) (x ∈ Rp).

{[gL
j
, gU

j
]}N

j=1
を函数族 Gに対する δブラケット集合とよぶ.
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ブラケット付き被覆数を

NB(δ, G, ∥ · ∥L r(P)) := min{N ∈ N; {[gL
j
, gU

j
]}N

j=1
}

ブラケット付き計量エントロピーを

HB(δ, G, ∥ · ∥L r(P)) := log NB(δ, G, ∥ · ∥L r(P))

で定める.
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(10) Rp の部分集合族Dと n ∈ Nに対して,

VCD(n) := sup{∆D(x1, x2, , . . . , xn); x1, x2, , . . . , xn ∈ Rp}.

ただし,

∆D(x1, x2, . . . , xn) := #{D∩{x1, x2, , . . . , xn}; ∀D ∈ D} ≤ 2n.

(11) Rp の部分集合族Dの VC次元.

VCD := inf{n ∈ N; VCD(n) < 2n}.

そのような nがない時には, VCD = ∞と定める.
(12) g ∈ Gに対して,

subgraph(g) := {(x, t) ∈ Rp × R; g(x) ≥ t} ⊂ Rp+1.

(13) 函数族 Gに対して,D = {subgraph(g); g ∈ G}として, VCG

を定義する.
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(14) G(x) := supg∈G |g(x)| (x ∈ Rp).

(15) νn(g) :=
√

n(Pn − P)g; (g ∈ G).
(16) ℓ∞(G) := {k : G ∋ g 7→ k(g) ∈ R; ∥k∥G := sup

g∈G
|k(g)| <

∞}.
(17) H := {ℓ∞(G) ∋ k 7→ h(k) ∈ R; h は有界連続 }.ただし,

(17a) h は有界 ⇐⇒ sup
k∈ℓ∞(G)

|h(k)| < ∞.

(17b) h は連続であるとは,任意の開集合 O ⊂ Rに対して, h−1(O)
は (ℓ∞(G), ∥ · ∥G)の開集合.

ただし, ℓ∞(G)の位相は ∥ · ∥G によって誘導されたもので
ある.
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(18) 函数族 Gが VC族 ⇐⇒ VCG := VCD < ∞.
ただし,D := {subgraph(g) ∈ Rp+1; g ∈ G},
subgraph(g) := {(x, t) ∈ Rp × R; g(x) ≥ t}.

(19) G ⊂ L2(P)とする.

ν(g)は P ブラウン橋

⇐⇒
νは連続過程で,任意の q ∈ Nと g1, g2, . . . , gq ∈ G対して
ν(g1)
ν(g2)
...

ν(gq)


L−→ Nq(0, Σg1, g2, ..., gq).

ただし,

Σg1, g2, ..., gq =
(
σ(gi , gj)

)
i, j=1, 2, ..., q

,

σ(gi , gj) = P(gigj) − (Pgi)(Pgj).
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主張１ (i) PG < ∞かつ (ii) 0 < δ < 1に対して,

HB(δ, G, ∥ · ∥L1(P)) < ∞
とする. このとき,

sup
g∈G
|(Pn − P)g| P−→ 0 (n → ∞).

主張２ (i) PG < ∞かつ (iii) 0 < δ < 1に対して,

1
n

HB(δ, G, ∥ · ∥L1(Pn))
P−→ 0 (n → ∞)

とする. このとき,

sup
g∈G
|(Pn − P)g| P−→ 0 (n → ∞).
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主張３ (iv) Q を Rp 上の確率測度とし, QG < ∞とし, (v)函数
族 Gの VC次元が V < ∞とする. このとき, V に依存する定数 A
が存在して, δ > 0に対して,

N(δQG, G, ∥ · ∥L1(Q)) ≤ max{Aδ−2V , eδ/4}.

主張４ (i) PG < ∞かつ (vi) Gは VC族 (VC次元が有限)とす
る. このとき,

sup
g∈G
|(Pn − P)g| P−→ 0 (n → ∞).

注意１

sup
g∈G
|(Pn − P)g| a.s.−→ 0 (n → ∞)

も成り立つ.
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主張５ (vii) PG2 < ∞かつ (viii)すべての確率測度 Q に対して,∫ 1

0

√
2H(uQG, G, ∥ · ∥L2(Q)) du < ∞

とする. このとき,

νn
L−→ ν (n → ∞)

⇐⇒ 任意の h ∈ H に対して, E[h(νn)] −→ E[h(ν)] (n → ∞).

主張６ (viii) PG2 < ∞かつ (ix) Gは VC族とする. このとき,

νn
L−→ ν (n → ∞).
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M推定量に関するまとめ

(20) (Ω, F , P): 確率空間.

(21) X : Ω −→ R: 確率変数.

(22) P = P ◦ X−1.

(23) Θ:距離空間 (M, dM)の部分集合.
∥x∥dM :=

√
dM(x, x) (x ∈ M).

(24) γθ : R −→ R : 可測な損失函数で
P |γθ| :=

∫
R
|γθ(x)| dP(x) < ∞.

(25) θ0 := argminθ∈ΘPγθ := argminθ∈ΘR(θ)は一意的に存在す
ると仮定.
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(26) X1, X2, . . . , Xn は独立同一に P に従う確率変数で,

Pn(B) =
1
n

n∑
i=1

1lB(Xi) (∀B ∈ B(R)).

(27) θ̂n := argminθ∈ΘPnγθ := argminθ∈ΘRn(θ): θ0 のM推定量.
存在すると仮定する.

(28) θ0 は分離されているとは,任意の η > 0に対して,

inf{R(θ); dM(θ, θ0)} > R(θ0)
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主張７ (x)函数族 G1 := {γθ; θ ∈ Θ}はつぎをみたす:

sup
θ∈Θ
|Rn(θ) − R(θ)| P−→ 0 (n → ∞).

たとえば, G1 は VC族でよい. このとき,

R (̂θn)
P−→ R(θ0) (n → ∞).

さらに, θ0 がうまく分離されていれば,

dM (̂θn, θ0)
P−→ 0 (n → ∞).
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(29) Θ ⊂ Rq とし, Euclidノルムを | · |とかく. M推定量が漸近
正規性を持つための仮定.

(29a) ある ϵ > 0が存在して, |θ − θ0| < ϵ なる θにおいて,函数
Θ ∋ θ 7→ γθ(x) ∈ Rは微分可能 (ほとんどいたるところの
x ∈ R)で

ψθ(x) :=
∂

∂θ
γθ(x) =

(
∂

∂θ1
γθ(x),

∂

∂θ2
γθ(x), . . . ,

∂

∂θq
γθ(x)

)⊤
.

ただし, θ := (θ1, θ2, . . . , θq)⊤.
(29b)

lim
θ→θ0

P(ψθ − ψθ0) = V(θ − θ0) + o(1)|θ − θ0|.

ただし, V は q × q の定数正値対称行列.
(29c) ψθ ∈ L2(P) (θ ∈ Θ).
(29d)

lim
θ→θ0

√
P |ψθ − ψθ0 |2 = 0.
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主張８ (xi)ある ϵ > 0があって,
G2 := {ψθ; θ ∈ Θ s.t. |θ − θ0| < ϵ}は VC族とする. このとき,

√
n(̂θn − θ0)

L−→ Nq(0, V−1JV−1) (n → ∞).

すなわち,任意の有界連続函数 h : R −→ Rに対して,

lim
n→∞
E

[
h
(√

n(̂θn − θ0)
)]

= E[h(W)] W ∼ Nq(0, V−1JV−1).

ただし, J := P(ψθ0ψ
⊤
θ0
)は q × q の正定値行列.
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