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問題１
D := {(−∞, r]; r ∈ R}

とする. 集合 {−1, 0, 1} に対して, D の元によって分離される {−1, 0, 1} の部分集合を列挙せよ.

ただし, 空集合も {−1, 0, 1} の部分集合である. 答えのみでよい. このことより,

VCD(3) ≥ 4

を確認せよ.

実は, VCD(3) ≤ 4 となることが重要であるが, 逆向きの不等号は簡単に確認できる.

問題２　 r ∈ R に対して,

1l(−∞, r](x) =

{
1 (x ∈ (−∞, r])

0 (otherwise)

とする. 実数値確率変数 X は分布関数 FX をもつとする. すなわち,

P(X ≤ x) = FX(x) (x ∈ R).

このとき,

E[1l(−∞, r](X)], V[1l(−∞, r](X)]

を計算せよ. さらに, X1, X2, . . . , Xn (n ≥ 2) を X の独立複製とし,

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1l(−∞, x](Xi)

としたとき, 固定した x ∈ R に対して,

E[F̂n(x)], V[F̂n(x)]

を計算せよ.

問題３ 　例 15.4 の記号を踏襲する.

ψθ(x) =





2k (x− θ < −k)

−2(x− θ) (|x− θ| ≤ k)

−2k (x− θ > k)

とし,

F (x) = P(X ≤ x) (x ∈ R)

とする.
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(1)
d

dθ

∫ ∞

−∞
ψθ(x) dF (x) = 2{F (θ + k)− F (θ − k)}

を確認せよ.

(2)

lim
θ→θ0

√
P (ψθ − ψθ0)

2 = 0

を確認せよ.　

問題４

G := {g : [0, , 1] −→ [0, 1]; ‖ġ‖sup := sup
x∈[0, 1]

|ġ(x)| < 1} (ġ =
dg

dx
)

とし, 0.1 > δ > 0, N := b1/δc とする. ただし, a ∈ R に対し, bac は x を越えない最大の整数で
ある. ak = kδ (k = 0, 1, . . . , N), aN+1 = 1 とし,

B1 := [a0, a1], Bk := (ak−1, ak] (k = 2, . . . , N + 1)

とする.

(1) 任意の g ∈ G に対して,

g̃(x) :=
N∑

k=1

⌊
g(ak)

δ

⌋
1lBk

(x)

とおく. このとき,

‖g − g̃‖sup ≤ 2δ

を確認せよ.

(2) k = 1, 2, . . . , N + 1 に対し,

|g̃(ak)− g̃(ak−1)| ≤ 3δ

を確認せよ. |g̃(ak) − g(ak)| ≤ δ (k = 0, 1, . . . , N + 1) と |ġ(x)| ≤ 1 (x ∈ [0, 1]) を使うと
よい.

(3) g̃(a0) の選び方は b1/δc+ 2 を越えない. g̃(ak−1) を選んだら, g̃(ak) の選ぶ方は最大 7 通りし
かないことに注意して,

H(2δ, G, ‖ · ‖sup) ≤
(⌊

1

δ

⌋
+ 2

)
7b1/δc+1

となることを確認せよ.

問題５ (Ω, F , P) を確率空間, X : Ω −→ R は確率変数とし, P = P ◦X−1 とする. Θ を距離空
間 (M, d) のコンパクト部分集合とし,

G := {γθ : R −→ R; θ ∈ Θ.ただし P − almost all な x を固定したとき,

函数 Θ 3 θ 7→ γθ(x) ∈ R は連続 }.
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すなわち, P ({x ∈ R : Θ 3 θ 7→ γθ(x) ∈ R は連続 }) = 1 である. さらに,

G(x) := sup
θ∈Θ

|γθ(x)| (x ∈ R)

とし G ∈ L1(P ) と仮定する.

(1) θ ∈ Θ と ρ > 0 に対して,

w(θ, ρ) := sup
d(θ, θ̃)<ρ

|γθ(x)− γθ̃(x)|

と定義する. このとき,

lim
ρ→0

∫

R
w(θ, ρ) dP (x) = 0

を示せ.

(2) (1) により, 任意の δ > 0 と, θ に対して, ρθ > 0 をうまくとれば,

∫

R
w(θ, ρθ) dP (x) < δ

とできる. さらに, Bθ := {θ̃ ∈ Θ; d(θ̃, θ) < ρθ} と定義する. このとき, ある有限な N ∈ N
と θ1, θ2, . . . , θN ∈ Θ があって,

Θ ⊂
N⋃

j=1

Bθj

となることを確認1せよ.

(3) (2) で定めた {θj}1≤j≤N と {ρθj
}1≤j≤N に対して,

gL
j (x) := γθj

(x)− w(θj, ρρj
),

gU
j (x) := γθj

(x) + w(θj, ρρj
)

とおく. ある j (1 ≤ j ≤ N) があって, θ ∈ Bθj
となる. このとき, θ ∈ Bθj

に対して,

P |gU
j − gL

j | ≤ 2δ かつ gL
j (x) ≤ γθ(x) ≤ gU

j (x) (x ∈ R)

を示すことで,

HB(2δ, G, L1(P )) ≤ log N

を確認せよ.

以上。

1コンパクトの定義を利用する.
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