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はじめに

Sym+(p, R) 上のウイシャート分布族についての分布論および推測理論（この講義では，分散行
分散行列の推定問題を統計的決定理論の立場から議論を扱う）は統計的多変量解析のなかでも
最も重要な古典的な事項である．これらの古典的な性質は，かなり見通しよく対称錐体上のウ
イシャート分布族に拡張（等質錐体へもある程度可能）できる．本講義の第一の目的は，一般
化されたウイシャート分布族への橋渡しという観点から，古典的な事項を紹介することである．
さらに，時間がゆるせば，対称錘（すなわち，自己双対で等質な開凸錐体で正定値対称行列や
エルミート対称複素行列をその例として含むもの）がジョルダン代数 (すなわち，可換律のほ
かにジョルダン積という特殊な結合律をみたす代数系)によって記述される事実を利用すれば，
正定値対称行列上のウィシャート分布とその基本的な性質が任意の対称錘上のウィシャート分
布に見通しよく拡張・適応できることを解説する．
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ii はじめに

記号について

R：実数
R+：正の実数
Z+：整数
Z+：正の整数
C：複素数
H：四元数
Rr×s, M(r, s,R)：r × s の行列の集合
M×(r, s,R)：成分が実数の r × s のフルランクの行列の集合
GL(p, R)：成分が実数の p× p の正則称行列の集合
Sym(p, R)：成分が実数の p× p の対称行列の集合
Sym+(p, R)：成分が実数の p× p の正定値対称行列の集合
Sym+(p, R)：成分が実数の p× p の半正定値対称行列の集合
Alt(p, R)：成分が実数の p× p の歪対称の集合
O(p, R)：成分が実数の p× p の直交行列の集合
SO(p, R)：O(p, R) の単位元成分
GT+(p, R)：対角成分が正の p× p の下三角実行の集合
Herm(p, C)：成分が複素数の p× p のエルミート行列の集合
Herm+(p, C)：成分が複素数の p× p の正定値エルミート行列の集合
Herm+(p, C)：成分が複素数の p× p の半正定値エルミート行列の集合
V：実ベクトル空間
V∗：実ベクトル空間 V の双対空間
L (V, W)：実ベクトル空間 V から実ベクトル空間 W の線形写像の集合
◦
C：集合 C の内部
Tr：L (V, V) のトレース
Det：L (V, V) の行列式
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第1章

1.1 ガンマ分布，ウイシャート行列とその分解

1.1.1 ガンマ分布

確率変数 S が母数 (α, β) を持つガンマ分布とは，S の確率密度関数

fS(x|α, β) =
1

βαΓ(α)
xα−1e−x/β

I (0,∞)(x)

をもつときをいう．ただし，α, β > 0 とし，

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx, I (0,∞)(x) =

{
1 (x ∈ (0, ∞)),

0 (その他)

である．ガンマ分布に関してつぎが成立する：

(i) ガンマ分布の積率母関数は

MS(t) = E[etS ] =
1

(1 − βt)α
, (t ∈ (−∞, 1/β))

となる．

(ii) E[S] = αβ, VAR[S] = αβ2 となる．

(iii) 1 次元の確率変数 X が正規分布N(0, σ2) に従う場合を考える．ただし，σ > 0 とする．
このとき，X2 は母数 (α = 1/2, β = 2σ2) のガンマ分布従う．

(iv) S1 と S2 は独立でそれぞれが母数 (α1, β) と (α2, β) のガンマ分布に従うとき，S1 + S2

は母数 (α1 + α2, β) のガンマ分布に従う．

(v) S が母数 (α, β) を持つガンマ分布に従うとき，cS は母数 (α, cβ) のガンマ分布に従う．
ただし，c > 0 は定数である．

(vi) 指数分布族の一員である．

(vii) Lukacs-Olkin-Rubin の性質．S1, S2は独立，非退化，かつ非負値確率変数で，S1 +S2 > 0

とし，Z = S1/(S1 + S2) とおく．このとき，

S1 + S2 と Z は独立 　⇐⇒ 　ある α1, α2, β > 0が存在して，S1 と S2 は
　母数 (α1, β) と (α2, β) のガンマ分布に従う．

1
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(viii) Matsumoto-Yor の性質 　p, a, b > 0 とする．X の分布を

µ−p, a, b(dx) = Cx−(p+1)e−
1
2
(ax+ b

x
)
I (0,∞)(x)dx

とし，Y の分布を
γp, 2/a(dy) = C ′yp−1e−

1
2
ay

I (0,∞)(y)dy

とする．ただし，dx, dy は R 上のルベーグ測度とし，C, C ′ は基準化定数である．いま，{
U = 1

X+Y

V = 1
X
− 1

X+Y

⇐⇒
{
X = 1

U+V

Y = V
U(U+V )

とおいたとき，U と V は独立に µ−p, b, a と γp, b/2 に従う．

　特に，(iii) と (iv) の性質からX1, X2, . . . , Xn が独立同一に正規分布N(0, σ2) に従うとき，

S =

n∑
i=1

X2
i

は母数 (n/2, 2σ2)のガンマ分布（すなわち，S/σ2は自由度 nの χ2 分布）に従うことがわかる．

正規分布の分散の推定 　X̃1, . . . , X̃n, X̃n+1 が独立同一に正規分布 N(µ, σ2)に従っていると
する．ここで，µ (−∞ < µ <∞) と σ2 (0 < σ <∞)は未知とする．このとき，推定量

S̃ =
n+1∑
i=1

(X̃i − X̃n+1)
2, X̃n+1 =

1

n+ 1

n+1∑
i=1

X̃i

とおくと，S̃/nは σ2 の不偏推定量になることが知られている．S̃ のみに基づく σ2 の推定を考
えた場合，S̃ は σ2χ2

n に従うことがわかる．十分統計量は (S̃, X̃n+1)であるので，Stein (1964)

のように X̃n+1 の情報を σ2 の推定に活用することは意味がある．しかし，本講義では議論を
絞り，S̃ のみに基づく σ2 の推定問題に限定して議論を進めることにする．従って，µ = 0 の
設定とする．
X1, X2, . . . , Xn が独立同一に正規分布N(0, σ2) に従っている設定に戻る．このとき，

S

n
(1.1)

は σ2 の推定量として最適性を持つことが期待できる．しかし，平均ベクトルが 0 の多変量正
規分布の共分散行列の推定問題を考えた場合には，推定量 (1.1) を単純に多次元にしたものは
必ずしも 1 次元のときに持っている最適性を保つとは限らない．分散の推定を考えたときは，
母数空間は通常の積に関して可換であるが，母数空間が正定値行列の空間となったときは，こ
の空間は行列の積に関して非可換になる．

複素数値確率変数と複素正規分布 　U, V は実数値確率変数としたとき，X = U + iV を複素
数値確率変数という．X, Y は複素数値確率変数とし，E[XX̄] = E[U2 +V 2] <∞, E[Y Ȳ ] <∞
のとき，

E(X) = E(U) + iE(V ),

COV(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y )))
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とおく．複素数値確率変数 X = U + iV は，平均 0，分散 σ2 (σ > 0) の複素数値正規分布
CN(0, σ2)に従うとは，(U, V ) ′ が 2 次元正規分布 N(0, (σ2/2)I2)に従うときにいう．すなわ
ち，X は確率測度

P (dx) =
1

σπ
exp(−x̄x/σ2) dx

をもつ．ただし，dxは R2 上のルベーグ測度である．S = X̄X とおいたとき，S は母数 (1, σ2)

のガンマ分布（2S/σ2 は自由度 2 の χ2 分布）に従うことがわかる．

1.1.2 正値対称行列の分解

1 次元の正規分布に従う確率変数の 2 乗和 (1.1) と同じように考えて，多変量正規分布の 2

乗和を考える．ただし，スカラーにすると面白くないので，行列になるようにする．
X1, X2, . . . , Xn を R

p-値確率ベクトルとし，独立同一に多変量正規分布 Np(0, Σ)に従うと
する．ただし，

Σ ∈ Sym+(p, R) = {S ∈ R
p×p : x ′Sx > 0 　for x ∈ R

p, x �= 0}

とし，x ′ は縦ベクトル x の転置を表すとする．X1 は確率測度

P (dx) =
1

(2π)p/2Det (Σ)1/2
exp

{
−1

2
x ′Σ−1x

}
(dx)

をもつ．ただし，dxは Rp 上のルベーグ測度である．
いま，

S : p× p =
n∑

j=1

XiX
′
i

とおく．S のことをウイシャート行列と呼ぶことにする．定義より，S ∈ Sym+(p, R)であるが，

P{S ∈ Sym+(p, R)} = 1 ⇐⇒ n ≥ p 　かつ 　Σ ∈ Sym+(p, R)

となる．Eaton (1983, page 304)を参照．以後は，簡単のために，S ∈ Sym+(p, R) 等と書けば，
確率 1で成立することを意味することにする．

実または複素数値正規分布 　
2 乗和
=⇒ 　ガンマ分布

⇓ ⇓

多変量実正規分布
2 乗和
=⇒ 実ウイシャート分布

多変量複素正規分布
2 乗和
=⇒ 複素ウイシャート分布
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ウイシャート行列の分布はガンマ分布の多次元の拡張と考えることができる．したがって，
ガンマ分布の性質と同じようなことが成立することが期待される．これについては後ほどみる
ことにする．さらに，行列を考えているので，1 変量の場合にはないことも考えることができ
る．それはウイシャート行列の分解である．

　ウイシャート行列 S のよく知られている分解である．

極分解 　始めに，分解

S = HLH ′, H ∈ O(p, R), L = diag (�1, �2, . . . , �p) 　with �1 ≥ �2 ≥ · · · ≥ �p > 0

を考える．ただし，
O(p, R) = {H ∈ R

p×p : H ′H = HH ′ = Ip}
で Ip は p× p の単位行列とする．

ガウス分解 　次に，分解
S = TT ′, T ∈ GT+(p, R)

を考える．G := GT+(p, R) ⊂ GL(p, R) を対角成分が正の下三角行列の集合とする．x ∈
GT+(p, R) のとき，

x =

⎛⎜⎜⎜⎝
x11 0 · · · 0

x21 x22 · · · 0
...

...
...

xp1 xp2 · · · xpp

⎞⎟⎟⎟⎠
で xii > 0, xij ∈ R (i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , i)である．

Partial Iwasawa 分解 　最後に，分解

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
, S11 ∈ Sym+(p1, R), S22 ∈ Sym+(p2, R)

を考える．ただし，p = p1 + p2 で p1, p2 は正の整数である．このとき，

S =

(
Ip1 0

S21S
−1
11 Ip2

)(
S11 0

0 S22•1

)(
Ip1 S−1

11 S12

0 Ip2

)
(1.2)

=

(
Ip1 S12S

−1
22

0 Ip2

)(
S11•2 0

0 S22

)(
Ip1 0

S−1
22 S21 Ip2

)

となる．ただし，

S11•2 = S11 − S12S
−1
22 S21 ∈ Sym+(p1, R),

S22•1 = S22 − S21S
−1
11 S12 ∈ Sym+(p2, R)

である．
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行列の群 　p 次の正方行列 A = (aij), B = (bij) の演算として，行列の和と積を

A+B = (aij + bij), AB = (

p∑
k=1

aikbkj)

を考える．一般に，AB = BA は成立しないが，結合律，分配律などは成立する：

(AB)C = A(BC),

(A+B)C = AC +BC.

ただし，A, B, C は p 次の正方行列．さらに，

AIp = IpA = A

が成立し，A ∈ GL(p, R)に対して，

AB = BA = Ip

なる B ∈ GL(p, R) が存在する．これを A−1 と書く．したがって，GL(p, R) は行列の積に関
して群となる．

GL(p, R) のつぎの部分集合は部分群となる：

O(p, R) = {H ∈ R
p×p : H ′H = HH ′ = Ip},

GT+(p, R) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩x =

⎛⎜⎜⎜⎝
x11 0 · · · 0

x21 x22 · · · 0
...

...
...

xp1 xp2 · · · xpp

⎞⎟⎟⎟⎠ : xii > 0, xij ∈ R (i > j)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,

D(p) = {diag (�1, . . . , �p) : �1 ≥ · · · ≥ �p > 0} ,

GT+(p1, p2, R) =

{(
Ip1 0

A Ip2

)
: A ∈ R

p1×p2

}

となる．

1.1.3 等質錐体と対称錐体

GL(p, R) の Sym+(p, R) への作用（変換）を

GL(p, R) × Sym+(p, R) (g, x) 	→ gxg ′

で定義する．このとき，作用は推移的である：すなわち，任意の x, y ∈ Sym+(p, R)に対して，
ある g ∈ GL(p, R) が存在して，x = gy とできる．すなわち， Sym+(p, R) は等質な空間と
なる．
さらに，Sym+(p, R) は凸錘体となる：すなわち，

x1, x2 ∈ Sym+(p, R), λ1, λ2 ∈ R =⇒ λ1x1 + λ2x2 ∈ Sym+(p, R)
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をみたす．これに加えて，

Sym+(p, R) ∩ (−Sym+(p, R)) = {0},
Sym+(p, R) ∪ (−Sym+(p, R)) = Sym(p, R)

となる．この条件が成り立つとき，固有な（proper）凸錐体という．

注意 　V を R 上の有限次元ベクトル空間とする．V の部分集合 C が，錐体であるとは，

x ∈ C, λ > 0 =⇒ λx ∈ C

をみたすときをいう．V の部分集合 S が凸であるとは，

x1, x2 ∈ S, 0 < λ < 1 =⇒ λx1 + (1 − λ)x2 ∈ S

をみたすときをいう．C ⊂ V が凸錐体であるとは，

x1, x2 ∈ C, λ1, λ2 ∈ R =⇒ λ1x1 + λ2x2 ∈ C

をみたすときをいう． �

任意の元 x, y ∈ Sym(p, R)に対して，x, y の内積 (x| y)を

(x| y) = Tr (xy)

で定める．Sym(p, R)は p(p+1)/2次元 Euclid空間の開集合である．開凸錐体 Sym+(p, R)の
開双対錐体 {Sym+(p, R)}∗ を

{Sym+(p, R)}∗ = {x ∈ Sym(p, R) : (x| y) > 0 　for y ∈ Sym+(p, R) \ {0}}

で定めたとき，
{Sym+(p, R)}∗ = Sym+(p, R)

となる．この性質を自己双対という．ここで，

等質錐体+自己双対凸錐体 =対称錐体,

という．また，
等質錐体 ⊃対称錐体 ⊃ Sym+(p, R)

となる．

多変量複素正規分布と複素構造を持つ共分散行列をもつ多変量実正規分布 　複素ベクトル c =

a+ ib (a, b ∈ Rp) と複素行列 C = A + iB (A, B ∈ Rn×p) に対して，

[c] =

(
a

b

)
, {C} =

(
A −B
B A

)
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と定める．これについての記述を追加する．p-次元複素ベクトル値確率変数 X = U + iV の共
分散行列は

COV(X) = E((X − E(X))(X − E(X))∗) =: Σ + iA ∈ Herm(p, C)

で定める．ただし，Σ ∈ Sym(p, R), A ∈ Alt(p, R) で，立てベクトル x に対して，x∗ = x̄ ′ は
随伴ベクトルである．また，

COV([X]) =

(
Σ −A
A Σ

)
となる．このような共分散行列の構造を複素構造という．p 次元複素正規分布は，複素構造を
持つ共分散行列をもつ 2p 次元実正規分布と考えることができる．
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1.2 行列変換のヤコビアン
命題 1.1 X, Y を functionally independent な R

p-値確率ベクトルとし，A ∈ GL(p, R) を定数
行列とする．このとき，Y = AX のヤコビアンは，符号を除いて，

dY = Det (A) dX

となる．

証明：X = (xi), Y = (yi) とする．

∂Y

∂X
=

(
∂yi

∂xj

)
=

⎛⎜⎜⎝
∂y1

∂x1
· · · ∂y1

∂xp

...
...

∂yp

∂x1
· · · ∂yp

∂xp

⎞⎟⎟⎠
からわかる． �

形式的な計算 　簡単のために p = 2 とする．上の定理より

dy1dy2 = Det

(
a11 a12

a21 a22

)
dx1dx2 (1.3)

となる．ただし，A = (aij) とした．y1 と y2 を入れ替えると

dy2dy1 = Det

(
a21 a22

a11 a12

)
dx1dx2 = −Det

(
a11 a12

a21 a22

)
dx1dx2

となる．これより
dy1dy2 = −dy1dy2

となる．さらに，dy1(dy1) = −(dy1)dy1 より dy1dy1 = 0 となる．
外微分形式を用いて，

dy1 =
∂y1

∂x1
dx1 +

∂y1

∂x2
dx2,

dy2 =
∂y2

∂x1
dx1 +

∂y2

∂x2
dx2,

としたとき，

dy1dy2 =

(
∂y1

∂x1
dx1 +

∂y1

∂x2
dx2

)(
∂y2

∂x1
dx1 +

∂y2

∂x2
dx2

)
=

(
∂y1

∂x1

)(
∂y2

∂x2

)
dx1dx2 −

(
∂y1

∂x2

)(
∂y2

∂x1

)
dx1dx2

= Det

(
a11 a12

a21 a22

)
dx1dx2
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となる．(1.3) の積は交代で，くさび積（wedge product）もしくは外積（exterior product）と
呼ばれる．これを

∧p
j=1 dxj と書く．したがって，

dxi ∧ dxj =

{
−dxj ∧ dxi (i �= j),

0 (i = j)

をみたすことになる．

記法 　X = (xij) ∈ Rp×q としたとき，dX を積分やヤコビアン（符号が残っている）で用い
たとき

dX =

p∧
i=1

q∧
j=1

dxij

と理解し，dX を確率密度関数に関する積分（ヤコビアンの絶対値を取る）で用いたとき，

dX =

p∏
i=1

q∏
j=1

dxij

と理解する．

命題 1.2 X, Y ∈ GT+(p, R) を functionally independent な確率行列とし，A ∈ GT+(p, R) を
定数とする．このとき，Y = XA のヤコビアンは，符号を除いて，

dY =

{
p∏

i=1

ap−i+1
ii

}
dX

となる．また，Y = AX のヤコビアンは，，符号を除いて，

dY =

{
p∏

i=1

ai
ii

}
dX

となる．

証明：くさび積を用いて証明すればよい． �

命題 1.3 X, Y ∈ Sym(p, R)を functionally independentな確率行列とし，A ∈ GL(p, R)を定
数とする．このとき，Y = AXA ′ のヤコビアンは，符号を除いて，

dY = Det (A)p+1dX

となる．

証明：直交行列 H1, H2 ∈ O(p, R) と対角行列 D = diag (d1, . . . , dp) を用いて，A = H1DH2

と書き直す．変換 S 	→ ASA ′ は

S 	→ H2SH
′
2 	→ DH2SH

′
2D 	→ H1DH2SH

′
2DH

′
1
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と書き直せる．一番目と三番目の変換は直交行列に関する変換なので，それらのヤコビアンの
絶対値は 1 となる．H2SH

′
2 =: B = (bij) としたとき，二番目の変換は

bij 	→ didjbij

である．したがって，B の次元が p(p+ 1)/2 となることに注意すれば，ヤコビアンは

p∏
i=1

i∏
j=1

didj =

p∏
i=1

dp+1
i = Det (D)p+1

からわかる． �

命題 1.4 X ∈ Sym+(p, R) を functionally independent な確率行列とし，T ∈ GT+(p, R) とす
る．このとき，X = TT ′ のヤコビアンは，

dX = 2p

{
t∏

i=1

ap−i+1
ii

}
dT

となる．このとき，X = T ′T のヤコビアンは，符号を除いて，

dX = 2p

{
t∏

i=1

tpi
ii

}
dT

となる．

証明：くさび積を用いて証明すればよい． �

命題 1.5 X ∈ Sym(p, R)を functionally independentな確率行列とし，ゼロでない異なる固有
根 �1 > · · · > �p を持つとする．H ∈ O(p, R) で X = Hdiag (�1, . . . , �p)H

′ とする．このとき，
この変換のヤコビアンは

dX =

{
p−1∏
i=1

p∏
j=i+1

|�i − �j |
}

p∏
i=1

d�iH
′dH

となる．ただし，dH は O(p, R) 上に制約したルベーグ測度である．

証明：Mathai (1997, page 117) を参照． �

命題 1.6 p = p1 + p2 とする．関数

f : Sym+(p, R) → Sym+(p2, R) × R
p1×p2 × Sym+(p2, R)(

S11 S12

S21 S22

)
	→ (S11•2, S12S

−1
22 , S22)

の逆写像 h は

h : Sym+(p1, R) × R
p1×p2 × Sym+(p2, R) → Sym+(p, R)

(A11, A12, A22) 	→
(
A11 + A12A

−1
22 A21 A12A22

A22A21 A22

)
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である．さらに，写像 h のヤコビアンは

Det (A22)
p1

となる．

証明：

Det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂S11

∂A11

∂S11

∂A12

∂S11

∂A22
∂S12

∂A11

∂S12

∂A12

∂S12

∂A22
∂S22

∂A11

∂S22

∂A12

∂S22

∂A22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = Det

⎛⎜⎜⎝
Ir ∗ ∗
0

∂S12

∂A12
∗

0 0 Is

⎞⎟⎟⎠ = Det

(
∂S12

∂A12

)

と命題 1.1からわかる． �
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1.3 分布論
この節では，Σ ∈ Sym+(p, R) とし，n ≥ p を仮定する．このとき，Sym(p, R) 上の測度

Wp(Σ, n)(dx) =
1

C(p, n)(Det Σ)n/2
(Detx)n/2Tr

(
−1

2
Σ−1x

)
I Sym+(p,�)(x)

dx

(Detx)(ｐ+1)/2

(1.4)

を考える．ただし，

C(p, n) = 2npπp(p−1)/4

p−1∏
i=0

Γ((n− i)/2),

I Sym+(p,�)(x) =

{
1 (x ∈ Sym+(p, R)),

0 ( その他 )

である．確率行列 S ∈ Sym+(p, R) が確率測度 (1.4) を持つ（まだ、確率測度であることはこ
れまでのこの講義の議論ではわかっていない．また，ウイシャート行列の密度関数になること
もこれまでの講義の議論ではわかっていない！）とき，S ∼Wp(Σ, n) と書くことにする．

分割に対する分布

命題 1.7 S ∈ Sym+(p, R) はウイシャート分布Wp(Σ, n) に従うする．ただし，，n ≥ p を仮定
し，Σ ∈ Sym+(p, R) である．

S =

[
S11 S12

S21 S22

]
, Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
,

S11•2 = S11 − S12S
−1
22 S21, Σ11•2 = Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21

とする．ここで，S11, Σ11 は p1 × p1 とし，p2 = p− p1 である．このとき，つぎが成立する．
(i) S11•2 と (S21, S22) は独立，
(ii) S11•2 は Wp1(n− p2, Σ11•2) に従う，
(iii) S22 は Wp2(n, Σ22) に従う，
(iv) S21|S22 は N(S22Σ

−1
22 Σ21, S22 ⊗ Σ11•2) に従う．

証明：命題 1.6からわかる． �

系 1.1 ∫
Sym(p,�)

Wp(Σ, n)(dx) = 1

である．

証明：p = 1 とし，Σ = σ2 と書く．

W1(Σ, n)(dx) =
1

2nΓ(n/2)σn
xn/2−1 exp

(
− x

2σ2

)
I (0,∞)(x)
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となる．y = x/σ2 と変換して，y について積分をすれば，∫ ∞

0

W1(Σ, n)(dx) = 1

となることがわかる．あとは，命題 1.7 を繰り返し適用すればよい． �

Bartllet 分解

命題 1.8 S ∼ Wp(Ip, n) とする．S = TT ′ と分解する．ただし，T = (tij) ∈ GT+(p, R) であ
る．このとき，tij は互いに独立であって，t2ii ∼ χ2

(n−i+1), tij ∼ N(0, 1) (i = 1, 2, . . . , p, j =

1, 2, . . . , i) に従う．

証明：命題 1.4 または 1.7からわかる． �

固有根の分布

命題 1.9 S ∈ Sym+(p, R) を連続な分布をもつランダム行列で確率測度 f(S)dS を持つとする．
ただし，dSは Sym+(p, R)上のルベーグ測度とする．このとき，S の固有値 � = (�1, . . . , �p) (�1 ≥
· · · ≥ �p) の確率測度は

µ(d�) =
πn2/2

Γp(n/2)

∏
i<j

(�i − �j)

∫
O(p,�)

f(HDH ′)µO(p)(dH)

p∏
i=1

d�i

であたえらる．ただし，

µO(p,�)(dH) =
πn2/2

Γ(n/2)
H ′dH,

Γp(n/2) = πp(p−1)/4

p−1∏
i=0

Γ((n− i)/2)

である．

証明：まず， ∫
O(p,�)

µO(p,�)(dH) = 1

となることが知られていることに注意する．Mathai (1997, page 117)を参照．すなわち，O(p, R)

上の基準化されたハール測度である．あとは，命題 1.5 よりわかる． �





第2章

2.1 自然指数分布族
V を有限次元実ベクトル空間とし，V∗ をその双対空間(2-1)とする．θ ∈ V∗ に対して，x ∈ V

に対応する値を 〈θ, x〉 と書く．(θ, x) 	→ 〈θ, x〉 は V∗ × V 上の非退化な双一次形式になる．
µを V 上のラドン測度（必ずしも有限測度ではない）とする．µに対して，写像 Lµ : V∗ →

[0, ∞] を

Lµ(θ) =

∫
V

exp〈θ, x〉µ(dx), (θ ∈ V∗)

で定める．これを測度 µ のラプラス変換という．ヘルダーの不等式(2-2)より，集合

D(µ) = {θ ∈ V∗ : Lµ(θ) <∞}

は凸集合となる．さらに，
kµ(θ) = logLµ(θ)

は D(µ) 上の凸関数となる．さらに，R(V) を V 上のラドン測度でつぎの二つの条件をみたす
集合とする：(i) D(µ) の内部（ Θ(µ) := Int(D(µ))）は空でない，(ii) µは V のアファイン平
面に集中しない．このとき，µ ∈ R(V) ならば，kµ は実解析的で，Θ(µ) 上で狭義凸関数とな
る．Brown (1986, page 39) を参照のこと．
µ ∈ R(V) と θ ∈ Θ(µ)に対して，V 上の確率測度 P を

P (θ, µ)(dx) = exp{〈θ, x〉 − kµ(θ)}µ(dx)

で定める．確率測度の族

F = F(µ) := {P (θ, µ)(dx) : θ ∈ Θ(µ)}

を µによって生成された自然指数分布族（NEF）という．

注意 2.1 µ1, µ2 ∈ R(V) に対して

F(µ1) = F(µ2) ⇐⇒ ∃(a, b) ∈ V∗ × R 　があって， 　µ1(dx) = exp{〈a, x〉 + b}µ2(dx)

なぜならば，µ2 ∈ F(µ1) となるので，∃θ ∈ Θ(µ1) があって，

µ2(dx) = P (θ, µ1)(dx)

と書けることからわかる． �

15
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平均と分散 　L (V∗, V) は V∗ から V への線形写像全体の空間とする．写像 k̇µ : V∗ → V と
k̈µ : V∗ → L (V∗, V) をつぎのように定める：任意の ξ, η ∈ V∗ に対して，

〈η, k̇µ(θ)〉 = k̇µ(θ)(η) =
d

dt
kµ(θ + tη)

∣∣∣∣
t=0

で定める．さらに，

〈ξ, k̈µ(θ)(η)〉 =
d2

dsdt
kµ(θ + sξ + tη)

∣∣∣∣
s=0, t=0

で定める．

補題 2.1 θ ∈ Θ(µ) に対して，

k̇µ(θ) =

∫
V
xP (θ, µ)(dx),

〈ξ, k̈µ(θ)(η)〉 =

∫
V
〈ξ, x− k̇µ(θ)〉〈η, x− k̇µ(θ)〉P (θ, µ)(dx), (ξ, η ∈ V∗)

となる．

証明：Brown (1986, page 35) と同様にすれば，任意の η ∈ V∗ に対して，

d

dt

∫
C

exp〈θ + tη, x〉µ(dx)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
C

〈η, x〉 exp〈θ + tη, x〉µ(dx)

が確認できる．これより，

〈η, k̇µ(θ)〉 = k̇µ(θ)(η) =
1∫

C
exp〈θ + tη, x〉, µ(dx)

∫
C

〈η, x〉 exp〈θ + tη, x〉µ(dx)

∣∣∣∣
t=0

= exp{−kµ(θ)}
∫

C

〈η, x〉 exp〈θ, x〉µ(dx)

=

∫
C

〈η, x〉 exp{〈θ, x〉 − kµ(θ)}µ(dx)

=

〈
η,

∫
C

x exp{〈θ, x〉 − kµ(θ)}µ(dx)

〉
となり，補題の前半部分が示せた．
まず，任意の ξ, η ∈ V∗ に対して，

d2

dsdt

∫
C

exp〈θ + sξ + tη, x〉µ(dx)

∣∣∣∣
(s, t)=(0, 0)

=

∫
C

〈ξ, x〉 · 〈η, x〉 exp〈θ, x〉µ(dx)

となることが注意する．これより，

d2

dsdt
kµ(θ + sξ + tη) =

1

Lµ(θ + sξ + tη)

d2

dsdt
Lµ(θ + sξ + tη)

∣∣∣∣
(s, t)=(0, 0)

− 1

{Lµ(θ + sξ + tη)}2

d

ds
Lµ(θ + sξ + tη)

d

dt
Lµ(θ + sξ + tη)

∣∣∣∣
(s, t)=(0, 0)

=

∫
C

〈ξ, x〉 · 〈η, x〉 exp{〈θ, x〉 − kµ(θ)}µ(dx) − 〈ξ, k̇µ(θ)〉 · 〈η, k̇µ(θ)〉
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よりわかる． �

平均母数と分散関数 　V の部分集合 MF を

MF = k̇µ(Θ(µ))

で定める．これを NEF F の平均領域という．µ ∈ R(V) ならば，k̇µ は狭義単調関数なので，
写像 θ 	→ k̇µ(θ) は Θ(µ) からMF への全単射となる．k̇µ の逆写像を定義することができるの
で，それを ψµ : MF → Θ(µ) (m 	→ ψµ(m)) とする．
任意の m ∈ MF に対して，

P̃ (m, F)(dx) = P (ψµ(m), µ)(dx)

とする．すると m 	→ P̃ (m, F) (MF → F)は NEF F の新たな母数化となる．
確率測度 P̃ (m, F) の分散作用素を VF(m) : V∗ → L(V∗, V) とおけば，

VF(m) = k̈µ(ψµ(m)), (m ∈ MF)

となる．実際，ξ, η ∈ V∗ に対して，

〈ξ, k̈µ(ψµ(m))(η)〉 =

∫
V
〈ξ, x− k̇µ(ψµ(m))〉〈η, x− k̇µ(ψµ(m))〉P (ψµ(m), µ)(dx)

=

∫
V
〈ξ, x−m〉〈η, x−m〉 P̃ (m, F)(dx) = 〈ξ, VF(m)(η)〉

となることよりわかる．
写像 m 	→ VF(m) (MF → L (V∗, V)) を分散関数とよぶ．また，分散関数 VF は写像 ψ̇µ :

MF → L (V, V∗) を用いて，

VF(m) = {ψ̇µ(m)}−1 (2.1)

と表現される．なぜならば，任意の x ∈ V に対して，

ψ̇µ(m)(x) = lim
t→0

ψµ(m+ tx) − ψµ(m)

t
∈ V∗

となる．ψµ : V → V∗ から

m 	→ ψ̇µ(m) (MF → L (V, V∗))

であることがわかる．k̇µ(ψµ(m)) = m に注意する．任意の x ∈ V に対して，合成関数の微分
を使えば，

k̈µ(ψµ(m))ψ̇µ(m)(x) = lim
t→0

k̇µ(ψµ(m+ tx)) − k̇µ(ψµ(m))

t

= lim
t→0

m+ tx−m

t
= x

となる．したがって，
k̈µ(ψµ(m))ψ̇µ(m) = id

をえる．よって，
k̈µ(ψµ(m)) = {ψ̇µ(m)}−1

がわかる．
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例 2.1 α > 0 に対して，測度

µ(dx) = xα−1
I (0,∞)(x) dx

によって生成される自然指数分布族を求める：

Lµ(θ) =

∫
eθxµ(dx) = (−θ)−αΓ(α), (θ < 0),

kµ(θ) = −α log(−θ) + log Γ(α),

F(µ) = {exp(θx− kµ(θ))µ(dx) : θ ∈ Θ(µ) = (−∞, 0)}
= {(−θ)α

Γ(α)
eθxxα−1

I (0,∞)(x) dx : θ ∈ Θ(µ)},

k̇µ(θ) = −α
θ
, ψµ(m) = −αm−1, (m ∈ Mmu = k̇µ(Θ(µ)) = (0, ∞))

k̈µ(θ) =
α

θ2
, VF(m) = k̈µ(θ) =

1

α
(kµ(θ))

2 =
1

α
m2

と(2-3)なる． �

定理 2.1 (Letac and Mora (1990)) F1 と F2 を V 上の NEF とする．MF1 ∩ MF2 の空で
ない開集合上で VF1 と VF2 が一致すれば，F1 = F2 である．

証明：Jørgensen (1997, page 51) を参照せよ． �
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2.2 ウイシャート NEF 族
p ≥ 1 を整数とする．V = Sym(p, R) とし，V 上の内積を

(θ|x) = Tr (θx), (θ, x ∈ V)

とおく．θ ∈ V∗ に対して，ある元 θ ∈ V が一意的に存在して，

〈θ, x〉 = (θ|x)

となることに注意する．さらに，w = (w1, w2, . . . , wp)
′ ∈ R

p に対して，xw ∈ V を

xw = ww ′

で定める．したがって，

(θ|xw) =

p∑
i, j

wiθijwj, (θ = (θij))

となる．Rp 上の測度 (2π)−p/2dw1dw2 · · ·wpに対して，写像 w 	→ xw によって誘導される V 上
の測度を µ1/2 とする．測度 µ1/2 のラプラス変換 Lµ1/2

はつぎで与えられる：θ ∈ V に対して，

Lµ1/2

(
θ

2

)
=

∫
V

exp

(
1

2
(θ|x)

)
µ1/2(dx)

=

∫
�p

exp

(
1

2

p∑
i, j

wiθijwj

)
dw1dw2 · · · dwp

(2π)p/2

となる．したがって，

Lµ1/2

(
−θ

2

)
=

{
Det (θ) (θ ∈ Sym+(p, R)),

∞ (その他)

となる．Sym+(p, R)は Sym(p, R) の開部分集合なので，

Θ(µ1/2) = −Sym+(p, R),

kµ1/2
(θ) = −1

2
log Det (−2θ), (θ ∈ −Sym+(p, R))

となる．NEF F(µ1/2)，すなわち，

F(µ1/2) = {W (θ, µ1/2) : LW (�, µ1/2)(η) = kµ1/2
(θ + η) − kµ1/2

(θ),

for θ ∈ −Sym+(p, R), θ + η ∈ −Sym+(p, R)}
= {W (θ, µ1/2) = exp{〈θ, x〉 − kµ1/2

(θ)}µ1/2(dx)}

を母数 1/2（自由度 1）のウイシャート分布という．
この分布族の解釈はつぎのようになる：Y = (Y1, . . . , Yp)

′ ∈ Rp は Np(0, Γ) に従うとする．
このとき，

xY = Y Y ′
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は W (−Γ−1/2, µ1/2) に従う．実際，s ∈ Sym(p, R)に対して，

E exp

(
−1

2

p∑
i, j

YisijYj

)
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Det (Γ−1)1/2

Det (s + Γ−1)1/2
(s ∈ Sym+(p, R)),

∞ (その他)

となる．したがって，θ ∈ −Sym+(p, R) に対して，

E exp(θ|xY ) =
Det (Γ−1)1/2

Det (−2θ + Γ−1)1/2

= exp

{
1

2
log Det (Γ−1) − 1

2
log Det (−2θ + Γ−1)

}
= exp

{
kµ1/2

(
θ − 1

2
Γ−1

)
− kµ1/2

(
−1

2
Γ−1

)}
となる．一方，

LW (−Γ−1/2, µ1/2))(θ) =

∫
V

exp(θ|x)W (−Γ−1/2, µ1/2)(dx)

=

∫
V

exp(θ|x) exp

{
(−1

2
Γ−1|x) − kµ1/2

(θ)

}
µ1/2(dx)

=

∫
V

exp

{
(θ − 1

2
Γ−1|x) − kµ1/2

(
θ − 1

2
Γ−1

)
+ kµ1/2

(
θ − 1

2
Γ−1

)
− kµ1/2

(θ)

}
µ1/2(dx)

= exp

{
kµ1/2

(
θ − 1

2
Γ−1

)
− kµ1/2

(θ)

}
となるので，ラプラス変換が一致することからわかる．

n > (p− 1)/2に対して，V 上の測度を

µn(dx) =
1

c(p, n)
Det (x)n−(p−1)/2−1

ISym+(p,�)(x) dx

とおく．ただし，dx は V 上に制限したルベーグ速度で dx = Πi≤jdxij , (x = (xij))で

c(p, n) = 2pπp(p−1)/4Πp
i=1Γ

(
n− i− 1

2

)
である．このとき，∫

V
exp

(
−1

2
(s|x)

)
µn(dx) =

{
|Det (s)|−n (s ∈ Sym(p, R)),

∞ （その他）

となる．このことから

Θ(µn) = −Sym+(p, R),

kµn(θ) = −n log Det (−2θ), S ∈ −Sym+(p, R)
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となる．
いま，

Λ = {n > 0 : ∃µ ∈ R(V) s.t. Θ(µ) = −Sym+(p, R), kµ(θ) = −n log Det (−2θ)}

とおく．明らかに，

Λ ⊃ Λ0 :=

{
1

2
, 1,

3

2
, . . . ,

p− 1

2
∪
(
p− 1

2
, ∞

)}
である．Gindikin (1964)によれば，

Λ = Λ0

となることが知られている．この証明については，Peddada and Richards (1991)を参照のこと．

以後では，n ∈ Λに対して，

Fn := F(µn)

= {W (θ, µn) : LW (�, µn)(η) = kµn(θ + η) − kµn(θ),

for n ∈ Λ, θ ∈ −Sym+(p, R), θ + η ∈ −Sym+(p, R)}
= {W (θ, µn)(dx) = exp{(θ|x) − kµn(θ)}µn(dx)}

と記し，Fn の元を母数 n の NEF ウイシャート分布族と呼ぶことにする．さらに，記号の乱
用になるが，簡単に

W (m, µn) = W (ψµn(m), µn)

とも書くことにする．

定理 2.2 　n ∈ Λ とし，Fn を母数 n の NEF ウイシャート分布族とする．このとき，

M (Fn) = Sym+(p, R)

となる．また，各 m ∈ Sym;(p, R) に対して，分散関数 VFn(m) : V → V は

θ 	→ 1

n
mθm

で与えられる．ただし．mθm は行列 m, θ の積である．

証明：分散関数の表現 (2.1) と ψµ(m) は k̇µ(θ) の逆関数であったことを思い出す．まず，k̇µ

を求める．Θ(µn) = −Sym+(p, R) 上で

kµn(θ) = −n log Det (−2θ), θ ∈ −− Sym∗(p, R)

より，補題 A.1(i) より，x ∈ Sym+(p, R)に対して，

k̇µn(θ)(x) =
d

dt
kµn(θ + tx) = −n d

dt
log Det (−2θ − 2tx)

∣∣∣∣
t=0

= −n d
dt

({−2θ − 2tx}−1| − 2x)

∣∣∣∣
t=0

= −n(θ−1|x)
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より

k̇µn(θ) = −nθ−1 (2.2)

となる．よって，
k̇µn(Θ(µn)) = Sym+(p, R)

となる．(2.2)から k̇µn の逆写像 ψµn は

ψµn(m) = −nm−1, (m ∈ Sym+(p, R)) (2.3)

となる．さらに，補題 A.1(ii) より，x ∈ Sym+(p, R)に対して，

ψ̇µn(m)(x) =
d

dt
ψµn(m + tx)

∣∣∣∣
t=0

= −n d
dt

(m + tx)−1

∣∣∣∣
t=0

= n(m + tx)−1x(m + tx)−1

∣∣∣∣
t=0

= = nm−1xm−1

となる．これより
{ψ̇µ(m)}−1(x) = n−1mxm

となる．したがって，

VFn(m)(x) = {ψ̇µn(m)}−1(x) =
1

n
mxm

がわかる． �

ここから記号の定義と命題 2.1が正確さを欠くおそれがあるので注意
つぎにモデルの変換を考える．a ∈ GL(p, R) によるモデルの変換を

ga : W (m, µn) 	→ W (g−1
a m, gaµn)

で定める．ただし，g−1
a µn(B) = µn(gaB) (B ⊂ Sym(p, R))である．この変換によって得たモデ

ルを gaFn と書くこと（モデルへの作用を同じ記号 ga と書いているので，多少記号の乱用があ
ることに注意）にする．すなわち，

gaFn = {gaW (m, µn) = W (g−1
a m, g−1

a µn) : W ∈ Fn},

である．

命題 2.1 a ∈ GL(p, R) に対して，Sym(p, R) 上の変換 ga を

ga(x) = a ′xa, (x ∈ Sym(p, R))

で定義する．このとき，母数 n (n ∈ Λ) のウイシャート分布族 NEF Fn は変換 ga に関して不
変である．
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証明：ga(Sym+(p, R)) = Sym+(p, R) となるので，MFn は ga に関して不変である．各 m ∈
Sym+(p, R) に対して，

Vga(Fn)(m) = ga ◦ VFn(g−1
a (m)) ◦ tga

となる．ただし，tga は，任意の x, y ∈ Sym(p, R)に対して，

(x| ga(y)) = (tga(x)| y)

で定める．実際，n > (p− 1)/2 の場合のみを考えると，任意の ξ, η ∈ Sym(p, R)に対して，

(ξ| ga ◦ VFn(g−1
a (m)) ◦ tga(η)) = (tga(ξ)| VFn(g−1

a (m)) ◦ tga(η))

=

∫
Sym(p,�)

(tga(ξ)|x − g−1
a (m)) × (tga(η)|x − g−1

a (m))W (g−1
a (m), µn)(dx)

=

∫
Sym(p,�)

(ξ| ga(x) − m) × (η| ga(x) − m)W (g−1
a (m), µn)(dx)

=

∫
Sym(p,�)

(ξ|x − m) × (η|x − m)W (g−1
a (m), gaµn)(dx)

=

∫
Sym(p,�)

(ξ|x − m) × (η|x − m) gaW (m, µn)(dx)

= (ξ| Vga(Fn)(m)(η))

となることよりわかる．また，明らかに

g−1
a (m) = (a ′)−1ma−1 = ga−1(m)

である．さらに，θ, x ∈ Sym(p, R)に対して，

(tga(θ)|x) = (θ| ga(x)) = (θ|a ′xa) = Tr (θa ′xa) = (aθa ′|x) = (ga ′(θ)|x)

より

tga = ga ′ (2.4)

がわかる．定理 2.2 より

[ga ◦ VFn(g−1
a (m)) ◦ tga](θ) = ga ◦ VFn(g−1

a (m))ga ′(θ)

= ga ◦ VFn(g−1
a (m)(aθa ′)

= ga

(
1

n
g−1

a (m)aθa ′g−1
a (m)

)
=

1

n
ga

(
(a ′)−1ma−1aθa ′(a ′)−1ma−1

)
=

1

n
ga

(
(a ′)−1mθma−1

)
=

1

n
mθm = VFn(m)(θ)

となる．よって，
Vga(Fn) = VFn

がわかり，ga(Fn) = Fn がいえた． �
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命題 2.2 Sym(p, R)-値確率行列 W がW (ψµn(m), µn)(dx) に従うとする．このとき，ga(W )

はW (ψµn(ga(m)), µn)(dx) に従う．

証明：θ ∈ −Sym+(p, R)に対して，

E exp(θ|a ′Wa) =

∫
Sym(p,�)

exp(θ|a ′xa) exp{(ψµn(m)|x) − kµn(ψµn(m))}} µn(dx)

=

∫
Sym(p,�)

exp{(tga(θ) + ψµn(m)|x) − kµn(ψµn(m))}} µn(dx)

= exp{kµn(θ + (tga)
−1ψµn(m)) − kµn((tga)

−1ψµn(m))}
= exp{kµn(θ + ψµn(ga(m)) − kµn(ψµn(ga(m)))}

がわかる．ただし，最後から２番目の等号は kµn(θ) = −n log Det (−2θ)から

kµn(tga(θ) + ψµn(m)) − kµn(ψµn(m))

= −n log Det (tga(θ + ψµn(m)) + n log Det (ψµn(m))

= −n log Det (ga ′θ + ψµn(m)) + n log Det (ψµn(m))

= −n log Det ((aθa ′ + ψµn(m)))(ψµn(m))−1)

= −n log Det ((θ + a−1ψµn(m)(a ′)−1))(a−1ψµn(m)(a ′)−1)−1)

= −n log Det ((θ + g−1
a ′ ψµn(m)))(g−1

a ′ ψµn(m))−1)

kµn(θ + (tga)
−1ψµn(m))) − kµn((tga)

−1ψµn(m))

となることからわかる．また，最後の等号は， (2.3) と (2.4)から

(tga)
−1ψµn(m) = g−1

a ′ ψµn(m) = a−1ψµn(m)(a ′)−1 = −na−1m−1a ′)−1

= −n(a ′ma)−1 = −n(gam)−1 = ψµn(ga(m))

となることよりわかる． �



第3章

3.1 統計的決定問題
統計的決定問題を構成する要素はつぎの 5 つである：

(i) 標本空間 (X , B1),

(ii) 母数空間 (Θ, B2),

(iii) 行動空間 (A , B3)

(iv) 統計モデル {Pθ : θ ∈ Θ}．すなわち，標本空間 (X , B1) 上の確率測度の族，

(v) 損失関数 L : Θ × A → [0, ∞)．ただし，Lは可測関数である．

標本 x ∈ X に対して，行動空間 (A , B3) 上の確率測度を対応させる関数 δ : x 	→ δ( · | x)を
統計的決定関数という．各 x ∈ X に対して，ある元 a(x) ∈ X が存在して，δ({a(x)}| x) = 1

（すなわち，a(x)に退化）のとき，決定関数 δ は非確率化決定関数という．
与えられた決定関数 δ に対して，δ の危険関数 R(θ, δ) を

R(θ, δ) =

∫
X

∫
A

L(θ, a) δ(da| x)Pθ(dx)

で定める．非確率化決定関数 δ（δ({a(x)}| x) = 1）に対する危険関数は

R(θ, δ) =

∫
X

L(θ, a(x))Pθ(dx)

と簡単に書ける．

決定関数のよさ 　決定関数全体の集合を D と書くことにする．δ1, δ2 ∈ D とする．δ1 が δ2
と同程度によいとは，すべての θ ∈ Θ に対して，R(θ, δ1) ≤ R(θ, δ2)が成り立つときにいう．
δ1 が δ2 よりよいとは，δ1 は δ2 と同程度によく，さらに，すくなくとも一つの θ0 ∈ Θが存在
して，R(θ0, δ1) < R(θ0, δ2)が成り立つときにいう．
δ1 よりよい δ ∈ D が存在しないとき，δ1 は許容的であるという．D ⊂ D を部分集合とす

る．任意の δ ∈ D \D に対して，ある δ ′ ∈ D が存在して，δ ′ が δ よりよい（同程度によい）
とき，D は（本質的）完備類という．Dが（本質的）完備類であって，D のいかなる真部分集
合も（本質的）完備類にならないとき，D は最小（本質的）完備類という．

命題 3.1 行動空間 A は Rk の凸集合とし，損失関数 L(θ, a) は a の凸関数で，‖a‖ → ∞ の
とき，L(θ, a) → ∞ とする．このとき，非確率化決定関数の全体の集合は本質的完備類である．

25
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証明：信じることにする． �

命題 3.2 t を十分統計量とする．X または A は Rk の部分集合とする．t に基づく決定関数
全体の集合は本質的完備類である．

証明：信じることにする． �

ベイズ解 　ξ を (Θ, B2) 上の確率測度とする．これを事前確率とよぶことにする．δ1 が事前
確率 ξ に対するベイズ解であるとは，∫

Θ

R(θ, δ1) ξ(dθ) = min
δ∈D

∫
Θ

R(θ, δ) ξ(dθ)

をみたすときにいう．δ1 が広義ベイズ解であるとは，(Θ, B2) 上の確率測度列 {ξn}∞n=1 が存在
して， ∫

Θ

R(θ, δ1) ξn(dθ) − min
δ∈D

∫
Θ

R(θ, δ) ξn(dθ) → 0, (n→ ∞)

がなりたつときにいう．

ミニマックス決定関数 　δ1 がミニマックス決定関数であるは，

max
θ∈Θ

R(θ, δ1) = min
δ∈D

max
θ∈Θ

R(θ, δ)

が成り立つときにいう．

不変性 　(X , G, ϕ), (Θ, Ḡ, ϕ̄), (A , G̃, ϕ̃)は変換群とする．以後，誤解のおそれがなければ，
G, Ḡ, G̃ および ϕ, ϕ̄, ϕ̃をすべて G, ϕとかくことにする．決定問題が G-不変であるとは，つ
ぎの条件をみたすときをいう．
(i) モデル {Pθ : θ ∈ Θ}は不変．すなわち，

gPθ = Pgθ, (g ∈ G, θ ∈ Θ)

ただし，任意の B ∈ B1 に対して，gPθ(B) = Pθ(g
−1B) である．

(ii) 損失関数 Lは不変．すわわち，

L(gθ, ta) = L(θ, a), (g ∈ Θ, θ ∈ Θ, a ∈ A ).

決定関数 δ ∈ D と g ∈ Gに対して，決定関数 gδ を

(gδ)(B| x) = δ(g−1B| g−1x), (B ∈ B3)

で定める．
決定関数 δが G-不変であるとは，すべての g ∈ Gに対して，gδ = δが成り立つときにいう．

δ が非確率化検定（δ({a(x)}| x) = 1 ）のとき，

δ 　が不変 　⇐⇒ a 　が不変 　⇐⇒ a(gx) = ga(x), (g ∈ G)

となる．
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命題 3.3 決定問題が G-不変とする．任意の決定関数 δ に対して，

R(gθ, gδ) = R(θ, δ), (g ∈ G, θ ∈ Θ)

さらに，決定関数 δ が G-不変ならば，

R(gθ, δ) = R(θ, δ), (g ∈ G)

がわかる．

証明 　モデルの不変性から，任意の可積分関数 hに対して，∫
X

f(gx)Pθ(dx) =

∫
X

f(x)Pgθ(dx) (3.1)

となる．また，任意の決定関数 δ と可積分関数 k に対して，∫
A

k(a) (gδ)(da| x) =

∫
A

k(ga) δ(da| g−1x) (3.2)

信じることにする．これらのことより

R(gδ, θ) =

∫
X

∫
A

L(θ, a) (gδ)(da| x)Pθ(dx)

=

∫
X

∫
A

L(ga, θ) (gδ)(da| g−1x)Pθ(dx)

=

∫
X

∫
A

L(a, g−1θ) (gδ)(da| g−1x)Pθ(dx)

=

∫
X

∫
A

L(a, g−1θ) (gδ)(da| x)Pg−1θ(dx) = R(g−1θ, δ)

となる．２番目の等号は (3.2)，３番目の等号は損失関数の不変性，最後から２番目の等号は
(3.1)からそれぞれわかる． �

Gが X に推移的に作用していれば，固定した元 θ0 ∈ Gに対して，

R(θ, δ) = R(θ, θ0)

となる．したがって，固定した θ0 のもとで最良のものは G-不変のなかで最良となる．

最良 G-不変性とミニマックス性

命題 3.4 G は三角群とし，決定問題は G-不変とする．このとき，もし，ミニマックス決定関
数が存在するならば，G-不変ミニマックス決定関数が存在する．もし，G-不変決定関数 δ1 が

max
θ∈Θ

R(θ, δ1) = min
δ∈D∗

max
θ∈Θ

R(θ, δ)

をみたすならば，δ1 はミニマックスである．ただし，D∗ は G-不変決定関数の全体である．

証明ではない注意 　この命題は Hunt-Stein の定理と呼ばれるものを簡単にしたものである．
Hunt-Steinの定理が成立するための条件として，Amenability条件（Lehmann and Casella (1998,

page 422)を参照）が知られている．三角群はこの条件をみたしていることが知られている．�
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3.2 共分散行列の推定問題
p 次元確率変数列 X1, X2, . . . , Xn (n ≥ p) は独立同一に多変量正規分布 Np(0, Σ)に従うと

仮定する．ただし，Σ ∈ Sym+(p, R) とする．このとき，(X1, X2, . . . , Xn)に基づき，Σ の推
定問題を損失関数

L(Σ, a) = Tr (aΣ−1) − log Det (aΣ−1) − p

のもとで考える．ただし，aは Σの推定量で S =
∑n

i=1XiX
′
i を通してのみ (X1, X2, . . . , Xn)

に依存する推定量である．これは S は Σ の十分統計量であることと命題 3.2 から正当化され
る．この損失関数 L は James and Stein (1961) で提案された．この損失関数は非常に取り扱
いが容易である．これは，つぎの性質をみたす．

(i) L(Σ, a) ≥ 0で等号成立は a = Σ のときのみ．

(ii) L(Σ, a)は第２の変数に関して凸関数．

(iii) 任意の g ∈ GL(p, R)に対して，

L(gΣg ′, gag ′) = L(Σ, a)

をみたす．

損失関数の性質と命題 3.1から非確率化推定量のみを考えれたよいことがわかる．
損失関数 Lに対応する危険関数 R を

R(Σ, a) = E[L(Σ, a)]

で定義する．

3.2.1 定数リスクのミニマックス推定量

自然指数分布族の性質から，Σ の最尤推定量は Σ̂mle = n−1S となることが直ちにわかる．
X = Sym+(p, R)，G = GL(p, R)，ϕ(g, x) = gxg ′ とすれば，(X , G, ϕ) は変換群となる．

群 Gは X に推移的に作用するので，最良 G-不変推定量を求めることができる．すなわち，Σ̂

を G-不変とすれば，命題 3.3から

R(Σ, Σ̂) = R(Ip, Σ̂)

となる．さらに，任意の G-不変推定量は Σ̂ = cS と表現できることに注意する．ただし，cは
正の定数である．なぜならば，g = S−1/2 ととれば，

Σ̂(S) = S−1/2Σ̂(Ip)S
−1/2

と表現できる．さらに，g ∈ Pp ⊂ GL(p, R)（置換群）に対して，Σ̂(Ip) = Σ̂(gIpg
′) = gΣ̂(Ip)g

′

となることから，Σ̂(Ip) = cIp と書けることがわかる．
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命題 3.5 G-不変推定量の中で最小のものは

Σ̂mle =
1

n
S

である．

証明：損失関数と推定量の族の G-不変性と命題 3.3から S ∼Wp(Ip, n) としてよい．しかし，

R(Ip, cS) = E[cTr (S) − p log c− log DetS − p]

を c に関して微分すれば，
c =

p

E[Tr (S)]
=

p

np

よりわかる．損失関数の凸性から命題はわかる． �

Σmle は 最良 G-不変推定量である．また，Σmle は GT+(p, R)-不変でもあることに注目する．
GT+(p, R) も Sym+(p, R)に推移的に作用するので，命題 3.3から，このクラスに属する推定
量のリスクも Σ = Ip のもとで計算すればよい．これから， GT+(p, R)-不変で一番よいものを
求めることができる．

定理 3.1 (i) S = TT ′ と分解する．ここで，T ∈ GT+(p, R)である．GT+(p, R)-不変推定量は

TAT ′,

の形で与えられる．ただし，A ∈ Sym(p, R) は定数である．
(ii) GT+(p, R)-不変推定量のリスクの下限はつぎで与えられる：

R(Ip, TAT
′) ≥

p∑
i=1

{
log(n + p− 2i + 1) − E[logχ2

n−i+1]
}

(iii) 推定量 Σmin = Tdiag (1/(n+ p− 2i+ 1)| i = 1, 2, . . . , p)T ′ は (ii) の下限に達する．した
がって，命題 3.4 から，Σmin はミニマックスである．

証明：GT+(p, R)-不変性から

Σ̂(T−1S(T ′)−1) = T−1Σ̂(Ip)(T
′)−1

から (i) はわかる．
つぎに，命題 3.4 と (i)から，GT+(p, R)-不変推定量 Σ̂に対して，

R(Σ, Σ̂) = R(Ip, Σ̂) = Tr {E(T ′T )A} − log Det (A) −
p∑

i=1

E[log t2ii] − p

となる．しかし，命題 1.8 から t2ii ∼ χ2
n−i+1 と E[T ′T ] = diag (n + p− 2i + 1| i = 1, 2, . . . , p)

となる．さらに，命題 A.1 に注意して，A の各成分に関して微分すれば，

diag (n+ p− 2i+ 1| i = 1, 2, . . . , p) −A−1 = 0

を得る．よって，損失関数の凸性から (ii)がわかる．(iii) は (ii) の証明をたどればよい． �



30 2005 年 1 月 24 日

3.2.2 直交不変な推定量と SURE 法

Σ の直交不変な推定量を考える：

Σ̂(HSH ′) = HΣ̂(S)H ′, (H ∈ O(p, R))

このクラスの推定量は

Σ̂ = Hdiag (φi| i = 1, 2, . . . , p)H ′ (3.3)

と書ける．ただし，S = Hdiag (�1, . . . , �p)H
′ で l = (�1, . . . , �p) で φi(�) は微分可能とする．

これは，H = diag (±1, . . . , ±1) とすればわかる．φi = (1/n)�i とすれば，Σ̂mle となることが
わかる．

動機 　pが大きく，さらに，Σ = Ipとしたときにには，これはよくないことが Johnsson (1982)

で知られていることから予想される：0 < y < 1 とする．p/n→ y (n→ ∞) のとき，

1

p

p∑
i=1

I {�i/p ≤ x} P−→
∫ x

a

1

u

√
(u− a)(b− u)

2πyu
du I [a, b](x) + I (b,∞)(x)

となる．ただし，各 xにおける P−→は確率収束を示し，

a = 1 + y − 2
√
y b = 1 + y + 2

√
y

である．
したがって，i/pと 1− i/pが小さい i ∈ {1, 2, . . . , p}に対しては，�i/nは 1に高い確率で
離れていることがわかる．よって，nと pが近く，Σ = Ip のとき，1− i/pが小さいもの（ iが
pに近い）に対しては，�i/nを縮小し，i/pがが小さいもの（ iが 1に近い）に対しては，�i/n
を拡大するのがよいことが予想される．問題は，このような修正を行っても Σに関して一様に
Σ̂mle よりよいものができるかである．実際にうまくできることを Stein (1973)で示している．

SURE 法：リスクの不偏推定量 　直交群 O(p, R) の Sym+(p, R) への作用は推移的でない．
したがって，リスクは一般には定数でない．直交不変な推定量のリスクを評価するためには．
直接的な評価が困難になる．これを克服する方法が Stein’s Unbiased Risk Estimate 法（SURE

法）である．
まず，議論を簡単にするために，推定量のリスクを比較をするための本質的な部分を

R̃(Σ, Σ̂) = E[Tr (Σ̂Σ−1) − log Det (Σ̂)] (3.4)

とおく．有限リスクを持つふたつの推定量 Σ̂1, Σ̂2 に対して，

R(Σ, Σ̂1) ≥ R(Σ, Σ̂2) ⇐⇒ R̃(Σ, Σ̂1) ≥ R̃(Σ, Σ̂2), (∀Σ ∈ Sym+(p, R))

となることに注意せよ．以後は，言葉の乱用となるが，R̃ のこともリスクと呼ぶことにする．
各推定量のリスクは Σの関数となっている．リスクの一様な比較をするために，直交不変な

推定量 Σ̂に対するリスク（ Σ の関数）の不偏推定量を求めることを考える．形は Σ̂に依存す
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るが，ひとたび S を観測すれば，計算できる量，すなわち，推定量（これを R̂
�Σ(S) と書くこ

とにする）で
R̃(Σ, Σ̂) = E[R̂

�Σ(S)]

をみたすものを構成することを目指す．有限のリスクを持つ任意の直交不変な推定量 Σ̂に対し
て，幸運にもこのように，リスクの不偏推定量を見つけることができれば，期待値の基本的な
性質から

R̂
�Σ1

(S) ≥ R̂
�Σ2

(S) =⇒ R̃(Σ, Σ̂1) ≥ R̃(Σ, Σ̂2) (∀Σ ∈ Sym+(p, R))

となる．さらに，ある Σで
P(R̂

�Σ1
(S) > R̂

�Σ2
(S)) > 0

ならば，
R̃(Σ, Σ̂1) > R̃(Σ, Σ̂2) (∃Σ ∈ Sym+(p, R))

がわかるのである．
方針をまとめるとつぎのふたつの段階に分かれる：

(1) 有限のリスクを持つ任意の直交不変な推定量 Σ̂に対して，そのリスクの不偏推定量 R̂
�Σ(S)

を構成する．

(2) R̂
�Σ(S) で推定量の比較を行う．

(1)の段階では，部分積分を用いる．(2)はある種の偏微分不等式をとくことになる．これを解
く体系的な手法(3-1) は知らない．現段階では，いくつかのパターンを試してみて，解を見つけ
るにとどまっている．

3.2.3 部分積分の公式

部分積分の公式を理解するために，簡単な統計モデルを考える：確率変数 X は連続型分布
に従い，確率密度関数

P (dx) = exp{θx− k(θ)}w(x)dx

を持つとする．ただし，θ ∈ Θ は母数とし，dx は R 上のルベーグ測度で，w は微分可能，

R = {x ∈ R : exp{θx− k(θ)}w(x) > 0}

とする．さらに，

t(x) = −ẇ(x)

w(x)

とおく．ただし，ẇ は w の導関数とする．

命題 3.6 g : R → R を可積分かつ可微分で E|ġ(X)| <∞ とする．このとき，

E[ġ(X)] = E[(t(X) − θ)g(X)]

が成立する．ただし，ġ は g の導関数である．
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証明：E|ġ(X)| <∞ より，x→ ±∞ のとき，
g(x) exp{θx− k(θ)}w(x) → 0

となること(3-2) に注意する．

E[ġ(X)] =

∫
�

ġ(x) exp{θx− k(θ)}w(x) dx

=

∫
�

g(x)(exp{θx− k(θ)})(θw(x) + ẇ(x)) dx

= E[(t(X) − θ)g(X)]

となる． �

例 3.1 ガンマ分布を考える：

γ(dx) = exp(θx− kµ(θ))x
α−1, dx, (θ < 0)

を考える．

t(X) = −α− 1

X
となるので，

E[(−θ)g(X)] = (α− 1)E[X−1g(X)] + E[ġ(X)]

を得る． �

　ここで，もとの設定にもどる．
HΣ−1H ′ = (aij(H))

とおき，推定量 (3.3) を (3.4)に代入すると

R̃(Σ, Σ̂) = E

[
p∑

i=1

φi(�)aii(H) − logφi(�)

]
(3.5)

と書き直せる．したがって，上の式の右辺の括弧内の第一目のみが母数に依存している．それ
を部分積分の公式を用いて評価する．ただし，ここで，損失は � と H にのみ依存しているの
で，ウイシャート行列の極分解に対する分布に関して部分積分の公式を使うと非常に見通しよ
く，不偏推定量を求めることができる．そのために，以下の記号を用意する：命題 1.9 より，�
の同時分布は

K exp
{−1

2

r∑
j=1

�jajj(H)
}(

Πp
j=1�j

)(n−p−1)/2
Πj>i(�i − �j)µO(p,�) Πr

j=1d�j.

これを踏まえてつぎの記号を用意する：

F (�) = K
(
Πr

j=1�j
)(n−p−1)/2

Πj>i(�i − �j)

G(a) =

∫
K

exp
{−1

2

p∑
j=1

�jaii(H)
}
µO(P ),

Rj = {�(j−) = (�1, . . . , �j−1, �j+1, . . . , �p)| �1 > · · · > �j−1 > �j+1 > · · · > �p > 0},
とおく．ただし，�0 = ∞ と �p+1 = 0した．これらの記号を用いて，つぎの定理を示す．
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補題 3.1

p∑
j=1

E[φjajj(H)] = E

[ p∑
j=1

{
2
∂φj

∂�j
+

(
n− p− 1

)φj

�j
+ 2

∑
i	=j

φj

�j − �i

}]
証明：部分積分から

p∑
j=1

E[φjajj(H)] = −2

p∑
j=1

∫
Rj

(∫ �j−1

�j+1

ϕj F (�)
∂

∂�j
G(�) d�j

)
d�(j−)

= 2

p∑
j=1

∫
Rj

∫ �j−1

�j+1

∂

∂�j
(φjF (�))G(�) daj d�

(j−)

= 2E

[ p∑
j=1

∂

∂�j
(φjF (�))

1

F (�)

]

= E

[ p∑
j=1

{
2
∂φj

∂�j
+

(
n− p− 1

)φj

�j
+ 2

∑
i	=j

φj

�j − �i

}]
,

となる． �

補題より，推定量 (3.3)に対して，

R̃(Σ, Σ̂) = E

[
p∑

j=1

{
2
∂φj

∂�j
+

(
n− p− 1

)φj

�j
+ 2

∑
i	=j

φj

�j − �i
− log φj

}]
(3.6)

を得る．

3.2.4 直交不変ミニマックス推定量

天くだりではあるが，推定量 (3.3) において

φ
(m)
j = dj�j, dj =

1

n+ p− 2j + 1
(3.7)

としたものを Σ̂m とする．d1 < · · · < dp で (1/p)
∑p

j=1 1/dj = n となっている．

定理 3.2 (3.3) と (3.7) で与えられる推定量 Σ̂m に対して，

R(Σ, Σ̂m) ≤ −
r∑

j=1

log dj −
r∑

j=1

E[log u2
j ],

が成立する．ただし，uj’は χ2
n−j+1 (j = 1, 2, . . . , r)に従う．したがって，Σ̂m はミニマックス．

証明 　まず，

E[log Det Σ̂m] =
r∑

j=1

log dj + E[log DetS] =

p∑
j=1

{
log dj + log u2

j

}
+ log Det Σ
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となることに注意する．この式と (3.6) より

R(Σ, Σ̂m) = E

[
2

p∑
j=1

∑
i>j

dj�j − di�i
�j − �i

+ 2

p∑
j=1

dj +
(
n− p− 1

) p∑
j=1

dj

−
p∑

j=1

E log u2
j −

p∑
j=1

log dj − p

]

≤
p∑

j=1

(
n+ p− 2j + 1

)
dj −

p∑
j=1

E log u2
j −

p∑
j=1

log dj − p

= −
p∑

j=1

E log u2
j −

p∑
j=1

log dj.

となることからわかる． �

3.2.5 Stein の推定量

(3.5) の右辺を φi に関して形式的に微分すれば，

φi =
1

E[aii(H)]

を得る．しかし，E[aii(H)]は母数に依存するので，その不偏推定量 âii(H) を求めて，

φi =
1

âii

を推定量として考える．

命題 3.7

âii = (n− p− 1)
1

�i
+ 2

∑
i	=j

1

�i − �j

のとき，
E[âii] = E[aii(H)]

が成立する．

証明：補題 3.1 と同じようにすれば，

E[aii(H)] = E

[
2
∂

∂�i
logF (�)

]
となることからわかる．Sheena (1989) を参照． �

　推定量 (3.3)において

φ
(s)
j =

�j
(n− p− 1) + 2

�i

∑
i	=j

1
�i−�j

(3.8)
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としたものを Σ̂s とする．
推定量 (3.7) と (3.8) とも

P

(
φ

(m)
1 ≥ · · · ≥ φ(m)

p

)
< 1, P

(
φ

(s)
1 ≥ · · · ≥ φ(s)

p > 0

)
< 1

である．推定値としては，
φ

(m)
1 ≥ · · · ≥ φ(m)

p

でないときには，これらの値をプールして修正し，望ましい順序をみたすようにする必要があ
る．このアルゴリズムについては Lin and Perlman (1985)を参照のこと．また，数値実験の結
果（Lin and Perlman (1985)を参照）から，Σ̂s はミニマックスではないと思われる．





第4章

4.1 ショルダン代数と対称錐体
Euclidean Jordan 代数 　Euclidean Jordan 代数 (EJAと記す)とは，Euclid 空間 V でジョル
ダン積（単位元を e と書く）と呼ばれる双一次形式

(a, b) 	→ ab, V × V → V

でつぎの性質をみたすものを持つときをいう：
(i) 任意の a, b ∈ V に対して，ab = ba．
(ii) 任意の a, b ∈ V に対して，a(a2b) = a2(ab)．ただし，aa = a2 と書いた．
(iii) 任意の a, b, c ∈ V に対して，(a| bc) = (ab| c)．ただし，内積を (a| b)は内積である．

EJA V が正の次元の二つの EJA V1 と V2 の集合の直積のとき，V は非単純といい，その他
のとき，V は単純という．
以後では，V は有限次元かつ単純な EJA とする．

例 4.1 (i) Sym(p, R) に新たな積 ◦ を

A ◦B =
1

2
(AB +BA), (∀A, B ∈ Sym(p, R))

で定義する．ただし，AB は行列の通常の積である．このとき，積 ◦をもつ Sym(p, R)は EJA

となる．さらに，
ABA = 2A ◦ (A ◦B) −A2 ◦B

となる．
(ii) Herm(p, C) も同じ．
(iii) Herm(p, H) も同じ．
(iv) 3 次 Cayley-Hermite 行列全体．
(v) W は内積空間とする．その内積を B(w1|w2) (w1, w2 ∈ W) と書き，V = R ×W とする．
V に積を

(λ1, w1)(λ2, w2) = (λ1λ2 +B(w1|w2), λ1w2 + λ2w1), (∀(λ1, w1), (λ2, w2) ∈ V)

で定義する．V は EJA となる． �

37
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EJAについての重要事項 　
(i) V は非結合的．
(ii) べきに関して指数法則が成立する．さらに，V 上の j 次の斉次多項式関数 aj (1 ≤ j ≤ r)

が存在して，
mx(t) = tr − a1(x)t

r−1 + a2(x)t
r−2 + · · ·+ (−1)rar(x)

が，V のある開集合に属する任意の x に対して，x の最小多項式になることが知られている．
以下では，

tr (x) = a1(x), det(x) = ar(x)

とおき，x の EJAに意味の trace と determinant というこにする．
(iii) 左変換と 2 次表現．各 x ∈ V に対して，変換 L と P を

L(x) : y 	→ xy, V → V,
P (x) : y 	→ 2x(xy) − x2y, V → V

で定める．したがって，
P (x) = 2L(x)2 − L(x2)

となる．
(iv) 逆元について．各 x ∈ V に対して，R[x] を x と e で生成される部分環とする．x ∈ V が
可逆であるとは，一意的に y ∈ R[x]が存在して，xy = e となるときをいう．
(v) 可逆性の条件．

L(x)が可逆 =⇒ xは可逆．このとき， x−1 = L(x)−1e

P (x)が可逆 ⇐⇒ xは可逆．このとき， x−1 = P (x)−1x, P (x)−1 = P (x−1)

このことより V の可逆元の集合を
V× = {x ∈ V : DetP (x) �= 0}

と書くことにする．
(vi) べき等元．0 でない元 c ∈ V がべき等であるとは，c2 = c をみたすときをいう．0 でない
べき等元 c が二つのべき等元の和で表現できないとき，単純という．0 でないべき等元 c1, c2
に対して，c1c2 = 0 のとき，c1 と c2 は直交であるという．べき等元の系 c1, . . . , cr が完全直
交系であるとは，cicj = 0 (i �= j) かつ

∑r
i=1 ci = eが成り立つときをいう．単純なべき等元の

完全直交系をジュルダン枠という．
(vii) スペクトル分解．V のランクを r とする．V の各元 xに対して，0でないべき等元のジョ
ルダン枠 c1, . . . , cr と実数 λ1, . . . , λr が一意的に存在して，

x = λ1c1 + · · · + λrcr

と表される．
(viii) EJA の意味の trace と determinant．x = λ1c1 + · · · + λrcr に対して，

tr (x) =
r∑

i=1

λi, det(x) =
r∏

i=1

λi
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したがって，
xが可逆⇐⇒ det(x) �= 0

となる．
(ix) 内積．一般性を失わず，内積を

(x| y) = tr (xy), (∀x, y ∈ V)

と入れてよい．
(x) Peirce 分解．固定したジョルダン枠 c1, c2, . . . , cr に対して，

Vii = {x ∈ V| cix = x} と Vij = {x ∈ V| cix = (1/2)x and cjx = (1/2)x} (4.1)

とおく．ただし，i = 1, 2, . . . , r と j = i+ 1, . . . , r である．このとき，各 Vij’s (i < j) の次
元（2g と書く）は同じであることが知られている．その次元 2g を Peirce invariantという．さ
らに， V は Peirce 分解

V = ⊕1≤i≤j≤rVij

をもつことが知られている．v を V の次元としたとき，これらから

v = r + gr(r − 1), (4.2)

が成立することがわかる．
(xi) Frobenius 変換．べき等元 c と元 z ∈ {x ∈ V| cx = (1/2)x}に対して，Frobenius 変換を

τc(z) = exp{L(z) + 2L(z)L(c) − 2L(c)L(z)}

で定める．ここで，任意の写像 A に対して，exp(A) =
∑∞

j=0A
j/j! とした．

対称錐体 　EJA V に対応する部分集合 V+ を

V+ = {x2 : x ∈ V×}

で定義する．するとつぎが成立することが知られている：

(i) V+ は空でない．

(ii) V+ は凸錐体である．

(iii) V+ は自己双対である．したがって，対称錐体．

(iv) V+ は等質である．

(v)

x ∈ V+ ⇐⇒ P (x) > 0

となる．
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V+ の自己同型群 　GL(V) を一般線形群とする．元 g ∈ GL(V)に対して，g∗ を

(g∗x| y) = (x| gy), (∀x, y ∈ V

で定める．V+ の自己同型群G(V+) を

G(V+) = {g ∈ GL(V) : gV+ = V+}

で定め，その単位元成分を G と記す．G(V+) は GL(V) の閉部分群となる．x ∈ V× ならば，
P (x) ∈ G(V+) となる．任意の x ∈ V+ に対して，

P (x1/2)e = x

となる．したがって，
V+ = G(V+)e

である．

直交群 　O(V) を内積 (x| y)に関する直交群とする．K = O(V) ∩G(V+) とおくと，

K = {g ∈ GL(V) : ge = e}

となる．V の自己同型がなす群を Aut(V) とする：すなわち，

Aut(V) = {g ∈ GL(V) : g(xy) = g(x)g(y), ∀x, y ∈ V}

である．Aut(V) = GL(V) ∩ O(V) となる．さらに，Aut(V) の単位元成分は Int(Aut(V)) = K

となる．

三角群 　GL(V) の部分群 GT+(V) が三角群であるとは，各 t ∈ GT+(V) つぎをみたすとき
をいう：任意の x in V に対して，

(txk�)ij =

{
0, if (i, j) < (k, �),

λijxij , if (i, j) = (k, �),

となる．ここで，x =
∑r

j=1 xjcj +
∑

j<k xjk は x の Peirce 分解で，x1, x2, . . . , xr は正の実
数、xk� ∈ Vk� (k < �)であり，λij は正の実数である．また， (i, j) < (k, �) は辞書的順序を意
味する．
三角群 GT+(V)T はつぎのような表現をもつ：任意の u ∈ V+ に対して，u =

∑r
i=1 uici +∑

i<j uij, ui > 0, uij ∈ Vij と書き，

t(u) = P (b1)τc1(u
(1))P (b2)τc2(u

(2)) × · · · × τcr−1(u
(r−1))P (br), (4.3)

とおく．ここで，u(j) =
∑r

k=j+1 ujk and bj = c1 + · · ·+ cj−1 + ujcj + cj+1 + · · ·+ cr である．こ
のとき，写像 u 	→ t(u)は V+ から GT+(V) への全単射となることがしられている．
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補題 4.1 V を有限次元かつ単純な EJA でランク r，次元 v，Peirce invariant 2g を持つとす
る．V+ を V に対応する対称錐体とする．このとき，つぎが成立する：
(i) 可逆元 x ∈ V× に対して，

P (x)−1x = x と P (x)−1 = P (x−1)

となる．
(ii) 任意の元 x ∈ V に対して，

TrL(x) = (v/r)tr(x),

DetP (x) = (detx)2v/r,

det(P (y)x) = (det y)2 detx

となる．
(iii) 任意の元 u ∈ V+ と x ∈ V に対して，

(d/dt)|t=0 det(x+ tu) = det(x)(x−1| u),
(d/dt)|t=0(x+ tu)−1 = −P (x)−1u,

P (P (y)x) = P (y)P (x)P (y)

となる．
(iv) 任意の元 y ∈ V+ に対して，ある元 t ∈ GT+(V) が存在して，

y = t∗e

となる．さらに，
t−1e = (t∗e)−1 = y−1

が成立する．
(v) 任意の元 x ∈ V+ と t ∈ GT+(V) に対して，z = tx とおいたとき，

det(x) = det(t−1z) = det(t−1e) det(z)

となる．
(vi) Vij (i = 1, 2, . . . , r, j = i+ 1, . . . , r) を (4.1) で定める． i �= j のとき，

VikVjk ⊂ Vij

となる．また， {i, j} ∩ {k, �} = ∅ のとき，
VijVk� = 0

となる．
(vii) c をべき等元とし z ∈ V1/ 2 = {y ∈ V| cy = (1/2)y} とする． x = x1 ⊕ x12 ⊕ x0 はべき等
元 c に関する Peirce 分解で x1 ∈ {y ∈ V| cy = y}, x0 ∈ {y ∈ V| cy = 0}, と x12 ∈ V1/ 2 とした
とき，

τc(z)(x1 ⊕ x12 ⊕ x0)

= x1 ⊕ (2L(z)x1 + x12) ⊕ (2L(e− c)L(z)2x1 + 2L(e− c)L(z)x12 + x0).
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gaが成り立つ．特に，x ∈ V× のとき，

τc(−2x−1
1 x12)x = x1 ⊕ (x0 − P (x12)x

−1
1 (4.4)

が成立する．
(viii) c1 と c2 を 0 でない原始的なべき等元とする．このとき，

a, b ∈ V12 = {y ∈ V| c1y = (1/2)y and c2y = (1/2)y}

ならば，
ab = (1/2)(a| b)(c1 + c2)

となる．

証明：(i)-(vii)の証明は Faraut and Korányi (1994)の 2章を参照のこと．(viii)の証明は Faraut

and Korányi (1994) の命題 IV.1.4 をすこし書き直せばよい． �

例 4.2 V = Sym(p, R) (p ≥ 2) とし，p = p1 + p2 (p1, p2 ∈ N) とする．V 上のジョルダン積 ◦
は

x ◦ y =
1

2
(xy + yx), (x, y ∈ V)

で定める．いま，

c =

[
Ip1 0

0 0

]
, e− c =

[
0 0

0 Ip2

]
とし，

V1 =

{
x =

[
S11 S12

S21 S22

]
∈ Sym(p, R) : cx = x

}

=

{[
S11 0

0 0

]
: S11 ∈ Sym(p1, R)

}
,

V0 =

{
x =

[
S11 S12

S21 S22

]
∈ Sym(p, R) : cx = 0

}

=

{[
0 0

0 S22

]
: S22 ∈ Sym(p1, R)

}
,

V12 =

{
x =

[
S11 S12

S21 S22

]
∈ Sym(p, R) : cx =

1

2
x

}

=

{[
0 S12

S21 0

]
: S12 = S ′

21 ∈ M(p1, p2, R)

}

となる．

x1 =

[
S11 0

0 0

]
, x0 =

[
0 0

0 S22

]
, x12 =

[
0 S12

S21 0

]
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とおいたとき，

P (x12)x
−1
1 =

[
0 0

0 S21S
−1
11 S12

]
となる．したがって，

x0 − P (x12)x
−1
1 =

[
0 0

0 S22 − S21S
−1
11 S12

]
を得る．また，

2x−1
1 x12 =

[
0 S−1

11 S12

S21S
−1
11 0

]
である．(4.4) より

τc(−2x−1
1 x12)x = x1 ⊕ (x0 − P (x12)x

−1
1 ) =

[
S11 0

0 S22 − S21S
−1
11 S12

]

となる．これと (1.2) より[
S11 0

0 S22 − S21S
−1
11 S12

]
= τc

([
0 −S−1

11 S12

−S21S
−1
11 0

])[
S11 S12

S21 S22

]

=

[
Ip1 0

−S21S
−1
11 Ip2

][
S11 S12

S21 S22

][
Ip1 −S−1

11 S12

0 Ip2

]

となる．

補題 4.2 ジョルダン枠 c1, c2, . . . , cr に関する，元 u ∈ V+ の Peirce 分解を u =
∑r

j=1 ujcj +∑
j<k ujk とし，元 t(u) ∈ GT+(V) を (4.3) で定める．

(i) 元 x =
∑r

j=1 xjcj +
∑

j<k xjk が x = t(u)
∑r

j=1 ajcj の Peirce 分解とする．ただし，aj >

0 (j = 1, 2, . . . , r) である．このとき，

xj = aju
2
j +

1

2

j−1∑
k=1

ak‖ukj‖2,

xjk = ajujujk + 2

j−1∑
�=1

a�u�ju�k.

が成立する．さらに，

tr (x) =

r∑
j=1

aju
2
j +

1

2

r∑
j=1

r∑
k=j+1

aj‖ujk‖2,

となる．ただし， ‖ · ‖ は a Euclidean norm である.

(ii) 特に，a1 = a2 = · · · = ar = 1 のとき，

det(x) = Πr
j=1u

2
j ,

det(x)−v/r dx = 2rΠr
j=1u

−2g(j−1)−1
j du,
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となる．ただし，dx と du は V と V+ に制限したルベーグ測度とする．
(iii) 元 aij ∈ Vij (i < j) としたとき，

tr (t(u)aij) = uj(uij| aij) + 2

r∑
�=j+1

(ui�| uj�aij).

が成立する．

証明：(i) の最初の部分の証明は Faraut and Korányi (1994)の命題 VI.3.8を書き直せばよい．
(i) の後半は補題 4.1(ii) からわかる．(ii) の証明は Faraut and Korányi (1994) の定理 VI.3.9

と命題 VI.3.10 からわかる．(iii) を最後に示す．まず， � �∈ {i, j} に対して，P (b�)aij = aij

となることに注意する．また，� ∈ {i, j} に対して，補題 4.1(vii) から P (b�)aij = u�aij と
τcj

(ujk)y = y となる．ただし，y ∈ Vmn ({m, n} ∩ {j, k} = ∅)である． (4.3) と上のことから

t(u)aij = P (bi)τci
(u(i))P (bj)τcj

(u(j))aij , (4.5)

となる．ここで，τcr+1(u
(r+1)) = L(e), cr+1 = 0と u(r+1) = 0とした．さらに，補題 4.1(vi)-(viii)

と tr (y) = 0 (y ∈ Vk� (k < �))から (4.5) の右辺は

tr (t(u)aij) = tr [P (bi)τci
(u(i))P (bj){aij + 2

r∑
k=j+1

L(e− cj)L(ujk)aij}]

= tr [P (bi)τci
(u(i)){ujaij + 2

r∑
k=j+1

ujkaij}]

= tr [P (bi){ujaij + 2
r∑

k=j+1

ujkaij

+2

r∑
�=i+1

L(e− ci)L(ui�)(ujaij + 2

r∑
k=j+1

ujkaij)}]

= tr [2
r∑

�=i+1

L(e− ci){ui�(ujaij) + 4
r∑

k=j+1

ui�(ujkaij)}]

= uj(uij| aij) + 2
r∑

�=j+1

(ui�| uj�aij),

と書き直せ，(iii) の証明を得る． �
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4.2 対称錐体上のウイシャート分布
V を単純 EJA とし，v をその次元，r をランク，2g を Peirce invariant とする．

V+ 上のガンマ関数 　n > (r − 1)g に対して，V+ 上のガンマ関数を

ΓV+(n) =

∫
V+

e−tr (x) det(x)n det(x)−v/r (dx)

で定義する．ここで，Faraut and Korányi (1994)に従い，(dx) =
∏p

i= dxii

∏
i<j d(

√
2xij)とし

ていることに注意する．これは

v = r +
2gr(r− 1)

2

より

(dx) = 22gr(r−1)/2 dx = 2(v−r)/2 dx, dx =
r∏

i=1

dxii

∏
i<j

dxij

である．したがって，ルベーグ測度に関する積分でガンマ関数を定義したものは，

2−(v−r)/2ΓV+(r)

となる．また，det(x)−v/rdxは G-不変測度となっている．なぜならば，x ∈ V× に対して，補
題 4.1(ii) より x 	→ P (y)x のヤコビアンは DetP (y) = (det y)2v/v となる．一方，補題 4.1(ii)

det(P (y)x)−v/rd(P (y)x) = {(det y)2 detx}−v/rDetP (y)dx

よりわかる．補題 4.1 (ii) を用いて計算すれば，

ΓV+(n) = (2π)(v−r)/2

r∏
i=1

Γ(n− g(j − 1)) (4.6)

となることがわかる．

例 4.3 V+ = Sym+(p, R)とする．このとき，r = p, v = p(p+1)/2, 2g = 1となる．n > (p−1)/2

に対して，

ΓSym+(p,�)(n) = 2p(p−1)/4πp(p−1)/4

p∏
j=1

Γ(n− j − 1

2
)

となる．したがって，

2−p(p−1)/4ΓSym+(p,�)(n) = πp(p−1)/4

p∏
j=1

Γ(n− j − 1

2
) = Γp(n)

が通常の Sym+(p, R) 上のガンマ関数に一致することがわかる．

　いま，V+ 上のラドン測度 µに対して，そのラプラス変換を

Lµ(θ) =

∫
V

exp(θ| x)µ(dx), θ ∈ V
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で定める．さらに，
Θ(µ) = Int({θ ∈ V : Lµ(θ) <∞)

とし，キュムラント関数 kµ を

kµ(θ) = logLµ(θ), θ ∈ Θ(µ)

で定める．このとき，µによって生成される NEF を

F(µ) =

{
P (θ, µ)(dx) = exp{(θ| x) − kµ(θ)}µ(dx)

}
で定義する．

命題 4.1 n > g(r − 1) とする．測度

µn(dx) =
1

ΓV+(n)
(detx)n−v/r

I V+dx

のラプラス変換を

Lµn(θ) =

∫
V

exp(θ| x)µn(dx)

とする．このとき，θ ∈ −V ならば，Lµn は有限で

Lµn(θ) = (det(−θ))−n

で与えられる．

証明：θ ∈ −V+ に対して，ある t ∈ GT+(V+)が存在して，

−θ = t∗e

と書ける．また，補題 4.1(iv) より
t−1e = −θ−1

となる．積分 　 ∫
V+

exp(θ| x)(detx)n(detx)−v/r(dx) (dx)

において，z = tx と変換する．(detx)−v/r(dx)は G-不変測度なので，∫
V+

exp{−(t∗e| x)}(detx)n(detx)−v/r(dx) (dx)

=

∫
V+

exp{−(e| tx)}(detx)n(detx)−v/r(dx) (dx)

=

∫
V+

exp{−tr (z)}(det(t−1z))n(det z)−v/r(dx) (dz)

= (det(t−1e))n

∫
V+

exp{−tr (z)}(det z)n(det z)−v/r(dx) (dz)

= (det θ)−nΓV+(n)
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となる．最後から 2 番目の等号は

det(t−1z) = det(t−1e) det z

を用いた． �

命題 4.1から，Θ(µn) = V+ となる．µn のキュムランド関数 kµn : V+ → R を

kµn(θ) = −n log det(−θ), −θ ∈ V+

で定める．

定義 4.1 n > g(r − 1) とする．µn によって生成される NEF を

Fn = F(µn) =

{
Wr(θ, µn) = exp{(θ| x) − kµn(θ)}µn(dx) : −θ ∈ V+

}
=

{
Wr(θ, µn) =

1

ΓV+(n)
(det(−θ))n(detx)ne(θ| x)(detx)−v/r(dx) : −θ ∈ V+

}
で定める．これを µn によって生成されたウイシャート族という.

　ウイシャート分布の族の分散関数を求める：そのために，はじめに k̇µnから求める．補題 4.1(iii)

から，x ∈ V に対して，

k̇µn(θ)(x) =
d

dt
kµn(θ + tx)

∣∣∣∣
t=0

= −n d
dt

log det(−θ − tx)

∣∣∣∣
t=0

= −n(θ−1| x)

となる．よって，
(k̇µn(θ)| x) = k̇µn(x) = (−nθ−1| x)

より

k̇µn : −V+ → V, k̇µn(θ) = −nθ−1 (4.7)

を得る．Mn = k̇µn(Θ(µn)) = V+ とする．k̇µn の逆写像 ψµn : V → −V は

ψµn(m) = −nm−1, (m ∈ V+)

で定まる．記号の乱用になるが，m ∈ V+ に対して，

Wr(m, µn) = Wr(ψn(m), µn)

とも書く．したがって，σ ∈ V+（ψn(nσ) = −σ−1 ）に対して，

Wr(nσ, µn) = Wr(ψ(nσ), µn) = Wr(−σ−1, µn)

=
1

ΓV+(n)
(detσ)−n(detx)ne−(σ−1|x)(detx)−v/r(dx)
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となる．したがって，wが確率測度 Wr(nσ, µn) に従えば，

E[w] = nσ

となる．
つぎに分散関数を求める．補題 4.1(iii) より x ∈ V+ に対して，

ψ̇µn(m)(x) =
d

dt
ψµn(m+ tx)

∣∣∣∣
t=0

= −n d
dt

(m+ tx)−1

∣∣∣∣
t=0

= nP (m)−1x

となる．よって，
ψ̇µn : V+ → L (V, V), ψ̇µn(m) = nP (m)−1

これより
{ψ̇µn(m)}−1 = n−1P (m)

となる．したがって，分散関数 VFn : V+ → L (V, V)は

VFn(m)(x) = {ψ̇µn(m)}−1(x)n−1P (m)x, (m ∈ V+, x ∈ V)

で与えられる．

例 4.4 V+ = Sym+(p, R) とする．したがって，r = p, v = p(p+ 1)/2, 2g = 1 である．この例
の中では，行列 x と y の積を xy と書き，x と y のジョルダン積を x ◦ y と書くことにする．
すなわち，

x ◦ y =
1

2
(xy + yx) (4.8)

である．補題 4.1(iii) より
(detx)2v/r = DetP (x)

となる．さらに，P (x)y = xyx となることと命題 1.3 から

DetP (x) = (Detx)p+1

となるので，
detx = Det (x)

がわかる．また，補題 4.1(ii) より

TrL(x) =
v

r
trx =

p+ 1

2
tr x

である．しかし，c を原始的べき等元とすれば，

TrL(c) = Tr

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1
2

0

· · ·
0 1

2
0

0 0

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 1 + (p− 1)

1

2
=
p+ 1

2
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となる．したがって，
Tr x = trx

となる．さらに，

(dx) = 2p(p−1)/4

p∏
i=1

dxii

∏
i<j

dxij = 2p(p−1)/4dx

であった．よって，

Wp(nσ, µn) =
1

ΓV+(n)/2p(p−1)/4
(Detσ)−n(Det x)ne−(σ−1|x)(Det x)−(p+1)/2dx

となる．さらに，w = (wij) = 2x とおけば，

dx =

p∏
i=1

dxii

∏
i<j

dxij = 2p(p+1)/2

p∏
i=1

dwii

∏
i<j

dwij = 2p(p+1)/2dw

となる．これより

Wp(nσ, µn) =
2−pn

ΓV+(n)/2p(p−1)/4
(Det σ)−n(Detw)ne−(1/2)(σ−1 |w)(Detw)−(p+1)/2dw

=
1

2pnπp(p−1)/4
∏p

j=1 Γ(n− 1
2
(j − 1))

(Det σ)−n(Detw)ne−
1
2
Tr (σ−1w)

×(Detw)−(p+1)/2dw

を得る．したがって，
E[w] = 2E[s] = 2nσ

となる． �

例 4.5 V+ = Herm(p, C) とする．r = p, v = p2, 2g = 2 となる．ジョルダン積 (4.8) を用い
る．また，

detx = Detx, trx = Tr x,
1

ΓV+(n)
(dx) =

1

πp(p−1)/2
∏p

i=1 Γ(g − 2(i− 1))
dx

である．したがって，

Wp(nσ, µn) =
1

πp(p−1)/2
∏p

i=1 Γ(g − 2(i− 1))
(Detσ)−n(Det x)n exp(−Tr (σ−1x))(Det x)−pdx

となる．したがって，
E[w] = nσ

を得る． �

例 4.6 V = R ×W とする．ただし，W は双一次形式 B をもつ (v − 1)-次元実ベクトル空間
とする．したがって，dimV = v, r = 2, 2g = v − 2 である．さらに，

V+ = (R ×W)+ = {(x0, x2) ∈ R ×W : x2
0 − B(x1| x2) > 0}
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とする．このとき，以下が成立する：(x0, x1) ∈ (R ×W)+ に対して，

trx = 2x0, (4.9)

detx = x2
0 −B(x1| x1), (4.10)

x−1 =
1

det x
(x0, −x1).

よって，

W2(nσ, µn) =
1

ΓV+(n)
(detσ)−n(detx)ne−(σ−1|x)(detx)−v/2(dx)

=
1

π(v−2)/2Γ(n)Γ(n− v−2
2

)
(detσ)−n(detx)ne−(σ−1|x)(detx)−v/2dx

となる．なぜならば，x = (x0, x1) に対して，

x2 − 2x0x+ (x2
0 − B(x1| x1)e = 0

よりわかる．
σ = (σ0, σ1), e = (1, 0) とする．detσ �= 0 のとき，(4.10) より

σ−1 = −σ − tr (σ)e

detσ

である．これより

σ−1x =
1

detσ
(σ0x0 − B(σ1| x1), σ0x1 − x0σ1))

となるので，

tr (σ−1x) =
2

detσ
(σ0x0 − B(σ1| x1)

となる．よって，

W2(nσ, µ2) =
1

Γ(�×W)+(n)

(x2
0 −B(x1| x1))

n

(σ2
0 − B(σ1| σ1))2

exp

{
− 2

σ2
0 −B(σ1| σ1)

(σ0x0 − B(σ1| x1))

}
× (dx)

(x2
0 − B(x1| x1))−v/2

を得る． �

写像 Λ : R ×W → L (Rp, R
p) を一対一線形写像で

Λ(xy) =
1

2
{Λ(x)Λ(y) + Λ(y)Λ(x)} (4.11)

をみたすものとする．

補題 4.3 V を単純な有限次元 EJA でそのランクを r，次元を v，Peirce invariant を 2g とす
る．V+ を V に対応する対称錐体とし，線形写像 Λ : R ×W → L (Rp, Rp) を (4.11) をみた
す線形写像とする．このとき，以下が成立する：
(i) 各元 x ∈ V+ に対して，Λ(x−1) = Λ(x)−1

(ii) 任意の元 x ∈ V に対して，Det Λ(x) = (detx)p/r

(iii) x ∈ V+ とする．任意の ξ ∈ Rp に対して，ある y ∈ V+ が存在して，

Tr (Λ(x)ξ ′ξ) = (x| y).
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証明 　(i)は Λ(e)は単位行列であることと Λ(x) と Λ(x−1)は可換であることからわかる．(ii)

は Faraut and Korányi (1994,命題 IV.4.2) と Tolver Jensen (1988,補題 2) を参照のこと． �

(R ×W)+ で母数化された多変量正規モデル 　σ = (σ0, σ1) ∈ (R × W)+ とする．確率行列
X : m× pは確率測度

N(Λ(σ), m, p) =
1

(2π)mp/2{Det Λ(σ)}m/2
exp

{
−1

2
Tr (Λ(σ−1)x ′x)

}
dx

とする．ただし，dxは Rm×p 上のルベーグ測度である．
σ の最尤推定量を求める．そのために，任意の y ∈ R ×W に対して，元 w ∈ R ×W は

Tr (Λ(y)x ′x) = (y|w)

をみたすものとする．w は xの依存するので，w = Q(x)とも書く．y = (y0, y1)として，Λの
線形性，Λ(e) = Λ(1, 0) = Ip，および (4.9) を用いると

y0Tr (x ′x) + Tr (Λ((0, y1)x
′x) = Tr (Λ(y)x ′x) = tr (yw) = y0w0 +B(y1|w2)

となる．したがって， {
w0 = Tr (x ′x)
Tr (Λ((0, y1)x

′x) = B(y1|w2) (∀y1 ∈ W)

となる．
σ の対数尤度関数 l(σ)は

l(σ) = −1

2
Tr (Λ(σ−1)x ′x) − m

2
log Det Λ(σ)

= −1

2
(σ−1|w) − mp

4
log detσ

となる．最後の等号は補題 4.3からわかる．補題 4.1(iii) から，u ∈ R ×W に対して，

d

dt
l(σ + tu)

∣∣∣∣
t=0

=
1

2
(P (σ)−1u|w)− mp

4
(σ−1| u)

となる．よって，

(u|P (σ)−1w) =
mp

2
(u| σ−1) ⇐⇒ P (σ)−1w =

mp

2
σ−1 ⇐⇒ σ =

2

mp
w

となる．したがって，σ の最尤度推定量は

σ̂ =
2

mp
w, w = (w0, w1),

{
w0 = Tr (x ′x)
Tr (Λ(0, y1)x

′x) = B(y1|w2) (∀y1 ∈ W)

である．
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最後に，w の分布を求める：そのために w = Q(x) のラプラス変換を求める．θ ∈ R×W に
対して， ∫

�m×p

exp(θ|w)N(σ, m, p)(dx)

=
1

(2π)mp/2(Det Λ(σ))m/2

∫
�m×p

exp

{
−1

2
Tr (Λ(σ−1)x ′x) + Tr (Λ(θ)x ′x)

}
dx

=
1

(2π)mp/2(Det Λ(σ))m/2

∫
�m×p

exp

{
−1

2
Tr (Λ(σ−1 − 2θ)x ′x)

}
dx

= {Det Λ(σ)Det Λ(σ−1 − 2θ)}m/2

= {det σ det(σ−1 − 2θ)}−mp/4

となる。最後の等号は補題 4.3(ii)からわかる．
一方，W2(

mp
2
σ, µmp/4) = W2(−(2σ)−1, µmp/4) のラプラス変換を求めてみる：∫
(�×W)+

exp(θ| x)W2(−(2σ)−1, µmp/4)(dx) dw

=
(det 2σ)−mp/4

Γ(�×W)+(mp/4)

∫
(�×W)+

(detx)mp/4−v/2 exp(−((2σ)−1 − θ| x) (dx)

= {(det 2σ) det((2σ)−1 − θ)}−mp/4

= {(det σ) det(σ−1 − 2θ)}−mp/4

となる．したがって，w ∼W2(
mp
2
σ, µmp/4) = W2(−(2σ)−1, µmp/4) となる．これより

E[σ̂] =
2

mp
E[w] = σ

がわかる．

Bartllet 分解

命題 4.2 w ∼ Wr(ne, µn) とし，w = t(u)e と分解する．ただし，u ∈ V+ で t(u) は (4.3) で
与えられる．ジョルダン枠 c1, . . . , cr に関する u を Peirce 分解を

u =

r∑
i=1

uici +
∑
i<j

uij, uij ∈ Vij

と書いたとき，(ui, uij| i = 1, . . . , r, j = i, . . . , r) は互いに独立に

u2
i ∼ χ2

n−g(i−1), uij ∼ N2g(0, I2g)

に従う．

証明：補題 4.2(ii) を用いる：

W (ne, µn)(dx) =
1

ΓV+

(detx)ne−tr x(detx)−v/r(dx)

=
2r

(2π)(n−r)/2
∏r

i=1 Γ(n− g(i− 1))

n∏
i=1

e−u2
i u

2n−2g(i−1)−1
i dui

×
∏
i<j

exp{−(1/2)‖uij‖} duij
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となる．最後に，2u2
i = si と変換すれば，4uidui = dsi となり，等式 v = r+ gp(p− 1)と (4.6)

に注意して変形をすれば，

W (ne, µn)(dx) =
r∏

i=1

1

2n−g(i−1)Γ(n− g(i− 1))
e−(1/2)sis

n−g(i−1)−1
i dsi

×
∏
i<j

1

(2π)g
exp{−(1/2)‖uij‖} duij

よりわかる． �

固有根の分布

命題 4.3 w ∼ Wr(nσ, µn) とする．固定したジョルダン枠 c1, . . . , cr に関する w の固有根
�1, . . . , �r の分布はつぎで与えられる．

constant
(detσ)n

ΓV+

(
r∏

i=1

�i

)n−v/r ∏
i<j

(�i − �j)
2g

∫
K

exp
(− r∑

i=1

(k∗σ| ci)
)
dk

で与えられる．ただし，dk は K 上の不変測度である．

証明：信じることにする． �



54 2005 年 1 月 24 日

参考文献

[1] Andersen. H.H., Højbjerre, M., Sørensen, D., and Eriksen, P.S. (1995). Linear and

Graphical models. Springer-Verlag, New York.

[2] Andersson, S.A.(1975). Invariant normal models. Ann. Statist. 3 132-154.

[3] Andersson, S.A. (1982). Distributions of maximal invariants using quotient measures.

Ann. Statist 10 965–961.

[4] Andersson. S.A., Brøns, H.K., and Tolver Jensen, S. (1983). Distribution of eigen-

values in multivariate statistical analysis. Ann. Statist. 11. 392–415.

[5] Andersson, S.A. and Perlman, M.D. (1984). Two testing problems relating the real

and complex multivariate normal distributions. J. Multivariate Anal. 15 21-51.

[6] Andersson, S.A. and Perlman, M.D. (1993). Lattice models for conditional indepen-

dence in a multivariate normal distribution. Ann. Statist 21 1318-1358.

[7] Andersson, S.A. and Wojnar, G.G.(2001). The Wishart distributions on homogeneous

cones. Technical report no. 442, Institut für Mathematik der Universität Augsburg. Available

at http://www.math.uni-augsburg.de/stochastik/reports/welcome.html.

[8] Andersson, S.A. and Wojnar, G.G.(2004). Wishart distributions on homogeneous cones.

J. Theoret. Prob. 17 781–818.

[9] Bar-Lev. S.K. and Casalis, M. (2003). A classification of reproducible natural exponen-

tial families in the broad sense. J. Theoret. Prob. 16 175–196.

[10] Bar-Lev, S.K., Enis. P., and Letac, G. (1994). Sampling models which admit a given

general exponential families as a conjugate families of priors. Ann. Statist. 22 1555–1585.

[11] Barndorff-Nielsen. O.E., Blæsid, P., and Eriksen, P.S. (1989). Decomposition and

invariance of measures, and statistical transformation models. Springer

[12] Bonder, J. and Milnes, P. (1981). Amenability: A survey for statistical applications of

Hunt-Stein and related conditions on groups. Z. Wahrsch. verw. Gebiete 57 103-128.

[13] Brown, L.D. (1986). Foundations of statistical exponential families. IMS lecture-notes-

monograph series.

[14] Casalis, M. (1996). The 2d + 4 simple quadratic natural exponential families on Rd.



2005 年 1 月 24 日 55

Ann. Statist. 24 1828–1854.

[15] Casalis, M. and Letac, G. (1994). Characterization of the Jorgensen set in generalized

linear models. it Test 3 145–162.

[16] Casalis, M. and Letac, G. (1996). The Lukas-Olkin-Rubin characterization of Wishart

distributions on symmetric cones. Ann. Statist. 24 763-786.

[17] Consonni, G. and Veronese, P.(2003). Enriched conjugate and reference priors for the

Wishart family on symmetric cones. Ann. Statist. 31 1491-1516.

[18] Das Peddada, s. and Richards, D.St.P. (1991). Proof of a conjecture of M.L. Eaton

on the characteristic function of the Wishart distribution. Ann. Prob. 19 898–874.

[19] Dey, D.K. and Srinivasan, C.(1985). Estimation of a covariance matrix under Stein’s

loss. Ann. Statist. 13 1581-1591.

[20] Eaton, M.L. (1983). Multivariate statistics. John Wiley & Sons.

[21] Eaton, M.L. (1989). Group Invariance Application in Statistics. Regional conference

series in Probability and Statistics Vol. 1. Institute of Mathematical Statistics.
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付 録A

A.1

補題 A.1 (Letac (1989)) ある開区間から Sym+(p, R) への写像 t 	→ a(t) は微分可能とする．
このとき，以下が成立する：
(i) d

dt
log Det a(t) = (a−1(t)| ȧ(t)),

(ii) d
dt
a−1(t) = −a−1ȧ(t)a−1,

(iii) d
dt
a−2(t) = −a−2(t)ȧ(t)a−1(t) − a−1(t)(̇t)a−2(t).

証明：信じることにする． �
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A.2 基本的な事項
GIG 分布について 　a, b > 0, ν ∈ Rに対して，

f(x) =

(
b

a

)ν/2
xν−1

2Kν(
√
ab)

exp

(
−1

2

(a
x

+ bx
))

I (0,∞)(x)

によって確率密度関数が与えられる確率分布を一般化逆ガウス（GIG）分布という．ただし，Kν

は変形ベッセル関数である．すなわち，

Kν(z) =
1

2

(
1

2

)ν ∫ ∞

0

t−ν−1e−t−z2/4t dt, (z > 0)

である．松本 (2004) を参照．

群の定義 　集合 Gが群であるとは，演算

G×G→ G ((x, y) 	→ xy)

が定義されていて，つぎの公理をみたつときをいう：
(i) (xy)z = x(yz) (x, y, z ∈ G),

(ii) ある元 e ∈ Gが存在して，xe = ex = x (x ∈ G),

(iii) 各元 x ∈ Gに対して，逆元 x−1 ∈ Gが存在して，xx−1 = x−1x = e.

部分群の定義 　群 G の部分集合 H が部分群であるとは，H が単位元 e を含み，G の演算に
関して群となっているときをいう．したがって，
(i) x, yH ならば，xy ∈ H ,

(ii) x ∈ H ならば，x−1 ∈ H をみたさなければならない．

外微分形式について 　ダーリング (1994, page 36, page 178) を参照．

双対空間について 　田坂 (1991, page 117) を参考に．
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A.3 図とプログラム
大きなウイシャート行列の固有根の経験分布 n = 130, p = 100

# 倍数
ratio<-1.2
y<-1/ratio
# 次元
no.of.dim<-100
# 標本数
no.of.sample<-trunc(ratio*no.of.dim)
print(no.of.sample)
a<-1+y-2*sqrt(y)
b<-1+y+2*sqrt(y)
winger<-function(x){
return(sqrt((x-a)*(b-x))/(2*pi*y*x))
}
mesh<-0.1
k<-trunc((b-a)/mesh)+1
x<-seq(a,b,by=mesh)
cwinger<-rep(0,k)
for(i in 1:k){
cwinger[i]<-integrate(winger,a,x[i])
}
plot(x,cwinger,xlim=c(0,b+1),ylim=c(0,1),type="l")

最尤推定量の固有根の確率密度関数 p = 4, n = 10, Σ = I4

# MLE の固有根の密度関数の作図
rep.no<-10000
ell.largest<-rep(0,rep.no)
ell.2nd<-rep(0,rep.no)
ell.3rd<-rep(0,rep.no)
ell.smallest<-rep(0,rep.no)
for (i in 1:rep.no){
xw.1<-rnorm(10,0,1)
xw.2<-rnorm(10,0,1)
xw.3<-rnorm(10,0,1)
xw.4<-rnorm(10,0,1)
xw<-matrix(c(xw.1,xw.2,xw.3,xw.4),10,4)
#xw
w<-t(xw)%*%xw
#w
eigen.w<-eigen(w)
#eigen.w
lam<-c(eigen.w$values)
hmat<-matrix(eigen.w$vectors,4,4)
#lam; hmat
ell.largest[i]<-lam[1]/10; ell.2nd[i]<-lam[2]/10; ell.3rd[i]<-lam[3]/10;
+ ell.smallest[i]<-lam[4]/10
}
plot(density(ell.largest),xlim=c(0,4),ylim=c(0,3.0),xlab="",ylab="",
+ main="density of eigenvalues of MLE(dim=4,n=10)")
par(new=T)
plot(density(ell.2nd),xlim=c(0,4),,xlab="",ylab="",ylim=c(0,3.0),main="")
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par(new=T)
plot(density(ell.3rd),xlim=c(0,4),,xlab="",ylab="",ylim=c(0,3.0),main="")
par(new=T)
plot(density(ell.smallest),xlim=c(0,4),,xlab="",ylab="",ylim=c(0,3.0),main="")
mean(ell.1d);mean(ell.2d)
var(ell.1d); mean(ell.2d)
mean(ell.1);mean(ell.2)
var(ell.1); mean(ell.2)

DS 推定量の固有根の確率密度関数 p = 4, n = 10, Σ = I4

rep.no<-100000
ell.largest<-rep(0,rep.no)
ell.2nd<-rep(0,rep.no)
ell.3rd<-rep(0,rep.no)
ell.smallest<-rep(0,rep.no)
ell.1d<-ell.1;ell.2d<-ell.2
#ell.1; ell.2
for (i in 1:rep.no){
xw.1<-rnorm(10,0,1)
xw.2<-rnorm(10,0,1)
xw.3<-rnorm(10,0,1)
xw.4<-rnorm(10,0,1)
xw<-matrix(c(xw.1,xw.2,xw.3,xw.4),10,4)
#xw
w<-t(xw)%*%xw
#w
eigen.w<-eigen(w)
#eigen.w
lam<-c(eigen.w$values)
hmat<-matrix(eigen.w$vectors,4,4)
#lam; hmat
#ell.largest[i]<-lam[1]/10; ell.2nd[i]<-lam[2]/10; ell.3rd[i]<-lam[3]/10;
# ell.sm#allest[i]<-lam[4]/10
ell.largest[i]<-lam[1]/13; ell.2nd[i]<-lam[2]/11; ell.3rd[i]<-lam[3]/9;
+ ell.smallest[i]<-lam[4]/7
#ell.largest[i]<-lam[1]/10; ell.smallest[i]<-lam[4]/10
}
plot(density(ell.largest),xlim=c(0,4),ylim=c(0,3.0),
+ xlab="",ylab="",main="density of eigenvalues of Dey(dim=4,n=10)")
par(new=T)
plot(density(ell.2nd),xlim=c(0,4),,xlab="",ylab="",
+ ylim=c(0,3.0),main="")
par(new=T)
plot(density(ell.3rd),xlim=c(0,4),,xlab="",ylab="",
+ ylim=c(0,3.0),main="")
par(new=T)
plot(density(ell.smallest),xlim=c(0,4),,xlab="",ylab="",ylim=c(0,3.0),main="")
mean(ell.1d);mean(ell.2d)
var(ell.1d); mean(ell.2d)
mean(ell.1);mean(ell.2)
var(ell.1); mean(ell.2)
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