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第C章 測度論

C.1 測度の導入
X を空でない集合とし, C を X の部分集合の集まりで ∅ ∈ C とす
る. X の部分集合列 {An}∞n=1 は互いに排反であるとは, i 6= j のとき
Ai ∩ Aj = ∅ となるときをいう.

定義 C.1. (1) 関数 µ : C → R ∪ {±∞} は有限加法的であるとは次の
(1a) と (1b) をみたすときをいう.

(1a) µ(∅) = 0.

(1b) n ∈ N とする. 互いに排反な集合 Aj ∈ C (j = 1, 2, . . . , n) に対
して

A :=
n⋃

j=1

Aj ∈ C かつ µ(A) =
n∑

j=1

µ(Aj).

(2) Aj ∈ C (j = 1, 2, . . .) は互いに排反で

B :=
∞⋃

j=1

Aj ∈ C

とする. このとき

µ(B) =
∞∑

j=1

µ(Aj)

のとき µ は σ 加法的という.

注意 C.2. 上の定義において和が定まっているので, ある i 6= j があって
µ(Ai) = +∞, µ(Aj) = −∞ のようにはならない. 2

定義 C.3. (1) 与えられた空でない集合 X に対して集合族 A ⊂ 2X は環
であるとは次の (1a) と (1b) をみたすときをいう.

(1a) ∅ ∈ A.

(1b) A, B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ AかつB \ A ∈ A.



数理統計学序説 第 C. 測度論

ただし 2X は X の冪集合 を表し, X のすべての部分集合からなる集合族
である.

(2) 環 A が代数であるとは
(2a) X ∈ A.

をみたすときをいう.

(3) 代数 A が σ 代数 であるとは

(3a) 任意の列 An ∈ A (n = 1, 2, . . .) に対して

∞⋃
n=1

An ∈ A

をみたすときをいう.

注意 C.4. (1) R を環とする. するとA, B ∈ R のとき

A ∩B = A \ (A \B) ∈ R

となる.

(2) 2X は σ 代数である.

(3) 任意の集合族 C ⊂ 2X に対して C を含む最小の σ 代数が唯一存在す
る. すなわち C を含むすべての σ 代数の共通部分である. これを C に
よって生成される σ 代数といい, σ[C] と表すことにする.

問 C.1. C1 と C2 を σ 代数としたとき C1 ∩ C2 も σ 代数であることを
示せ.

定理 C.5. A を代数とする. 有限加法的関数 µ : A → R が σ 加法的で
あるための必要十分条件は, 任意の集合列 An ∈ A で An ⊃ An+1 (n =

1, 2, . . .) で
⋂∞

n=1 An = ∅ なるものに対して

µ(An)
n→∞−→ 0

をみたすことである.

Proof. (⇒): µ は σ 加法的と仮定し, An ∈ A, An ⊃ An+1 (n = 1, 2, . . .)

かつ
⋂∞

n=1 An = ∅ とする. このとき An \ An+1 は互いに排反で

Am =
∞⋃

n=m

(
An \ An+1

)
(m ∈ N)

なので

µ(Am) = µ

( ∞⋃
n=m

(An \ An+1)

)
=

∞∑
n=m

µ(An \ An+1)
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となる. 級数
∑∞

n=1 µ(An \ An+1) は収束するので
∞∑

n=m

µ(An \ An+1)
m→∞−→ 0

となる. よって µ(Am)
m→∞−→ 0 となる.

(⇐): Bj ∈ A (j = 1, 2, . . .) で B1, B2, . . . , Bn (n ∈ N) は互いに排反
とする. B :=

⋃∞
j=1 Bj ∈ A とし, An := B \ ⋃n−1

j=1 Bj とおく. すると
An ∈ A となり, An ⊃ An+1 かつ

⋂∞
n=1 An = ∅ となる. µ の有限加法性

から各 n ∈ N に対して

µ(B) = µ

(
An ∪

(n−1⋃
j=1

Bj

))
= µ(An) + µ

(n−1⋃
j=1

Bj

)
= µ(An) +

n−1∑
j=1

µ(Bj)

となる. ここで n →∞ とすると仮定より µ(An) → 0 なので

µ(B) =
∞∑

j=1

µ(Bj)

を得る. 2

定義 C.6. X を空でない集合とし, A を X の部分集合の σ 代数とする.

A 上の σ 加法測度が µ : A → [0, ∞)
⋃{+∞} を測度という. さらに

(X, A, µ) を測度空間という.

注意 C.7. 任意の A ⊂ X に対して, A が有限集合のとき, µ(A) を A の
元の個数とし, A が無限集合のとき, µ(A) = +∞ と定める. すると µ は
測度となる. この測度を計数測度 (X 上の計数測度)という. 2

定理 C.8. 任意の空でない集合 X と X の部分集合の環A 上の σ 加法的
な関数 µ : A → [0, ∞)∪{+∞} は A によって生成される σ 加法族 σ[A]

上の測度に拡張できる.

Proof. 任意の E ⊂ X に対して

µ∗(E) := inf

{ ∞∑
n=1

µ(An) : An ∈ A, E ⊂
∞⋃

n=1

An

}

と定める. E ⊂ ⋃∞
n=1 An をみたす {An}∞n=1 が存在しないとき µ∗(E) =

+∞ と約束する. 証明は次の 4 つの補題に分割される.

補題 C.9. 任意の E と En ⊂ X (n = 1, 2, . . .) に対してE ⊂ ⋃∞
n=1 En の

とき

µ∗(E) ≤
∞∑

n=1

µ∗(En)

となる.
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Proof.
∑∞

n=1 µ∗(En) = +∞ のときは自明なので,
∑∞

n=1 µ∗(En) < +∞
と仮定する. ∀ε > 0 をとる. 各 n ∈ N に対してAmn ∈ A (m = 1, 2, . . .)

を

En ⊂
∞⋃

m=1

Amn かつ
∞∑

m=1

µ(Amn) < µ∗(En) +
ε

2n

となるように取る. すると

E ⊂
∞⋃

n=1

( ∞⋃
m=1

Amn

)

なので

µ∗(E) =
∞∑

n=1

{ ∞∑
m=1

µ(Amn)

}
≤

∞∑
n=1

{
µ∗(En) +

ε

2n

}
≤

∞∑
n=1

µ∗(En) + ε

を得る. ε は任意だったので, ε ↓ 0 とすれば, 補題の主張は得られる. 2

補題 C.10. ∀A ∈ A に対して
µ∗(A) = µ(A).

Proof. An ∈ AかつA ⊂ ⋃∞
n=1 An とし

Bn := A
⋂(

An \
n−1⋃
j=1

Aj

)

とおく. B1, B2, . . . は互いに排反でBn ∈ Aかつ
⋃∞

n=1 Bn = A となる.

µ は A 上で σ 加法的なので

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(Bn) ≤
∞∑

n=1

µ(An)

となる. したがって

µ(A) ≤ µ∗(A)

を得る.

逆にA1 = A, An = ∅ (n = 2, 3, . . .) と取る. すると

µ∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

µ(An); A ⊂
∞⋃

n=1

An, An ∈ A
}

なので

µ∗(A) ≤ µ(A)

を得る. よって
µ∗(A) = µ(A)

が示せた. 2
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定義 C.11. F ⊂ X は µ∗ 可測であるとは ∀E ⊂ X に対して

µ∗(E) = µ∗(E ∩ F ) + µ∗(E \ F ) (C.1)

をみたすときをいう. (C.1) をみたす集合全体をM(µ∗) と記すことに
する.

補題 C.12. A ⊂M(µ∗).

Proof. A ∈ A とし, E ⊂ X は µ∗(E) < +∞ をみたすとする. 与えられ
た ε > 0 に対してAn ∈ A (n = 1, 2, . . .) をうまく取ると

E ⊂
∞⋃

n=1

An かつ
∞∑

n=1

µ(An) ≤ µ∗(A) + ε

となる. このとき

E ∩ A =
∞⋃

n=1

(A ∩ An), E \ A ⊂
∞⋃

n=1

(An \ A)

なので

µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A) ≤
n∑

n=1

{
µ(A ∩ An) + µ(An\)

}

=
∞∑

n=1

µ(An)

となる. ε ↓ 0 とすれば

µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A) ≤ µ∗(E)

を得る. よって A ∈M(µ∗) が示せた. 2

補題 C.13. M(µ∗) は σ 加法族で µ∗ はM(µ∗) 上の測度となる.

Proof. M(µ∗) は代数であることの証明: 明らかに

E ∈M(µ∗) ⇔ X \ F ∈M(µ∗)

である. A, B ∈M(µ∗) のとき

A ∪B = X \ [
(X \ A) ∩ (X \B)

]
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である. ∀E ⊂ X に対して

µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A)
(
∵ A ∈M(µ∗)

)

= µ∗(E ∩ A ∩B) + µ∗
(
(E ∩ A)\) + µ∗(E \ A)(

∵ B ∈M(µ∗)
)

= µ∗
(
E ∩ (A ∩B)

)
+ µ∗

(
E \ (A ∩B)

)

となるので
A ∩B ∈M(µ∗)

が示せた. A ∪B = (Ac ∩Bc)c よりA ∪B ∈M(µ∗) となるので, M(µ∗)
は代数であることがわかる.

M(µ∗) は σ 代数であることの証明: いま En ∈ M(µ∗) (n = 1, 2, . . .)

とし

E :=
∞⋃

j=1

Ej, Fn :=
n⋃

j=1

Ej

とおく. ∀n ∈ N に対して

En \
n−1⋃
j=1

Ej ∈M(µ∗)
(
∵ M(µ∗) は代数

)

となる. このことから E1, E2, . . . , En は互いに排反としてよい. ∀ ∈ X
に対して

µ∗(E) = µ∗(E \ Fn) + µ∗(E ∩ Fn)
(
∵ Fn ∈M(µ∗)

)

= µ∗(E \ Fn) + µ∗(E ∩ Fn ∩ En) + µ∗
(
(E ∩ Fn) \ En

)
(
∵ En ∈M(µ∗)

)

= µ∗(E \ Fn) + µ∗(E ∩ En) + µ∗
(

E
⋂(n−1⋃

j=1

Ej

))

(∵ En ⊂ Fn)

となる. n に対する帰納法により

µ∗(E) ≥ µ∗(E \ Fn) +
n∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)

≥ µ∗(E \ F ) +
n∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)
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を得る. n →∞ とすると

µ∗(E) ≥ µ∗(E \ F ) +
∞∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)

≥ µ∗(E \ F ) + µ∗(E ∩ F )

を得る. なぜならば
⋃∞

j=1(E ∩ Ej) = E ∪
(⋃∞

j=1 Ej

)
= E ∩ F なので補

題 C.9 から µ∗(E ∩ F ) ≤ ∑∞
n=1 µ∗(E ∩Ej) となることよりわかる. した

がって F ∈M(µ∗) が示せた.

µ∗ はM(µ∗) 上の σ 加法的測度であることの証明: 再び補題 C.9 から

µ∗(E) = µ∗(E \ F ) +
∞∑

j=1

µ∗(E ∩ Ej)

となる. E = F とおくと µ∗ はM(µ∗) 上の測度となる.

M(µ∗) は A を含む σ 代数であるので, σ[A] の定義から

σ[A] ⊂M(µ∗)

となる. したがって µ∗ は σ[A] 上の測度となる. 2

命題 C.14. E ⊂ X に対して
µ∗(E) = 0 ⇒ E ∈M(µ∗).

となる.

Proof. ∀AX に対して
µ∗(A) ≥ µ∗(A \ F ) = µ∗(A \ E) + µ∗(E)

(
∵ µ∗(E) = 0

)

≥ µ∗(A \ E) + µ∗(A ∩ E)

なので E ∈M(µ∗). 2

定義 C.15. X の部分集合列 {An}∞n=1 ⊂ A が存在して, すべての n ∈ N
に対して |µ(An)| < ∞ かつ X =

⋃∞
n=1 An となるとき, µ は σ 有限測度

という.

定理 C.16. µ は代数 A 上での σ 加法的な非負値関数とする. α を σ[A]

上の測度でA ∈ A に対して α(A) = µ(A) とする. このとき ∀A ∈ σ[A]

で µ∗(A) < ∞ なるものに対して
α(A) = µ∗(A)

となる. µ が σ 有限のとき代数 A からの σ 代数 σ[A] への µ の拡張は
一意的である.
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Proof. A ∈ σ[A] で An ∈ A (n = 1, 2, . . .) で A ⊂ ⋃∞
n=1 An とする. 補

題 C.9 の証明より

α(A) ≤
∞∑

n=1

α(An) =
∞∑

n=1

(An)
(
∵ An ∈ A

)

となる. すると

α(A) ≤ µ∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

µ(An); A ⊂
∞⋃

n=1

An, An ∈ A
}

(C.2)

となる. µ∗(A) < +∞ のとき, 与えられた ε > 0 に対して

∞∑
n=1

µ(An) ≤ µ∗(A) +
ε

2

とできる. k ∈ N に対してBk :=
⋃k−1

m=1 Am とおくとBk ∈ A でB∞ :=⋃∞
m=1 Am ∈ σ[A] となる. A ⊂ B∞ から

µ∗(A) ≤ µ∗(B∞) < µ∗(A) +
ε

2

となる. 補題 C.12 と補題 C.13 から

σ[A] ⊂M(µ∗)

となる. 定理 C.5 から十分大きな k に対して

µ∗(B∞ \Bk) <
ε

2
(C.3)

となる. B∞ ∈ σ[A] ⊂M(µ∗) から

µ∗(B∞ \ A) = µ∗(B∞)− µ∗(A) <
ε

2

となる. (C.11) から
α(B∞) ≤ µ∗(B∞) < ∞

なので

α(A) = α(B∞)− α(B∞\)
≥ α(Bk)− µ∗(B∞ \ A) ≥ µ∗(Bk)− ε

2

(
∵ (C.12)

)

≥ µ∗(B∞)− ε ≥ µ∗(A)− ε

を得る. ε ↓ 0 とすると

α(A) ≥ µ∗(A).
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したがって
α(A) = µ∗(A).

さらに µ が σ 加法的なとき, A1, A2, . . . , An は互いに排反で µ(An) <

+∞ 1とすると

α(A) =
∞∑

n=1

α(A ∩ An) =
∞∑

n=1

µ∗(A ∩ An) = µ∗(A)

となるので, α の一意性は示せた. 2

C.2 半環と環
節 C.1 において, 環 A 上の σ 有限な関数を σ 代数 σ[A] 上の関数に
拡張できることをしました. X = R とし, C = {x ∈ R; a < x ≤ b (a, b ∈
R (a < b)} とし, C := (a, b] に対して, C 上の関数 µ を µ(C) = b− a で
定める. すると µ は C 上の σ 有限な測度となること2がわかる. しかし,

C は環ではない. C がある性質をみたすと節 C.1 で述べた拡張は有効に
働くことがわかる. そのための議論を以下で行う.

定義 C.17. 空でない集合 X に対して集合族 D ⊂ 2X が半環でるとは次
の条件をみたすときをいう.

(i) ∅ ∈ D.

(ii) A, B ∈ D ⇒ A ∩ B ∈ D かつ有限個の互いに排反な Cj ∈ D (j =

1, 2, . . . , n; n ∈ N) が存在して

A \B =
n⋃

j=1

Cj

と書ける.

命題 C.18. C = {(a, b]; a, b ∈ R} は半環である.

Proof. ∅ ∈ (a, a] ∈ C となる. a < c < d < b に対して (a, b] \ (c, d] は互
いに排反な C の区間の和となる. 2

1σ 有限なので, このようにできる.
2Dudley (2002, pp.87-88) を参照のこと.
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命題 C.19. Y, Z を空でない集合とし, X = Y× Z とする. A と B をそ
れぞれY と Z の部分集合族の半環とし

D := {A×B; A ∈ A, B ∈ B}

とする. このときD は半環である.

Proof. まず ∅ × ∅ = ∅ ∈ D に注意する. 次にA, E ∈ A と B, F ∈ B
に対して

(A×B) ∩ (E × F ) = (A ∩ E)× (B ∩ F ) ∈ D

となる. さらに

D := (A×B) \ (E × F ) = (A×B) \ (
(A ∩ E)× (b ∩ F )

)

なので E ⊂ A と F ⊂ B を仮定してよい. A, E は半環 A の元なので,

m ∈ Nと互いに排反な Gj ∈ A (j = 1, 2, . . .)があって, A\E =
⋃m

j=1 Gj

と書ける. 同様に, n ∈ N と互いに排反な Hk ∈ B (k = 1, 2, . . . , n) が
あって, B \ F =

⋃n
k=1 Hk と書ける. このことから

D =
(
(A \ E)×B

) ⋃(
E × (B \ F )

) (
∵ E ⊂ A, F ⊂ B

)

=

{ m⋃
j=1

(
Gj ×B

)}⋃{ n⋃

k=1

(
E ∩Hk

)}

となる. Gj ⊂ A\E なので, Gj∩E = ∅となるので, {(Gj∩B)}m
j=1, {E×

Hk}n
k=1 は互いに排反で Gj ×B, E ×Hk ∈ D なので, D は半環であるこ

とが示せた. 2

命題 C.20. D を任意の半環とし, R をD の有限個の排反な元の和がな
す集合全体の集まりとする. このとき R は環である.

Proof. 明らかに∅ ∈ Rである. 互いに排反なAj ∈ D (j = 1, 2, . . . , m; m ∈
N) と互いに排反な Bk ∈ D (k = 1, 2, . . . , n; n ∈ N) に対して

A :=
m⋃

j=1

Aj, B :=
n⋃

k=1

Bk

とおいたとき

A ∩B =
⋃{

Aj ∩Bk; j = 1, 2, . . . , m; k = 1, 2, . . . , n

}

であり, Aj ∩Bk ∈ D は互いに排反である. よって A ∩B ∈ R となる.

A ∪B = A ∪ (
B \ A

)
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なので, B \ A ∈ R を示せばよい.

B \ A =
n⋃

k=1

{
Bk \

( m⋃
j=1

Aj

)}

と書ける. Bk \
(⋃m

j=1 Aj

)
(k = 1, 2, . . . , n)は互いに排反なので,あとは

Bk \
( m⋃

j=1

Aj

)
=

m⋂
j=1

(Bk \ Aj) ∈ R

を示せばよい. Bk, Aj ∈ D なので, 半環の定義から Bk \Aj ∈ D ⊂ R で
ある. Rの任意の有限個の元の和も Rに含まれるので, Bk \

⋃m
j=1 Aj ∈ R

となる. よって B \ A ∈ R となる. 以上の議論から R は環となる. 2

定義 C.21. 任意の集合族 A ⊂ 2X に対してA を含むすべての環の共通
部分をA によって生成される環という.

注意 C.22. A が半環のとき A によって生成される環は命題 C.20 で与
えられたものである. 2

命題 C.23. D を半環とし, α を D から [0, ∞) への有限加法的な関数と
する. 有限個の互いに排反な Dj ∈ D (j = 1, 2, . . . , m; m ∈ N) に対して

µ

( m⋃
j=1

Dj

)
=

m∑
j=1

α(Dj) (C.4)

とおく. このとき µ は well-defined で D で生成される環R 上で有限加
法的である. さらに α が D 上で σ 加法的ならば µ は環 R によって生
成された σ 加法族 σ[R] 上の測度に拡張できる.

Proof. Cj ∈ D (j = 1, 2, . . . , m; m ∈ N)とDk ∈ D (k = 1, 2, . . . , n; n ∈
N はそれぞれ排反とし

m⋃
j=1

Cj =
n⋃

k=1

Dk

とする. 各 j = 1, 2, . . . , m に対して

Cj =
n⋃

k=1

(Cj ∩Dk), {Cj ∩Dk}n
k=1 は互いに排反で Cj ∩Dk ∈ D

となる. α の有限加法性から
m∑

j=1

α(Cj) =
m∑

j=1

n∑

k=1

α(Cj ∩Dk) =
n∑

k=1

α

(( m⋃
j=1

Cj

) ⋂
Dk

)
=

n∑

k=1

α(Dk)
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とんる. よって α は well-defined である.

次に n ∈ N とし, B1, B2, . . . , Bn ∈ R は互いに排反とする. すると各
j = 1, 2, . . . , nに対してm(j) ∈ NとBj1, Bj2, . . . , Bjm(j) ∈ D があって

Bj =

m(k)⋃

k=1

Bjk

と書ける. さらに

B :=
n⋃

j=1

Bj

とおく. B =
⋃n

j=1

⋃m(j)
k=1 Bjk, Bjk ∈ D であり, α は well-defined ので

µ(B) =
n∑

j=1

m(j)∑

k=1

α(Bjk)
(
∵ (C.4)

)

=
n∑

j=1

(m(j)∑

k=1

α(Bjk

)
=

n∑
j=1

µ

(m(j)⋃

k=1

Bjk

) (
∵ (C.4)

)

=
n∑

j=1

µ(Bj)

となる. よって µ は有限加法的であることがわかる.

次に α は σ 加法的と仮定する. B ∈ R とするとm ∈ N と互いに排反
なCj ∈ D (j = 1, 2, . . . , n) があって,

B =
n⋃

j=1

Cj

と書ける. さらに Ak ∈ R (k = 1, 2, . . .) があって

B =
∞⋃

k=1

Ak

と書けたとする. Ak ∈ Rなので, `(k) ∈ Nと互いに排反なAk1, Ak2, . . . , Ak`(k) ∈
D があって

Ak = ∪`(k)
m=1Akm

と書ける. これらから

　B =
n⋃

j=1

∞⋃

k=1

`(k)⋃
m=1

Cj ∩ Akm
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となり, {Cj ∩ Akm; j = 1, 2, . . . ; k = 1, 2, . . . ; m = 1, 2, . . . , `(k)} の
任意の有限個は互いに排反になる. さらに各 Ak は D の有限個の互いに
排反な元の和である. α は D 上で σ 加法的なので

µ(B) = µ

( n⋃
j=1

Cj

)
=

n∑
j=1

α(Cj)
(
∵ (C.4)

)

=
n∑

j=1

α

(
Cj ∩

( ∞⋃

k=1

Ak

))
=

n∑
j=1

α

( ∞⋃

k=1

`(k)⋃
m=1

(Cj ∩ Akm)

)

=
n∑

j=1

∞∑

k=1

`(k)∑
m=1

α(Cj ∩ Akm)
(
α の σ 加法性

)

=
∞∑

k=1

n∑
j=1

`(k)∑
m=1

α(Cj ∩ Akm)

=
∞∑

k=1

µ

(( n⋃
j=1

Cj

) ⋂( `(k)⋃
m=1

Akm

)) (
∵ (C.4)

)

=
∞∑

k=1

µ(B ∩ Ak) =
∞∑

k=1

µ(Ak)
(
∵ Ak ⊂ B

)

となり, µ は R 上で σ 加法的になる. よって定理 C.8 から µ は σ[R] 上
の測度に拡張できる. 2

定義 C.24. X を空でない集合とする. X の部分集合族 R ⊂ 2X が σ 環
であるとは次の条件 (i)-(iii) をみたすときをいう.

(i) ∅ ∈ R.

(ii) ∀A, B ∈ R ⇒ A \B ∈ R.

(iii) Aj ∈ R (j = 1, 2, . . .) ⇒ ⋃∞
j=1 Aj ∈ R.

注意 C.25. (1) 任意の σ 代数は σ 環である. 逆に R が σ 環のとき

R が σ 環 ⇐⇒ X ∈ R

である.

(2) R の任意の可算部分集合全体のなす族は σ 環であるが, σ 代数では
ない.

(3) f を X 上の実数値関数とし, R を X の部分集合の σ 環とする. この
とき f は可測であるとは, 0 を含まない任意の B ∈ B(R) に対して

f−1(B) = {x ∈ X; f(x) ∈ B} ∈ R
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である.

(4) C を X の部分集合族とする. C を含む最小の σ 環を C によって生成
される σ 環という. 2

定理 C.26. (X, A) と (Y, B) を可測空間とする. C を Y の部分集合族
とし, B は C によって生成されるとする. 関数 f : X→ Y が可測である
ための必要十分条件は

f−1(C) ∈ A (∀C ∈ C)

である. Y = R とし, A を X 上の σ 環とする. このとき f が可測であ
るための必要十分条件は

f−1(B) ∈ A (∀B ∈ B(R), 0 6∈ B)

である.

Proof. (⇒) は明らかである.

(⇐) の証明:

D := {D ∈ B; f−1 ∈ A}

とおく. C ⊂ D となる. 各 n ∈ N に対してDn ∈ D のとき

f−1

( ∞⋃
n=1

Dn

)
=

∞⋃
n=1

f−1(Dn) ∈ A

なので,
⋃∞

n=1 Dn ∈ D となる. D, E ∈ D に対して

f−1(D \ E) = f−1(D) \ f−1(E) ∈ A

より D \E ∈ D がわかる. したがって D は σ 環である. A が σ 代数の
とき f−1(Y) = X ∈ S なので Y ∈ D となる. よって 注意 C.25(1) から
D は σ 代数. D の作り方から C ⊂ D ⊂ B である. しかし B は C を含
む最小の σ 代数なので, B ⊂ D となる. したがって B = D がわかる. 2

注意 C.27. (1) 定理 C.26 の記号を踏襲する. R 上の Borel 集合族B(R)

を生成する R の部分集合族として {(t, ∞); t ∈ R} がある. よって f :

X→ R の可測性を示すために

{x ∈ X; f(x) > t} ∈ A

を示せばよい.
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(2) (Y, B), (Z, C) を可測空間とし, Y × Z の部分集合族 {B × C; B ∈
B, C ∈ C} によって生成される σ 代数を B⊗C と記す. この B⊗C を直
積空間Y× Z 上の直積 σ 代数という.

(3) (X, A) を可測空間とし, f : X→ Y と g; X→ Z を関数とする. 関数
h : X→ Y× Z を

h(x) := (f(x), g(x))

と定める. 命題 C.23 から

h : X→ Y× Z は可測 ⇐⇒ f と g はぞれぞれ可測

となる. 2

C.3 Lebeague-Stieltjes 測度
R の部分集合族 D を

D = {(a, b]; a, b ∈ R}

で定めたとき, D は半環である. D の有限個の互いに排反な元の和で書
ける集合全体の集まりをR とするとR は環となる. さらに R ∈ R であ
ればR は代数となる. F : R→ R を非増加右連続関数とし, F に対応す
る D 上の集合関数 µF を

µF ((a, b]) = F (b)− F (a) ((a, b] ∈ D)

で定める.

定理 C.28. 環 R 上の集合関数 µF は環 R 上の σ 加法的測度である.

Proof. σ 加法性を示すために

A = (a, b], Aj = (aj, bj] ∈ R (j = 1, 2, . . .)

とする. ただしA1, A2, . . . は互いに排反とする. さらに

A =
∞⋃

j=1

Aj

とする. ∀n ∈ N に対して⋃n
j=1 Aj ⊂ A なので

n∑
j=1

µF (Aj) ≤ µF (A)
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となる. したがって n →∞ とすると
∞∑

j=1

µF (Aj) ≤ µF (A) (C.5)

を得る. 反対向きの不等号を示すために ε > 0 を固定する. 関数 F の右
連続性から δ > 0 と δj > 0 (j = 1, 2, . . . をうまく取ると

µF ((a, a + δ]) = F (a + δ)− F (a) ≤ ε

と

µF ((bj, bj + δj]) = F (bj + δ)− F (bj) ≤ ε

2j

とできる. このとき

[a + δ, b] ⊂
∞⋃

j=1

(aj, bj + δj)

となる. [a + δ, b] はコンパクトなので, k ∈ N が存在して

[a + δ, b] ⊂
k⋃

j=1

(aj, bj + δj)

とできる. 必要ならば順番を入れ替えればよい. µF の非負性と有限加法
性から

µF

(
(a + δ, b]

)
= µF

( k⋃
j=1

(aj, bj + δj)

)
=

k∑
j=1

µF

(
(aj, bj + δj]

)

≤
∞∑

j=1

µ
(
(aj, bj + δj]

)

≤
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+

∞∑
j=1

µ
(
(bj, bj + δj]

)

を得る. δ と ε の取り方から

µF

(
(a, b]

) ≤ µF

(
(a, a + δ]

)
+ µF

(
(a + δ, b]

)

≤ ε +
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+

∞∑
j=1

µF

(
(bj, bj + δj]

)

≤ ε +
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+

∞∑
j=1

ε

2j

≤
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
+ 2ε
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となる. ε → 0 とすると

µF

(
(a, b]

) ≤
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)
(C.6)

を得る. (C.5) と (C.6) から

µF (A) =
∞∑

j=1

µF

(
(aj, bj]

)

を得る. R は D の排反な有限個の元の和で書けるので, 上記の議論から
µF は R 上の σ 加法的速度となることがわかる. 2

定理 C.28 と C.16 から µF は σ[R] 上の測度 µ̃F に一意的に拡張でき
る. すなわち µ̃F は R を含む最小の σ 加法族 σ[R] 上の測度で

µ̃F (R) = µF (R) R ∈ R

である. この拡張された測度 µ̃F のことを非増加右連続関数 F に対応す
る Lebeague-Stieltjes 測度という.

つぎの命題は定理 C.28 の逆を主張するものである.

命題 C.29. D = {(a, b]; a, b ∈ R} とし, µ : D → [0, ∞) は σ 加法的集
合関数とする. このとき非増加右連続関数 F : R→ R が存在して

µ
(
(a, b]

)
= F (b)− F (a) (∀a, b ∈ R, a < b)

と書ける.

Proof.

F (x) :=





µ
(
(0, x]

)
(x > 0)

0 (x = 0)

−µ
(
(x, 0]

)
(x < 0)

と定める. b ≥ a ≥ 0 のとき µ は加法的なので

µ
(
(a, b]

)
= µ

(
(0, b]

)− µ
(
(0, a]

)
= F (b)− F (a)

となる. a ≤ b ≤ 0 のときも同様の式が得られる. つぎに F は非減少関
数であることを示す.

a ≤ b ⇒ F (b)− F (a) = µ
(
(a, b]

) ≥ 0 ⇒ F (a) ≤ F (b)
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よりわかる. 最後に F の右連続性を示す. {an}∞n=1 ⊂ R は非増加列で
an ↓ (n →∞) とする. このとき

(b, a] =
∞∑

j=1

(aj+1, aj)

と書けるので, µ の σ 加法性から

F (a1)− F(b) = µ
(
(0, a1]

)− µ
(
(0, b]

)
= µ

(
b, a1]

)
=

∞∑
j=1

µ
(
(aj+1, aj]

)

=
∞∑

j=1

{
F (aj)− F (aj+1)

}

= F (a1)− lim
j→∞

F (aj)

(
∵上の式の級数は絶対収束するので, 順序を入れ替えてよい

)

となる. よって

F (b) = lim
j→∞

F (aj)

となるので, F の右連続性が示せた. 2

以上の議論から次の主張を得る.

命題 C.30. µ :,B(
R

) → [0, ∞) ∪ {+∞} を測度とし, R の有界区間に対
して有限な値を取るものとする. このとき非増加右連続関数 F : R→ R
が存在して

µ
(
(a, b]

)
= F (b)− F (a)

(∀a, b ∈ R, a < b
)

をみたす.

C.4 Dynkin システムとLebeague 測度の一意性
定義 C.31. X を空でない集合とし, D ⊂ 2X とする. D は Dynkin シス
テムであるとは次の条件 (D1)− (D3) をみたすときをいう.

(D1) X ∈ D,

(D2) ∀D ∈ D ⇒ Dc ∈ D,
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(D3) {Dn}∞n=1 ⊂ D は互いに排反なとき
∞⋃

n=1

Dn ∈ D.

注意 C.32. D が σ 代数ならばD はDynkin システムである. しかし逆
は一般には真ではない. たとえば k ∈ N と X = {1, 2, . . . , 4k − 1, 4k}
とする. このとき

D := {D ⊂ X; #(D) =偶数 }

と定めると DはDynkinシステムであることが確認できる. しかし σ代数
ではない. たとえばD1 := {1, 3}, D2 := 3, 4とするとD1∩D2 = {3} 6∈ D
となることに注意せよ. 2

命題 C.33. X を空でない集合とし, G ⊂ 2X を X の任意の部分集合族と
する. このとき G を含む最小の Dynkin システムが存在する. これを G
によって生成された Dynkin システムといい, δ[G] と記す. さらに

G ⊂ δ[G] ⊂ σ[G]

となる.

Proof.

D :=
⋂

F は Dynkin システムで F ⊂ G
F

とおく. 2X は Dynkin システムなので D 6= ∅ である. Dynkinシス
テムである部分集合族の共通部分は Dynkin システムになるので D は
Dynkin システムである. つぎに D の最小性を示すために G を含む任意
の Dynkin システム D̃ を取る. D の定義からD ⊂ D̃ が直ちにわかる.

よって D の最小性が示せた. 最後の主張を示す. D が Dynkin システム
のときD = δ[D] である. このことと σ[D] もDynkin システムであるこ
とから

δ
[
σ[D]

]
= σ[G]

となる. よって G ⊂ σ[G] かつ σ[G] はDynkin システムである. δ[G] の最
小性から

δ[G] ⊂ σ[G]

がわかる. 2
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補題 C.34. Dynkin システム D が σ 代数であるための必要十分条件は

∀D, E ∈ D ⇒ D ∩ E ∈ D (C.7)

である.

Proof. (1) をみたす Dynkin システムは σ 代数であることを示せばよい.

そのために {Dn}∞n=1 ⊂ D に対して

D :=
∞⋃

n=1

Dn ∈ D

を示せばよい. E1 := D1 ∈ D とおき n ≥ 1 (n ∈ N) に対して

En+1 :=

(
· · ·

(

︸ ︷︷ ︸
n の括弧

(
Dn+1 \Dn

) \Dn−1

)
· · ·

)
\D1

= Dn+1

⋃
Dc

n

⋃
Dc

n−1

⋃
· · ·

⋃
Dc

1 ∈ D

となる. 上の式の最後の等号は (C.7) を用いた. すると {En}∞n=1 ⊂ D は
互いに排反となるのでDynkin システムの条件 D3 から

D =
∞⋃

n=1

En ∈ D

となる. よって D は σ 代数となる. 2

定理 C.35. G ⊂ 2X を X の任意の部分集合族とし,

∀D, E ∈ G,⇒ D ∩D ∈ G

をみたすとする.

Proof. 命題 C.33 から δ[G] ⊂ σ[G] である. したがって δ[G] ⊃ σ[G] を
示せばよい. δ[G] が σ 代数であることがわかれば σ[G] の最小性から
δ[G] ⊃ σ[G] がわかる.

δ[G] が σ 代数であることを確認するためには

∀D, E ∈ δ[G] ⇒ D ∩ E ∈ δ[G] (C.8)

がわかえれば補題 C.34 から δ[G] は σ 代数であることがわかる. そのた
めに D ∈ δ[G] を固定する. X の部分集合族 DD を

DD :=
{
Q ∈ X; Q ∩D ∈ δ[G]

}
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と定めたとき, DD は Dynkin システムであることを示す. X ∈ DD は明
らかなのでDD は Dynkinシステムの定義 C.31 の条件D1 をみたす. つ
ぎにQ ∈ DD を取る. すると

Qc ∩D :=
(
Qc ∩D

)c ∩D =

{
(Q ∩D)︸ ︷︷ ︸
∈δ[G]

⋃
Dc︸︷︷︸
∈δ[G]

}c

となる. Q ∩D と Dc は排反なので

(Q ∩D) ∪Dc ∈ δ[] ⇒ Qc ∩D ∈ δ[G]

である. よって Qc ∈ DD となる. {Dn}∞n=1 ⊂ DD は互いに排反とする.

すると {Qn ∩D}∞n=1 は互いに排反かつQn ∩D ∈ δ[G] (n = 1, 2, . . .) と
なることから

( ∞⋃
n=1

Qn

) ⋂
D =

∞⋃
n=1

(Qn ∩D) ∈ δ[G]

となる. よって
⋃∞

n=1 Qn ∈ DD がわかるので DD は Dynkin システムで
あることが示せた. δ[G] の最小性から

δ[G] ⊂ DG

となる. DG の定義から

∀G ∈ G, ∀D ∈ δ[G] ⇒ D ∩G ∈ δ[G]

となる. このことから

∀G ∈ G, ∀D ∈ δ[G] ⇒ G ∈ DD

なので ∀D ∈ δ[G] に対して

G ⊂ DD

がわかる. よってDD は G を含む Dynkin システムなので

δ[G] ⊂ DD (∀D ∈ δ[G])

となる. Dynkin システム δ[G] が

D, E ∈ δ[G] ⇒ D ∩ E ∈ δ[G]

をみたしていることを意味する. よって補題 C.34 から δ[G] は σ 代数で
あることがわかる. 以上から補題は証明された. 2
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定理 C.36. (X, A) を測度空間とする. X の部分集合族 G は以下の条件
(1)− (3) をみたすとする.

(1) ∀G, H ∈ G ⇒ G ∩H ∈ G,

(2) {Gn}∞n=1 ⊂ G があってGn ⊂ Gn+1 (n = 1, 2, . . .) かつ
⋃∞

n=1 Gn =

X,

(3) A = σ[G].

このとき (X, A) 上の 2 つの測度 µ と ν が

µ(G) = ν(G) (∀ ∈ G) かつ µ(Gn) = ν(Gn) < ∞ (n = 1, 2, . . .)

ならば

µ(A) = ν(A) (∀A ∈ A)

となる.

Proof. n ∈ N に対して

Dn :=
{
A ∈ A; µ(Gn ∩ A)ν(Gn ∩ A) < ∞}

とおく. すると ∀n ∈ N に対してDn は Dynkin システムとなることを
示す. まず X ∈ Dn は明らか. A ∈ Dn を取る. すると

µ(Gn ∩ Ac) = µ(Gn \ A) = µ(Gn)− µ(Gn ∩ A)

= ν(Gn)− ν(Gn ∩ A)
(
∵ Gn ∈ GかつGn ∩ A ∈ Dn

)

= ν(Gn \ A) = ν(Gn ∩ Ac)

となるので, Ac ∈ Dn となる. 最後に {Ak}∞k=1 ⊂ Dn は互いに排反とす
る. このとき

µ

(
Gn

⋂( ∞⋃

k=1

Ak

))
= ν

( ∞⋃

k=1

Gn ∩ Ak

)
=

∞∑

k=1

µ(Gn ∩ Ak)

=
∞∑

k=1

ν(Gn ∩ Ak)
(
∵ Ak ∈ Dn

)

= ν

( ∞⋃

k=1

Gn ∩ Ak

)
= ν

(
Gn

⋂( ∞⋃

k=1

Ak

))

となるので,
⋃∞

k=1 Ak ∈ Dn となる.

さらに G は条件 (i) をみたしているので定理 C.35 から

δ[G] = σ[G]
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となる. したがって

Dn ⊂ G, かつ Dn は Dynkin システム ⇒ Dn ⊂ δ[G] = σ[G] (∀n ∈ N)

となる. 一方

A = σ[G] ⊂ Dn = A

なので A = Dn (∀n ∈ N) である. このことより

µ(Gn ∩ A) = ν(Gn ∩ A) (∀n ∈ N, ∀A ∈ A)

となる. よって ∀A ∈ A に対して

µ(A) = µ(A ∩ X) = µ

(
A ∩

( ∞⋃
n=1

Gn

))
= µ

( ∞⋃
n=1

A ∩Gn

)

= lim
n→∞

µ(A ∩Gn)
(
∵ A ∩Gn ⊂ A ∩Gn+1

)

= lim
n→∞

ν(A ∩Gn) = ν

( ∞⋃
n=1

A ∩Gn

)
= ν

(
A ∩

( ∞⋃
n=1

Gn

))

= ν(A ∩ X) = ν(A)

となり, 定理は証明された. 2

定理 C.37. (1) n 次元 Lebeague 測度 λn は

λn(x + B) = λn(B)
(∀x ∈ Rn, ∀B ∈ B(Rn)

)

をみたす. ただし x + B := {x + y ∈ Rn; y ∈ B} である.

(2) 可測空間 (Rn, B(Rn)) 上の測度 µ が

µ(x + B) = µ(B)
(∀x ∈ Rn, ∀B ∈ B(Rn)

)

をみたすならば

µ = κλn, κ = µ
(
[0, 1)n

)
< ∞

と書ける. ただし (0, 1]n = (0, 1]× (0, 1]× · · · (0, 1]︸ ︷︷ ︸
n 個の (0, 1]

である.

Proof. まず

B ∈ B(
Rn

) ⇒ x + B ∈ B(
Rn

)
(C.9)

を確認する. ただし x + B = {x + b; b ∈ B} である. そのために

Ax :=
{
B ∈ B(

Rn
)
; x + B ∈ B(

Rn
)}
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と定める. 明らかにAx は σ 代数で　

D =
{
[a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) : ai, bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)

}

⊂ Ax

となる. よって

B(
Rn

)
= σ[D] = Ax ⊂ B(

Rn
)

となり, (C.9) は示せた.

(1) x = (x1, x2, . . . , xn)> ∈ Rn を固定し

ν(B) := λn(x + B)
(∀B ∈ B(

Rn
))

と定める. いま

D = [a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) ∈ D (
ai, bi ∈ R; i = 1, 2, . . . , n

)

を取る. ある i ∈ {1, 2, . . . , n} に対して ai ≥ bi の場合はD = ∅ と約束
する. すると

x + D = [a1 + x1, b1 + x1)× · · · × [an + x1, bn + xn) ∈ D

となる. したがって

ν(D) = λn(x + D) =
n∏

i=1

{
(bi + xi)− (ai + xi)

}
=

n∏
i=1

(bi − ai)

= λn(D)

となる. よって

ν(D) = µ(D) (∀D ∈ D)

となる. ai, bi, ci, di ∈ R (i = 1, 2, . . . , n) に対して
(

[a1, b1)× · · · × [an, bn)

) ⋂(
[c1, d1)× · · · × [cn, dn)

)

= [a1 ∨ c1, b1 ∧ d1)× · · · × [an ∨ cn, bn ∧ dn)

となる. よってDは共通部分を取る演算に関して閉じているので定理 C.36

から

ν(B) = λn(B)
(∀B ∈ B(

Rn
))

= σ[D]
)

となる.
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(2) D = [a1, b1) × [a2, b2) × · · · × [an, bn) で ai, bi ∈ Q (i = 1, 2, . . . , )

とする. するとある M ∈ N, k(D) ∈ N と x(i) ∈ Rn (i = 1, 2, . . . , n) が
あって

D =

k(D)⊔
i=1

{
x(i) +

[
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

]}

と書ける. だだし
⊔
は直和を表す. µ と λn は移動不変なので

µ(D) = k(D)µ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
,

λn(D) = k(D)λn

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
,

µ
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
= Mnµ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])

λn

(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
︸ ︷︷ ︸

=1

= Mnµ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])

となる. よって

µ(D) = k(D)µ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])

= k(D)Mnµ

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
,

λn(D) = k(D)λn

([
0,

1

M

]
× · · · ×

[
0,

1

M

])
= k(D)Mn

なので

µ(D) = µ
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
λn(D)

を得る. 2

定理 C.38. A ∈ M(n, R) は正則行列とする. このとき

A(λn) = | det A|−1λn

となる. ただし λn は Rn 上の Lebeague 測度で

A(λn)(B) = λn

(
A−1B

)
:= λn

({
A−1x; x ∈ B

})
(B ∈ B(Rn)

である.
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Proof. ∀B ∈ B(Rn) に対して

µ(B) := λn

(
A−1B

)

とおく. すると ∀x ∈ Rn に対して

µ(x + B) = λn

(
A−1(x + B)

)
= λn

(
A−1B

) (
∵定理 C.37(i)

)

= µ(B)

となる. よって定理 C.37(ii) から

µ(B) = µ
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
λn(B) = µ

(
A−1

(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

))
λn(B)

となる. A−1
(
[0, 1)× · · · × [0, 1)

)
は平行四辺形となり

vol(n) = | det A−1| = | det A|−1

となるので

µ(B) = | det A|−1λn(B)

がわかる. 2

C.5 積分の定義
定義 C.39. (1) d ∈ N) とし, A ⊂ B(

Rd
)
とする. 集合 A の特性関数

1lA(x) : Rd → {0, 1} を

1lA(x) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x 6∈ A)

で定める.

(2) 関数 f : Rd → R ∪ {±∞} が Borel 可測であるとは各 r ∈ R に対
して {

x ∈ Rd; f(x) > r
}

= f−1
(
(r, ∞)

) ∈ B(
Rd

)

となることである.

(3) N ∈ Nとする. 有限個の a1, a2, . . . , aN ∈ Rとそれらと同数のBorel

可測集合の有限個の列 {An}N
n=1 ⊂ B(

Rd
)
を用いて

f(x) =
N∑

n=1

an1lAn(x)

と表せる関数 f : Rd → R を Borel 単関数 という.
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定理 C.40. 連続関数は Borel 可測である.

Proof. ∀r ∈ R に対して (r, ∞) は R の開集合である. f は連続であるの
で, f−1

(
(r, ∞)

)
は Rd の開集合となるので,

f−1
(
(r, ∞)

) ∈ B(
Rd

)

がわかる. 2

補題 C.41. Borel 集合 E ⊂ Rd から R ∪ {±} への関数について次の性
質が成り立つ.

(1) f が Borel 可測のとき ∀r ∈ R に対して

{f < r} = f−1
(−∞, r)

) ⊂ B(
Rd

)
.

(2) f, g を Borel 可測とするとき和 f + g, 積 f · g は Borel 可測
である. ただし f(x) + g(x) = ∞ + (−∞) または (−∞) + ∞,

f(x)g(x) = 0 · (±∞) または f(x)g(x) = ±∞ · 0 の場合を除く.

(3) {fn}∞n=1 を Borel 可測関数列とするとき

sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn

も Borel 可測となる. さらに limn→∞ fn が存在すれば limn→∞ fn

も Borel 可測である.

Proof. (1)

(−∞, r) =
∞⋃

n=1

(
−∞, r − 1

n

]

を用いると

{f < r} =
∞⋃

n=1

{
f ≤ r − 1

n

]
=

∞⋃
n=1

{
f > r − 1

n

}
∈ B(

Rd
)

よりわかる.

(2) ∀r ∈ R とすると
{
f + g > r

}
=

⋃

q∈Q

{
f > q

} ∪ {
g > r − q

}

となる. よって f + g も Borel 可測である. また

{
f 2 > r

}
=

{ {
g >

√
r
} ∪ {

g < −√r
}

(r ≥ 0),

R (r < 0)
∈ B(

Rd
)
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となるので f 2 も Borel 可測となる. このことから

f · g =
1

2
(f + g)2 − 1

2
f 2 − 1

2
g2

と書けるので f · g も Borel 可測となる.

(3) ∀r ∈ R に対して
{

sup
n∈N

fn > r

}
=

∞⋃
n=1

{
fn > r

}
,

{
inf
n∈N

fn > r

}
=

∞⋃
m=1

∞⋂
n=1

{
fn > r +

1

m

}
,

lim sup
n→∞

= inf
n∈N

(
sup
k≥n

fk

)
,

lim inf
n→∞

fn = sup
n∈N

(
inf
k≥n

fk

)

よりわかる. 2

定理 C.42. Rd で定義される正値 Borel 可測函数は正値 Borel 単関数
{fn}∞n=1 の単調増大列の極限として表される.

Proof. f : Rd → [0, ∞) ∪ {+∞} に対して単関数 fn を

fn(x) =





j − 1

2n

(
j − 1

2n
≤ f(x) <

j

2n

(
j = 1, 2, . . . , n2n

))
,

n (f(x) ≥ n)

で定義すると fn は Borel 可測となる. また

0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ f(x),

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

となる. 2

注意 C.43. sup
x∈Rd

f(x) < ∞ のとき

lim
n→∞

sup
x∈Rd

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ = 0

となる. 2
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定義 C.44. E ⊂ Rd は Borel 可測集合とする. f : E → [0, ∞) を正値
Borel 単関数とする. N ∈ N とし, a1, a2, . . . , aN ∈ (0, ∞) と互いに交わ
らない A1, A2, . . . , An ∈ B

(
Rd

)
を用いた表現として

f =
N∑

j=1

aj1lAj

と表されるとき Borel 単関数 f の E 上の積分を

∫

E

f(x) dµ(x) :=
N∑

j=1

ajµ
(
E ∩ Aj

)

と定める.

注意 C.45. 正値単関数 f : E → [0, ∞) の積分
∫

E
f(x) dµ(x) は f の表

現のとり方によらないことがわかる. 2

定義 C.46. E を Rd の Borel 可測集合とする. f : E → [0, ∞)∪ {+∞}
が正値 Borel 可測関数のとき f の積分

∫
E

f dµ(x) を
∫

E

f(x) dµ(x) = sup

{∫

E

g(x) dµ(x); g は 0 ≤ g ≤ f なる単関数
}

と定める.

注意 C.47. 上記の定義において
∫

E
f(x) dµ(x) = 0, ∞ の可能性も許し

ている. 2

命題 C.48. g : E → [0, ∞) を非負値単関数とする. {fn}∞n=1 が ∀x ∈ E

に対して
lim

n→∞
fn(x) ≥ g(x)

をみたす正値 Borel 関数の増大列のとき
∫

E

g(x) dµ(x) = lim
n→∞

∫

E

min{fn(x), g(x)
}

dµ(x)

が成り立つ.

Proof. 単関数の積分について加法性が成り立つので, 一般性を失わず

g(x) = a1lA(x), a > 0, A ∈ B(
Rd

)

と仮定して

aµ(A) = lim
n→∞

∫

E

min
{
a1lA(x), fn(x)

}
dµ(x) (C.10)
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を示せばよい. ε > 0 を固定する. n = 1, 2, . . . として

An := {fn > a− ε} ∩ A

とおくと lim
n→∞

fn(x) ≥ a1lA(x) (x ∈ Rd) から

A1 ⊂ A2 ⊂ · · · かつ A =
∞⋃

n=1

An

となる. すると
a1lA(x) ≥ min

{
a1lA(x), fn(x)

}

から

aµ(A) ≥ lim
n→∞

∫

E

min
{
a1lA(x), fn(x)

}
dµ(x)

≥ lim
n→∞

∫

E

(a− ε)1lAn(x) dµ(x)

= (a− ε) lim
n→∞

µ(An)

= (a− ε)µ

( ∞⋃
n=1

An

)

= (a− ε)µ(A)

となる. ε は任意だったので

aµ(A) = lim
n→∞

∫

E

min
{
a1lA(x), fn(x)

}
dµ(x)

を得る. 2

定理 C.49. 0 ≤ fn ≤ fn+1 (n ∈ N) をみたす Borel 可測集合 E ⊂ Rd 上
で定義された Borel 可測関数列 {fn}∞n=1 が与えられているとする. 関数
f : E → R を各点 x ∈ E に対して lim

n→∞
fn(x) = f(x) で定めると

lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) =

∫

E

f(x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof. fn の単調増加性より

lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) ≤
∫

E

f(x) dµ(x)
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は明らかである. 逆向きの不等式を示すために単関数 g を 0 ≤ g ≤ f と
なるようにとる. 命題 C.48 から
∫

E

g(x) dµ(x) = lim
n→∞

∫

E

min
{
g(x), fn(x)

}
dµ(x) ≤ lim

n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

となる. さらに積分の定義から
∫

E

f(x) dµ(x) = sup
0≤g≤f

∫

E

g(x) dµ(x) ≤ lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

を得る. よって定理は示された. 2

命題 C.50. f, g は Borel 集合 E ⊂ Rd 上で定義された正値 Borel 可測
関数ならば

∫

E

{
f(x) + g(x)

}
dµ(x) =

∫

E

f(x) dµ(x) +

∫

E

g(x) dµ(x)

となる.

Proof. 単関数の増大列 {fn}∞n=1, {gn}∞n=1をとり lim
n→∞

fn(x) = f(x), lim
n→∞

gn(x) =

g(x) とする. 定理 C.49 より
∫

E

{
f(x) + g(x)

}
dµ(x) = lim

n→∞

∫

E

{
fn(x) dµ(x) +

∫

E

gn(x)
}

dµ(x)

= lim
n→∞

{∫

E

fn(x) dµ(x) +

∫

E

gn(x) dµ(x)

}

= lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) + lim
n→∞

∫

E

gn(x) dµ(x)

=

∫

E

f(x) dµ(x) +

∫

E

g(x) dµ(x)

よりわかる. 2

定理 C.51. (Fatouの補題) Borel集合 E ⊂ Rd 上で定義さらた正値 Borel

可測関数列 {fn}∞n=1 に対して
∫

E

lim inf
n→∞

fn(x) dµ(x) ≤ lim inf
n→∞

∫

e

fn(x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof.

{
inf

`∈N∩[k,∞)
f`

}∞

k=1

は単調増加列であることに注意して定理 C.49
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を用いると
∫

E

lim inf
`→∞

f`(x) dµ(x) =

∫

E

lim
k→∞

{
inf

`∈N∩[k,∞)
f`(x) dµ(x)

}

= lim
k→∞

∫

E

{
inf

`∈[k,∞)
f`(x)

}
dµ(x)

= lim inf
k→∞

∫

E

{
inf

`∈[k,∞)
f`(x)

}
dµ(x)

= lim inf
k→∞

∫

E

fk(x) dµ(x)

となることから定理は証明された. 2

定義 C.52. E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする. f : E → R ∪ {±∞} に対
して

f+ := max{f, 0}, f− := max{−f, 0}
とおく. f が可積分であるとは

∫

E

f+(x) dµ(x) < ∞,

∫

E

f−1(x) dµ(x) < ∞

のときをいう. さらにこのとき∫

E

f(x) dµ(x) =

∫

E

f+(x) dµ(x) +

∫

E

f−1(x) dµ(x)

と定める.

注意 C.53. Borel 可測関数 f : E → R∪ {±∞} が可積分でることと |f |
が可積分であることは同値である.

定理 C.54. (Lebeague の収束定理) E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする.

fn : E → R ∪ {±∞} (n = 1, 2, . . .) を関数 f に各点で収束する Borel

可測関数とする. 非負値可積分関数 g : E → [0, ∞) ∪ {+∞} が存在し,

|fn(x)| ≤ g(x) (∀x ∈ E, ∀n ∈ N) をみたしていれば

lim
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) =

∫

E

f(x) dµ(x)

となる.

Proof. g ± fn ≥ 0 であるから, Fatou の補題から
∫

E

{
g(x) + f(x)

}
dµ(x) ≤

∫

E

g(x) dµ(x) + lim inf
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)
∫

E

{
g(x)− f(x)

}
dµ(x) ≤

∫

E

g(x) dµ(x) + lim inf
n→∞

∫

E

{−fn(x)} dµ(x)

=

∫

E

g(x) dµ(x)− lim sup
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)
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となる. 各項は有限であるので

lim sup
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x) ≤
∫

E

f(x) dµ(x) ≤ lim inf
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

≤ lim sup
n→∞

∫

E

fn(x) dµ(x)

となり, 定理は証明された. 2

系 C.55. Borel 可測集合 E ⊂ Rd 上の可積分 Borel 可測関数列 {fn}∞n=1

が
∞∑

n=1

∫

E

|fn(x)| dµ(x) < ∞ をみたすとする.

F =

{
x ∈ E;

∑∞
n=1 |fn(x)| は収束

}

とおいたとき
µ
(
E \ F

)
= 0

で
∞∑

n=1

∫

E

fn(x) dµ(x) =

∫

F

∞∑
n=1

fn(x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof.

tn(x) :=
n∑

`=1

|f`(x)|

とおく. 単調収束定理から

∞∑
n=1

∫

E

|fn(x)| dµ(x) = lim
n→∞

n∑

`=1

∫

E

|fn(x)| dµ(x)

= lim
n→∞

∫

E

n∑

`=1

|fn(x)| dµ(x)

= lim
n→∞

∫

E

tn(x) dµ(x)

=

∫

E

lim
n→∞

tn(x) dµ(x)

=

∫

E

∞∑
n=1

|fn(x)| dµ(x)

となるので,
∞∑

n=1

|fn(x)| は可積分である. あとは
∞∑

n=1

fn(x) に Lebeague

の収束定理を適用すればよい. 2
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定理 C.56. E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする. a, b ∈ R(a < b) とし, 関
数 f : (a, b)× E → R ∪ {±∞} は次の条件をみたしているとする.

(1) x ∈ Rd を止めるごとに f( · , x) は連続関数となる.

(2) 非負値可積分関数 g : E → [0, ∞)∪{+∞}が存在して |f(t · )| ≤ g

となる.

このとき t0 ∈ (a, b) に対して

lim
t→t0

∫

E

f(t, x) dµ(x) =

∫

E

f(t0, x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof. {tn}∞n=1 ⊂ (a, b) で limn→∞ tn = t0 なる点列を取る. Lebeague の
収束定理から

lim
n→∞

∫

E

f(tn, x) dµ(x) =

∫

E

lim
n→∞

f(tn, x) dµ(x) =

∫

E

f(t0, x) dµ(x)

よりわかる. 2

定理 C.57. E ⊂ Rd を Borel 可測集合とする. 関数 f : (a, b)× E → R
は次の条件をみたすとする.

(1) ∀t ∈ (a, b) と ∀x ∈ Rd に対して
∂

∂t
f(t,x) は存在する.

(2) f(t, · ) は可積分である.

(3) 非負値可積分 g : E → (0, ∞) が存在して
∣∣∣∣
∂

∂t
f(t, x)

∣∣∣∣ ≤ g(x) (x ∈ E)

となる.

このとき
d

dt

∫

E

f(t, x) dµ(x) =

∫

E

∂

∂t
f(t, x) dµ(x)

が成り立つ.

Proof. t0 ∈ (a, b)を固定する. t ∈ (a, b)と x ∈ Rd に対して関数 G(t, x)

を

G(t, x) =





f(t, x)− f(t0, x)

t− t0
(t 6= t0)

∂

∂t
f(t0, x) (t = t0)

と定める. 定理 C.56 を関数 G に適用すればよい. 2
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C.6 Fubini の定理
命題 C.58. (X, T ) と (Y, U) 位相空間とする. 任意の移送空間 (Z, V)

に対して B(Z, V) を V の位相によって生成される Z の Borel 集合族と
する. このとき X × Y の積位相によって生成される X × Y 上の集合族
C はBorel 直積 σ 集合族 B(X, T ) と B(Y, U) を含む. (X, T ) と (Y, U)

がともに第 2 可算公理をみたすとき

C = B(X, T )⊗ B(Y, U)

となる.

Proof. 証明はどこかをみること. 2

(X, A, µ) と (Y, B, ν) を測度空間とし,

D := {A×B; A ∈ A, B ∈ B} (C.11)

とする. すると命題 C.19 より D は半環となる. ∀A×B ∈ R に対して

ρ(A×B) := µ(A)× ν(B) (C.12)

と定める. ただし 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0 と約束する.

定理 C.59. (C.12) で定義された ρ は D 上で σ 加法的となる.

Proof. n ∈ N とし, Bn ∈ B, Cn ∈ C とする. {Bn × Cn}∞n=1 の任意の有
限部分集合は互いに排反とし

B × C :=
∞⋃

n=1

(Bn × Cn)

とおく. すると x ∈ X と y ∈ Y に対して

1lB(x)1lC(y) =
∞∑

n=1

1lBn(x)1lCn(y)

と書ける. 各 x に対して, ν で積分をすると

1lB(x)ν(C) =

∫
1lB(x)1lC(y) dν(y) =

∫ ( ∞∑
n=1

1lBn(x)1lCn(y)

)
dν(y)

=
∞∑

n=1

1lBn(x)

∫
1lCn(y) dν(y)

(
∵単調収束定理 (定理 C.49)

)

=
∞∑

n=1

1lBn(x)ν(Cn)
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となる. さらに µ で積分すると

µ(B)ν(C) =

∫
1lB(x)ν(C) dµ(x) =

∫ ∞∑
n=1

1lBn(x)ν(Cn) dµ(x)

=
∞∑

n=1

ν(Cn)

∫
1lBn(x) dµ(x)

(
∵単調収束定理 (定理 C.49)

)

=
∞∑

n=1

µ(Bn)ν(Cn)

を得る. よって ρ は D 上で σ 加法的である. 2

R を (C.11) で定義さらた半環 D によって生成される環3とする. 注
意 C.22 からR は D の有限個の排反な元の和が成す部分集合族である.

X× Y ∈ R なので注意 C.25(1) から σ 代数となる.

注意 C.60. (1) n ∈ N とする. 排反な R1, R2, . . . , Rn ∈ R に対して

ρ

( n⋃
j=1

Rj

)
=

n∑
j=1

ρ(Rj)

となるので命題 C.23 と定理 C.59 から ρ は well-defined で R 上で σ 加
法的である.

(2) すると ρ は直積 σ 集合族 B⊗C 上の σ 加法的測度に拡張できる. し
かし拡張が一意的であるとは一般的に限らない. 次のステップで拡張が
一意的であるための十分条件を求めよう. 2

定義 C.61. 集合族 M は単調族であるとは, Mn ∈ M (n = 1, 2, . . .)

かつM1 ⊃ M2 ⊃ · · · で ⋃∞
n=1 Mn =: M またはM1 ⊂ M2 ⊂ · · · で⋃∞

n=1 Mn =: M に対してM ∈M のときをいう.

注意 C.62. 任意の σ 代数は単調族であるが, 位相は一般にはそうではな
い. なぜならば無限個の開集合の共通部分は開集合でないことからわか
る. またベキ集合は単調俗である. したがって任意の集合族 D を含む最
小の単調族が存在する. 2

定理 C.63. X を空でない集合とする. A を X の部分集合の代数とする.

このとき A を含む最小の単調族M は σ 代数である.

Proof. N := {E ∈ M; X \ E ∈ M} とおく. このときM は単調族なの
で, N も単調族で A ⊂ N となる. よってM⊂ N となる. 各 A ⊂ X に

3作り方からR は σ 環になっていることに注意せよ.
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対して

MA := {E : E ∩ A ∈M}
とおく. このとき A ∈ A に対してA ⊂ MA であり, MA も単調族なの
で, M⊂MA となる. さらにE ∈M に対して

ME := {F ; F ∩ E ∈M}
とおくと A ⊂ ME なのでM ⊂ ME となる. したがってM は代数と
なる. さらにM は単調族なのでM は σ 代数となる. 2

定理 C.64. (X, A, µ) と (Y, B, ν) を測度空間とし, µ(X) < ∞ かつ
ν(Y) < ∞ とする.

F :=

{
E ⊂ X× Y;

∫ [∫
1lE(x, y) dµ(x)

]
dν(y) =

∫ [∫
1lE(x, y) dν(y)

]
dµ(x)

}

とおく. このとき
A⊗ B ⊂ F

となる.

Proof. B ∈ B と C ∈ C に対してE := B × C とすると
∫∫

1lE(x, y) dµ(x) dν(y) = µ(B)

∫
1lC(y) dν(y) = µ(B)ν(C)

= ν(C)

∫
1lB(x) dµ(x)

=

∫∫
1E(x, y) dν(y) dµ(x)

となる. したがって

R := {B × C; B ∈ B, C ∈ C}
としたとき

R ⊂ F
となる. En ∈ F (n = 1, 2, . . .) で E1 ⊃ E2 ⊃ · · · かつ⋂∞

n=1 En =: E

または E1 ⊂ E2 ⊂ · · · かつ⋃∞
n=1 En =: E としたとき, µ(X) < ∞ かつ

ν(Y) < ∞ なので, 有界収束定理 (定理 C.49)から E ∈ F となる. した
がって F は単調族. A を R の有限個の互いに排反な元の和全体からな
る集合族とするとA ⊂ F となる. したがって定理 C.63 からF は σ 代
数で B ⊗ C ⊂ F となる. 2
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定理 C.65. (X, A, µ) と (Y, B, ν) を σ 有限測度空間とする. このとき

ρ(A×B) = µ(A)ν(B) (A ∈ A, B ∈ B)

と定めると ρ は A ⊗ B 上の測度に一意的に拡張され, E ∈ A ⊗ B に対
して

ρ(E) =

∫∫
1lE(x, y) dµ(x) dν(y) =

∫∫
1lE(x, y) dν(y) dµ(x)

となる.

Proof. まず µ(X) < ∞ かつ ν(Y) < ∞ と仮定する. E ∈ B⊗C に対して

α(E) :=

∫∫
1lE(x, y) dµ(x) dν(y)

とおく. 定理 C.64 より積分の順序の交換ができる. α は有限加法的であ
り, 単調収束定理（定理 C.49）から σ 加法性もわかる.

さらに B ⊗ C の測度 β に拡張できたとする. すると

G := {E ∈ B ⊗ C; α(E) = β(E) = 1}
とおくと G ⊂ A かつ G は単調族なので, G ⊂ B ⊗ C となる. よって定理
は有限測度に対して成立する.

次に Bm ⊂ X (m = 1, 2, . . .) とCn (n = 1, 2, . . .) は排反な集合でX =⋃∞
m=1 Bm, Y =

⋃∞
n=1 Cn とする. E ∈ B⊗C とし, Emn := E

⋃
(Bm×Cn)

とおく. 各 m, n ∈ N に対して
∫∫

1lEmn(x, y) dµ(x) dν(y) =

∫∫
1lEmn(x, y) dν(y) dµ(x)

となる. 上の式について m と n に関して和を取る. 単調収束定理（定
理 C.49）より, ∀E ∈ B ⊗ C に対して

α(E) :=

∫∫
1lE(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫∫ ∞∑
m=1

∞∑
n=1

1lEmn(x, y) dµ(x) dν(y)

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

∫∫
1lEmn(x, y) dµ(x) dν(y)

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

∫∫
1lEmn(x, y) dν(y) dµ(x)

=

∫∫ ∞∑
m=1

∞∑
n=1

1lEmn(x, y) dν(y) dµ(x)

=

∫∫
1lE(x, y) dν(y) dµ(x)
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となる. α は有限加法的であり, 単調収束定理（定理 C.49）より, σ 加法
的になり, α は B ⊗ C 上の測度で

α(E) = ρ(E) (∀E ∈ A)

となる. β を B ⊗ C 上の測度で
β(E) = ρ(E) (∀E ∈ A)

とすると ∀E ∈ B ⊗ C に対して

β(E) = β

( ∞⋃
m=1

∞⋃
n=1

Emn

)
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

β(Emn) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

α(Emn)

= α

( ∞⋃
m=1

∞⋃
n=1

Emn

)
= α(E) (Emn ∈ A)

となり, 拡張は一意的であることもわかる. 2

定理 C.66. (X, A, µ) と (Y, B, ν) を σ 有限測度空間とし, f : X×Y→
[0, ∞) ∪ {+∞} はA⊗ B 可測関数または f ∈ L1(X× Y, A⊗ B, µ× ν)

とする. このとき∫
f(x, y) d(µ× ν)(x, y) =

∫∫
f(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫∫
f(x, y) dν(y) dµ(x)

が成り立つ. ほとんど至るところの y ∈ Y に対して ∫
f(x, y) dµ(x) は定

義され, ほとんど至るところの x ∈ X に対して ∫
f(x, y) dν(y) は定義さ

れる.

Proof. 定理 C.65 より, 非負値単関数 f に対して定理は成立する. 非負
値関数 f に対して, 定理 C.42 と単調収束定理（定理 C.49）より, 定理は
成り立つ. f ∈ L1(X× Y, B ⊗ C, µ× ν) のとき, f+ = max{f, 0}, f− =

max{−f, 0} に対して, 定理は成立する. したがってほとんど至るところ
の y ∈ Y で ∫

f+(x, y) µ(x) < ∞ は定義される. 同様に f− も同様の
性質を持つ. よって ν に関してほとんど至るところの y ∈ Y に対して∫ |f(x, y)| dµ(x) < +∞ となる. よって

∫
f(x, y) dµ(x) =

∫
f+(x, y) dµ(x)−

∫
f−(x, y) dµ(x)

となり, それぞれの積分は有限値となる. よって
∫∫

f(x, y) dµ(x) dν(y)

は定義され, 有限値を取るので∫∫
f(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫∫
f+(x, y) dµ(x) dν(y)−

∫∫
f−(x, y) dµ(x) dν(y)
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となる. よって f ∈ L1(X×Y, B⊗C, µ× ν) に対しても定理は成立する.

2

C.7 絶対連続性と Radon-Nikodym の定理
定義 C.67. (X, A) を可測空間とし, µ と ν を (X, A) 上の測度とする.

∀A ∈ A に対して
µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0

のとき ν は µ に関して絶対連続であるといい, ν ¿ µ と書く.

注意 C.68. f を可測関数とし, µ を測度とし
∫

f(x) dµ(x)

が定義されているとする. このとき

ν(A) :=

∫

A

f(x) dµ(x) (A ∈ A)

と定めると µ{x ∈ X; f(x) < 0} > 0 のとき ν は負値も取るので符号付測
度となる. 2

補題 C.69. µ と ν を可測空間 (X, A) 上の測度とする. 次の条件を考
える.

任意の ε > 0 に対してある δ > 0 が存在して

µ(A) < δ ⇒ ν(A) < ε. (C.13)

このとき, 以下が成立する.

• 条件 (C.13) が成立 ⇒ ν ¿ µ.

• ν ¿ µ かつ ν は有限測度 ⇒ (C.13) が成立.

Proof. 第 1 の主張の証明: ∀ε > 0 に対して µ(A) = 0 とする. このとき
ν(A) < ε となる. ε は任意だったので, ν(A) = 0. よって ν ¿ µ.

第 2 の主張の証明: ν ¿ µ とする. ν は有限測度として, (1) は成立しな
いと仮定する. すると ∃ε > 0 が存在して, ∀n ∈ N に対してAn ∈ A が存
在して

µ(An) <
1

n2
かつ ν(An) ≥ ε
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とできる.

A =
∞⋂

k=1

∞⋃

n=k

An

とおくと, Borel-Cantelli の第 1 の補題より

µ(A) = 0

(
∵

∞∑
n=1

µ(An) <

∞∑
n=1

1

n2
< ∞

)

である. Bk =
⋃∞

n=k An, B =
⋂∞

k=1 Bk とおくと各 k ∈ N に対して,

B ⊂ Bk なので,

µ(B) ≤ µ(Bk).

さらに

µ(Bk) ≤
∞∑

n=k

µ(An) < ∞

なので,

lim
k→∞

µ(Bk) = 0

となるので, µ(B) = 0 となる. ν は有限測度なので

ν(A) = µ

( ∞⋂

k=1

Bk

)
= lim

k→∞
µ(Bk) = lim

k→∞
µ

( ∞⋃

n=k

An

)
≥ ε

となり, ν(A) = 0 と矛盾. よって第 2 の主張も証明された. 2

定理 C.70. (Radon-Nikodym の定理) µ と ν を可測空間 (X, A) 上の測
度とし, µ は σ 有限とする. このとき可測関数 f : X → [0, ∞) ∪ {+∞}
が存在して, ∀A ∈ A に対して

ν(A) =

∫

A

f(x) dµ(x) (C.14)

と書ける. さらに g : X→ R は ν 可積分とする. このとき
∫

g(x) dν(x) =

∫
g(x)f(x) dµ(x)

が成立する. 関数 f を µ に関する ν のRadon-Nikodym の微分といい,

µ− a.e. で一意的である. f のことを
dν

dµ
(x) と書く. ν が σ 有限のとき

µ− a.e. で f は有限となる.
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Proof. (1)一意性の証明: (C.14) をみたす f が存在したとする. g は別
の関数で

µ{x ∈ X; f(x) 6= g(x)} > 0 (C.15)

とする. n ∈ N に対して

An :=

{
x ∈ X; f(x) > g(x) +

1

n

}
Bn :=

{
x ∈ X; f(x) < g(x)− 1

n

}
.

とする. (C.15) からある n ∈ N が存在して

µ(An) > 0 または µ(Bn) > 0

となる. A ⊂ An または A ⊂ BN とし

0 < µ(An) < +∞

とする. このとき
∫

A

f(x) dµ(x) 6=
∫

A

g(x) dµ(x)

となるので, g 6= dν

dµ
となる.

(2) f の存在の証明: 以下を順に証明していく.

(2-1) µ が有限測度のとき (C.14) が成立すれば, µ が σ 有限測度でも
(C.14) が成立する.

(2-2) µ が有限測度のとき (C.14) をみたす f を構成し, f は可測である.

(2− 1) の証明: µ は σ 有限とする. An ∈ A (n = 1, 2, . . .) は互いに排
反で, µ(An) < ∞ かつ ⋃∞

n=1 An = X とする. 各 k ∈ N に対して

µk(A) := µ(A ∩ Ak) (A ∈ A), νk(A) := ν(A ∩ Ak) (A ∈ A)

とする. 明らかに各 k ∈ N について νk ¿ µk となる. すると k ∈ N につ
いてある可測関数 fk : X→ [0, +∞) ∪ {+∞} が存在して

νk(A) =

∫

A

fk(x) dµ(x) (A ∈ A)

とできる. ここで

f(x) :=
∞∑

k=1

1lAk
fk(x)
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とおけば, f は (C.14) をみたすことがわかる.

(2− 2) の証明: µ は有限測度とし, 非負の有理数 q ∈ Q に対して

νq := qµ− ν

と定める. すると νq(A) < ∞ (∀A ∈ A) となる. 各 q ∈ Q に対して

Pq := {A ∈ A; νq(B) ≥ 0, ∀B ⊂ A},
λq := sup

A∈Pq

νq(A)

と定める. 明らかに ∅ ∈ Pq であるので, λq ≥ 0 である. {An}∞n=1 ⊂ A
かつAn ∈ Pq をうまくとり

λq = lim
n→∞

νq(An)

となるようにできる. さらに

Aq :=
∞⋃

n=1

An

とおく. Aq の部分集合は An の部分集合の和で表現できるので, Aq ∈ Pq

となる4. したがって

λq ≥ νq(A
q) (C.16)

がわかる. 一方, 各 n ∈ N についてAq \ An ⊂ Aq となる. Aq ∈ Pq なの
で, 各 n ∈ N について

νq(A
q \ An) ≥ 0

となる. よって {An}∞n=1 の取り方から

νq(A
q) = νq(A

q \ An) + ν(An) ≥ νq(An)
n→∞−→ λq

となる. よって νq(A
q) ≥ λq と (C.16) より

λq = νq(A
q)

がわかる.

次に Bq = (Aq)c とおいたとき

νq(B) ≤ 0 (∀B ⊂ Bq) (C.17)

4∀B ⊂ Aq に対してB∩An ⊂ An. よって 0 ≤ νq(B∩An) ≤ νq(B)なので, Aq ∈ Pq

がわかる.
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であることを背理法で示す.

そのために

ある B ⊂ Bq があって νq(B) > 0 (C.18)

と仮定する. B が負の測度をもつ部分集合を持たなければ, B ∈ Pq とな
る. B と Aq は排反なので

νq(A
q ∪B) = νq(B

q) + νq(B) > λq

となる. したがって

B ∪ Aq ∈ Pq かつ νq(A
q ∪B) > λ

となるので, これは Aq の定義と矛盾する. よって

∃B̃ ⊂ B で νq(B̃) < 0

となるものが存在する.

このことを踏まえて自然数列 {nk}∞k=1 を以下のように定める. 各 k ∈ N
と k = 2, 3, . . . に対して

n1 := min

{
n ∈ N; νq(B1) < − 1

n
, ∃B1 ⊂ B

}
,

n2 := min

{
n ∈ N ∩ [n1, ∞); νq(B2) < − 1

n
, ∃B2 ⊂ B \B1

}
,

...

nk := min

{
n ∈ N ∩ [nk−1, ∞); νq(Bk) < − 1

n
, ∃Bk ⊂ B \

(k−1⋃

`=1

B`

)}

とする. いま

C := B \
( ∞⋃

k=1

Bk

)

とおく. 明らかに νq(C) > 0 である. なぜならば

νq(C) = νq(B)− νq

( ∞⋃

k=1

Bk

)

︸ ︷︷ ︸
<

> 0

よりわかる.

もし C が負の測度を持つ部分集合を持たなければ, C ∈ Pq となり,

C ⊂ B ⊂ Bq = (Aq)c
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と矛盾し, (C.17) が示せる. このことを踏まえ

νq(D) ≥ 0 (∀D ⊂ C) (C.19)

を背理法で示す. そのためにある D ⊂ C が存在して

νq(D) =: −ε < 0

を仮定する. (C.18) で νq(B) > 0 と仮定していたので

∞∑

k=1

νq(Bk) > −∞

となる. なぜならば
∑∞

k=1 νq(Bk) = −∞ ならば

C = B \
( ∞⋃

k=1

Bk

)

なので νq(B) > 0 とはならない. よって

lim
k→∞

νq(Bk) = 0 ⇒ lim
k→∞

nk = ∞

となることがわかる. このことからある k ∈ N が存在して
1

nk+1 − 1
< ε (C.20)

とできる. したがって

νq(D) = −ε < − 1

nk+1 − 1
かつ D ⊂ B \

( k⋃

`=1

B`

)

であることと nk+1 の定義に注意すると

νq(D) ≥ − 1

nk+1

となり, これと (C.20) は矛盾する. よって (C.19) が確認できた. これで
(C.17) が示せた.

q̃ > q なる q̃ ∈ Q をとる. すると

Aeq ⊃ Aq ⇔ Bq ⊃ Beq

となること5に注意する.

Aq ∩Beq ⊂ Beq かつ
(
Beq)c

= Aeq ∈ Peq
5なぜならば νeq(A) = q̃µ(A)− ν(A) > qµ(A)− ν(A) = νq(A) からわかる.
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なので

q̃µ
(
Aq ∩Beq)− ν

(
Aq ∩Beq) = νeq

(
Aq ∩Beq) ≤ 0 (C.21)

となる. 一方

Aq ∩Beq ⊂ Aq かつ Aq ∈ Pq

なので

qµ
(
Aq ∩Beq)− ν

(
Aq ∩Beq) = νq

(
Aq ∩Beq) ≥ 0 (C.22)

となる. (C.21)− (C.22) から

(
q̃ − q

)
µ
(
Aq ∩Beq) ≤ 0

を得る.
(
q̃ − q

)
> 0 なので

µ
(
Aq ∩Beq) = 0

を得る.

以上のことを踏まえて

f(x) := sup{q ∈ Q; x ∈ Bq} (C.23)

と定まる.

まず f の可測性を示す. B0 = X なので

f(x) ≥ 0 (x ∈ X)

となる. 明らかに

x ∈ Bq ⇒ f(x) ≥ 0; x ∈ Aq ⇒ f(x) ≤ 0;

である. さらに

{x ∈ X; f(x) ≥ q} =
⋃

eq∈Q; eq≥q

Beq

となる. よって補題 C.41 より f は可測となる.

つぎに (C.23) で定めた関数 f は任意の A ∈ A に対して (C.14) をみ
たすことを示す. そのためにA ∈ A とし, ε > 0 を取る. N を正の整数
とし

N >
µ(A)

ε
(C.24)
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をみたすものとする. k = 0, 1, 2, . . . に対して

Ek := A ∩Bk/N ∩ A(k+1)/N ; E∞ := A \
( ∞⋃

k=1

Ak/N

)

と定める. すると
( ∞⋃

k=1

Ek

)
∪ E∞ = A ∩

(
Bk/N

)
∩

( ∞⋃

k=1

A(k+1)/N

)
∪

{
A \

( ∞⋃

k=1

Ak/N

)}

= A

となる. さらに k < k̃ のとき
(

Bk/N ∩ A(k+1)/N

)
∩

(
B
ek/N ∩ A(ek+1)/N

)
= ∅

となるので, {Ek}∞k=1 は排反になる. したがって

ν(A) = ν(E∞) +
∞∑

k=1

ν(Ek)

となる. f の作り方と

x ∈ Ek ⇔ x ∈ Bk/N かつ x ∈ A(k+1)/N

から

x ∈ Ek ⇒ k

N
≤ f(x) ≤ k + 1

N
;

x ∈ E∞ ⇒ f(x) = ∞

となる. さらに

Ek ⊂ Bk/N ⇒ νk/N(Ek) ≤ 0;

Ek ⊂ A(k+1)/N ⇒ ν(k+1)/N(Ek) ≥ 0

となる. こららのことから有限の k に対して

k

N
µ(Ek) ≤

∫

Ek

f(x) dµ(x) ≤ k + 1

N
µ(Ek)

⇒
k

N
µ(Ek)− ν(Ek) ≤

∫

Ek

f(x) dµ(x)− ν(Ek) ≤ k + 1

N
µ(Ek)− ν(Ek)

から
∣∣∣∣ν(Ek)−

∫

Ek

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤
1

N
µ(Ek) (C.25)
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がわかる. 任意の q ∈ Q (q ≥ 0) に対して

E∞ ⊂
( ∞⋃

k=1

Ak/N

)c

なので 0 > νq(E∞) = qµ(E∞)− ν(E∞) となる. µ(E∞) > 0 ならば

ν(E∞) = ∞
となる. もし µ(E∞) =ならば, ν は µに関して絶対連続なので, ν(E∞) =

0 となる. いずれの場合でも

ν(E∞) =

∫

E∞
f(x) dµ(x)

となる. これと (C.24)− (C.25) を合わせると
∣∣∣∣ν(A)−

∫

A

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤
1

N
µ(A) < ε

を得る. ε は任意だったので, 任意の A ∈ A に対して (C.14) をみたすこ
とを示せた. 2

注意 C.71. 上記の証明は Hahn 分解を経由したものである. Hilbert 空
間とRiesz の定理を用いた関数解析的な証明は Axler (2020, pp.272-274)

を参照のこと. Schilling(2017, pp.230-234) により関数解析で初等的な証
明がある. 2

C.7.1 定理 C.70 の証明の主張 (2 − 2) の Bradley (1989)

による別証明

ここでは Bradley (1989) による Radon-Nikodym の微分の存在の初
等的な証明を書く. Hahn 分解を経由することなく X の分割を用いて
Radon-Nikodym の微分を構成している.

まず特別な場合について Radon-Nikodym の微分を構成する.

定理 C.72. (X, A) を可測空間とし, ν と µ を (X, A) 上の非負値測度で

(i) µ(X) = 1,

(ii) ∀A ∈ A に対して ν(A) ≤ µ(A)

をみたすとする. このとき X 上の A 可測関数 h で 0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X)

なるものが存在して任意の A ∈ A に対して
ν(A) =

∫

A

h(x) dµ(x) (C.26)

が成り立つ. すなわち h =
dν

dµ
である.
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以下では定理 C.72 を証明するための準備をする.

各 n ∈ N に対してΠ = {A1, A2, . . . , An} を X の A 可測な分割とす
る. すなわち

X =
n⋃

i=1

Ai かつ Ai ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅ (i 6= j; i, j = 1, 2, . . . , n)

である. X上の関数 hΠ をつぎのように定める. ∀x ∈ Ai (i = 1, 2, . . . , n)

に対して

hΠ(x) =





ν(Ai)

µ(Ai)
(µ(Ai) > 0)

0 (µ(Ai) = 0)

と定める. すると定理 C.72の条件 (ii) より

0 ≤ hΠ(x) ≤ 1 (x ∈ X) (C.27)

となることに注意する.

補題 C.73. n ∈ N とし, Π = {Aj}n
j=1 を X の A 可測な分割とする. あ

る添え字集合 I ⊂ {1, 2, . . . , n} に対して

A =
⋃
i∈I

Ai

と書けたとき

ν(A) =

∫

A

hΠ(x) dµ(x)

となる. 特に

ν(X) =

∫

X
hΠ(x) dµ(x)

である.

Proof.

∫

A

hΠ(x) dµ(x) =

∫
⋃
i∈I

Ai

hΠ(x) dµ(x) =
∑
i∈I

∫

Ai

hΠ(x) dµ(x)

=
∑
i∈I

∫

Ai

ν(Ai)

µ(Ai)
dµ(x) =

∑
i∈I

ν(Ai)

µ(Ai)

∫

Ai

dµ(x)

=
∑
i∈I

ν(Ai) = ν

(⋃
i∈I

Ai

)
= ν(A).

2
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補題 C.74. Π1 と Π2 は X の A 可測な分割でΠ2 は Π1 の細分とする.

すなわち別の分割 Π0 があって

Π2 = {A ∩B; A ∈ Π1, B ∈ Π0}

と書ける. このとき
∫

X
{hΠ2(x)}2 dµ(x) =

∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x) +

∫

X
{hΠ2(x)− hΠ1(x)}2 dµ(x)

≥
∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x)

が成り立つ.

Proof. A ∈ Π1 に対して
∫

A

hΠ2(x) dµ(x) = ν(A) =

∫

A

hΠ1(x) dµ(x)

となる. 2 番目の等号は hΠ1 の定義と A ∈ Π1 から明らかである.

1 番目の等号を示す. Π2 は Π1 の細分なので, ある添え字集合 I ⊂
{1, 2, . . . , #(Π2)} があって

A =
⋃
i∈I

Bi, Bi ∈ Π2 =: {B1, B2, . . . , B#(Π2)}

と書ける. このことから
∫

A

hΠ2(x) dµ(x) =
∑
i∈I

∫

Bi

hΠ2(x) dµ(x) =
∑
i∈I

ν(Bi)

µ(Bi)
µ(Bi) =

∑
i∈I

ν(Bi)

= ν

(⋃
i∈I

Bi

)
= ν(A)

からわかる. さらに A ∈ Π1 に対して
∫

A

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x) =

∫

A

{hΠ1(x)}2 dµ(x) (C.28)
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となる. なぜならば
∫

A

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x) =

∫

∪i∈IBi

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x)

=
∑
i∈I

∫

Bi

hΠ1(x)hΠ2(x) dµ(x)

=
∑
i∈I

∫

Bi

ν(Bi)

µ(Bi)

ν(A)

µ(A)
dµ(x)

=
∑
i∈I

ν(Bi)

µ(Bi)

ν(A)

µ(A)

∫

Bi

dµ(x)

=
∑
i∈I

ν(Bi)

µ(Bi)

ν(A)

µ(A)
µ(Bi)

=
∑
i∈I

ν(Bi)
ν(A)

µ(A)

= ν

(⋃
i∈I

Bi

)
ν(A)

µ(A)

= ν(A)
ν(A)

µ(A)

=
ν(A)

µ(A)

ν(A)

µ(A)

∫

A

dµ(x)

=

∫

A

{
ν(A)

µ(A)

}2

dµ(x)

=

∫

A

{hΠ1(x)}2 dµ(x)

からわかる. (C.28) から

∫

X
{hΠ2(x)}2 dµ(x) =

∫

X

{
hΠ1(x) +

(
hΠ2(x)− hΠ1(x)

)}2

dµ(x)

=

∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x) +

∫

X

(
hΠ2(x)− hΠ1(x)

)2
dµ(x)

+ 2

∫

X
hΠ1(x)

{
hΠ2(x)− hΠ1(x)

}
dµ(x)

︸ ︷︷ ︸
=0

(
*(C.28)

)

=

∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x) +

∫

X

(
hΠ2(x)− hΠ1(x)

)2
dµ(x)

≥
∫

X
{hΠ1(x)}2 dµ(x)

を得る. よって補題は証明された. 2
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定理 C.72 の証明 ((C.26) における h の構成):

c := sup

∫

X
{hΠ(x)}2 dµ(x)

とおく. ただし上の式の上限は X の A 可測な有限分割すべてに関する
ものである. (C.27) と µ(X) = 1 より

0 ≤ sup

∫

X
{hΠ(x)}2 dµ(x) ≤ sup

∫

X
dµ(x) = µ(X) = 1

となるので

c ≤ 1 (C.29)

となる.

各 n = 1, 2, . . . に対してΠn を X の A 可測な有限分割で
∫

X
{hΠn(x)}2 dµ(x) ≥ c−

(
1

4

)n

をみたすように取る.

Πc
n :=

{
A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An; Ai ∈ Πi (i = 1, 2, . . . , n)

}
(C.30)

とする. すなわち Π1, Π2, . . . , Πn の共通の細分で一番おおきいものであ
る. 補題 C.74 より ∀n ∈ N に対して

c−
(

1

4

)n

≤
∫

X
{hΠn(x)}2 dµ(x) ≤

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

≤
∫

X
{hΠc

n+1
(x)}2 dµ(x)

となる. よって各 n ∈ N に対して
∫

X

{
hΠc

n+1
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

=

∫

X
{hΠc

n+1
(x)}2 dµ(x)− 2

∫

X
hΠc

n+1
(x)hΠc

n
(x) dµ(x)

︸ ︷︷ ︸
=
R
X{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

(
*(C.28)

)

+

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

=

∫

X
{hΠc

n+1
(x)}2 dµ(x)−

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

≤ c−
{

c−
(

1

4

)2}
=

(
1

4

)2

(C.31)
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を得る. Cauchy-Schwarz の不等式から
∫

X

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ dµ(x)

≤
√∫

X

{
hΠc

n+1
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

√∫

X
12 dµ(x)

≤
√∫

X

{
hΠc

n+1
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

√
µ(X)

≤
(

1

2

)2 (
∵ (C.31) と µ(X) = 1

)

を得る. 単調収束定理から
∫

X

{ ∞∑
n=1

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣
}

dµ(x) =
∞∑

n=1

∫

X

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ dµ(x)

≤
∞∑

n=1

(
1

2

)n

< ∞

となる. よって積分の性質から

µ

( ∞∑
n=1

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ < ∞
)

= 1

となる. すなわち µ に関してほとんど至るところで

∞∑
n=1

∣∣hΠc
n+1

(x)− hΠc
n
(x)

∣∣ < ∞

である. このことより µ に関してほとんどいたるところで

lim
n→∞

hΠc
n
(x)

は収束する. X 上の関数 h をつぎのように定める. x ∈ X に対して

h(x) :=

{
limn→∞ hΠc

n
(x) (右辺の極限が収束するとき)

0 (その他)

とする. 作り方から関数 h は A 可測であり, (C.27) から

0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X)

となる. あとは ∀A ∈ A に対して (C.26) となることを示せばよい. その
ために (C.30) で定めた分割 Πc

n に対して

ΠA
n := {B ∩ A, B ∩ (X \ A); B ∈ Πc

n}
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とおく. (C.28) と (C.31) から
∫

X

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x) =

∫

X
{hΠA

n
(x)}2 dµ(x)−

∫

X
{hΠc

n
(x)}2 dµ(x)

≤
(

1

4

)4

(C.32)

となる. 再度 Cauchy-Schwarz の不等式と (C.32) を用いると
∣∣∣∣
∫

A
{hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x)

∣∣∣∣ (C.33)

≤
∫

A

∣∣hΠA
n
(x)− hΠc

n
(x)

∣∣ dµ(x)

≤
√∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}2
dµ(x)

√∫

A

1 dµ(x)

≤
(

1

2

)2 √
µ(X)︸ ︷︷ ︸
=1

≤
(

1

2

)2

(C.34)

となる. 補題 C.73 から n ∈ N に対して

ν(A) =

∫

A

hΠA
n
(x) dµ(x) =

∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x) +

∫

A

hΠc
n
(x) dµ(x)

となる. (C.34) より

lim
n→∞

∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x) = 0

となる. このことと有界収束定理から

ν(A) = lim
n→∞

∫

A

hΠA
n
(x) dµ

= lim
n→∞

∫

A

{
hΠA

n
(x)− hΠc

n
(x)

}
dµ(x)

︸ ︷︷ ︸
=0

+ lim
n→∞

∫

A

hΠc
n
(x) dµ(x)

=

∫

A

lim
n→∞

　 hΠc
n
(x) dµ(x)

(∵ |hΠc
n
(x)| ≤ 1 と µ(X) = 1 から有界収束定理)

=

∫

A

h(x) dµ(x)

を得る. よって定理 C.72 は証明された. 2

系 C.75. µ と ν は測度空間 (X, A) 上の非負値測度で
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(i) 0 < µ(X) < ∞,

(ii) ∀A ∈ A に対して ν(A) ≤ µ(A)

とする. このとき X 上の A 可測関数 h で 0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X) なるも
のが存在して

ν(A) =

∫

A

h(x) dµ(x) (A ∈ A) (C.35)

が成り立つ. すなわち h =
dν

dµ
である.

Proof.

µ̃(A) =
µ(A)

µ(X)
, ν̃(A) =

ν(A)

µ(X)

とおくと

ν̃(A) ≤ µ̃(A) (∀A ∈ A) かつ µ̃(X) = 1

となるので定理 C.72 の仮定を µ̃ と ν̃ はみたす. したがって A 可測関数
で 0 ≤ h(x) ≤ 1 (x ∈ X) なるものが存在して

ν̃(A) =

∫

A

h(x) dµ̃(x) (A ∈ A)

となる. よって

ν(A) = µ(X)ν̃(A) = µ(X)

∫

A

h(x) dµ̃(x) =

∫

A

h(x)µ̃(X) dµ̃(x)

=

∫

A

h(x) dµ(x)

がわかる. 2

系 C.76. µ と ν は可測空間 (X, A) 上の非負値測度で

(1) 0 < µ(X) < ∞,

(2) ∀A ∈ A ⇒ ν(A) ≤ µ(A)

をみたすとする. 任意の非負値 A 可測関数 g : X→ R に対して
∫

X
g(x) dν(x) =

∫

X
g(x)h(x) dµ(x) (C.36)

が成り立つ. ただし h =:
dν

dµ
は (C.35) をみたす関数である.

305



数理統計学序説 第 C. 測度論

Proof. B ∈ A に対して g(x) = 1lB(x) のとき (C.36) を示す. これは
系 C.75 を用いると

∫

X
g(x) dν(x) =

∫

X
1lB(x) dν(x) = ν(B) =

∫

B

h(x) dµ(x)

=

∫

X
1lB(x)h(x) dµ(x) (C.37)

となることからわかる. つぎに {gn}∞n=1 を非負値単関数の増加列で

gn ↑ g (n →∞)

とする. すると単調収束定理から
∫

X
g(x) dν(x) = lim

n→∞

∫

X
gn(x) dν(x) (∵ 単調収束定理)

= lim
n→∞

∫

X
gn(x)h(x) dν(x) (∵ (C.37) から)

=

∫

X
lim

n→∞
gn(x)h(x) dν(x) (∵ 単調収束定理)

=

∫

A

g(x)h(x) dµ(x)

となり系は証明された. 2

定理 C.77. µ と ν は測度空間 (X, A) 上の非負値測度で

(1) 0 < ν(X) < ∞ かつ 0 < µ(X) < ∞,

(2) ν ¿ µ

とする. このとき X 上の A 可測関数 h が存在して

ν(A) =

∫

A

h(x) dµ(x) (∀A ∈ A)

をみたす. すなわち h =
dν

dµ
である.

Proof. ∀A ∈ A に対して ν(A) ≤ (ν + µ)(A) かつ µ(A) ≤ (ν + µ)(A) な
ので, 系 C.75 から X 上の A 可測関数 hν と hµ で 0 ≤ hν(x) ≤ 1, 0 ≤
hµ(x) ≤ 1 (x ∈ X) なるものが存在して

ν(A) =

∫

A

hν(x) d(ν + µ)(x), ν(A) =

∫

A

hµ(x) d(ν + µ)(x),

となる. ここで

B := {x ∈ X; hµ(x) > 0}, C := Bc = {x ∈ X; hµ(x) = 0}
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とおく. すると

µ(C) =

∫

C

hµ(x) d(ν + µ)(x) = 0

となるので, 条件 (ii) から
ν(C) = 0

となる. このことから X 上の関数 h を

h(x) :=





hν(x)

hµ(x)
(x ∈ B)

0 (x ∈ C)
(C.38)

と定める. A ∈ A かつ A ⊂ B に対して

ν(A) =

∫

A

hν(x) d(ν + µ)(x) =

∫

A

hν(x)

hµ(x)
hµ(x) d(ν + µ)(x)

=

∫

A

h(x)hµ(x) d(ν + µ)(x) =

∫

A

h(x) dµ(x) (∵ 系 C.76))

(C.39)

となる. ν(C) = µ(C) = 0 かつ A ∩ C ∈ A である. このこと B と C の
定義に注意すると ν(A∩C) = 0, A∩B ⊂ B, B ∪C = X となる. 上記を
踏まえて (C.39) を用いると

ν(A) = ν(A ∩B) + ν(A ∩ C)︸ ︷︷ ︸
=0

(∵ B ∩ C = ∅, B ∪ C = X)

= ν(A ∩B)

=

∫

A∩B

h(x) dµ(x) (∵ (C.39))

=

∫

A∩B

h(x) dµ(x) +

∫

A∩C

h(x) dµ(x)

((C.38) から A ∩ C 上では h(x) = 0 )

=

∫

A

h(x) dµ(x)

を得る. よって定理は証明された. 2

C.8 Jacobi 変換定理
補題 C.78. (X, A) と (X′, A′) を測度空間とし, T : X→ X′ を可測関数
とする. (X, A) 上の測度 µ に対して

µ′(A′) := µ
(
T−1(A′)

)
(∀A′ ∈ A′)

と定めたとき, µ′ は (X′, A′) 上の測度となる.
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Proof. A′ = ∅ のとき, T−1(∅) = ∅ から

µ′(∅) = µ(∅) = 0

となる. {A′
n}∞n=1 ⊂ A′ 互いに排反な部分集合列としたとき

µ′
( ∞⋃

n=1

A′
n

)
= µ

(
T−1

( ∞⋃
n=1

A′
n

))
= µ

( ∞⋃
n=1

T−1(A′
n)

)
　

(
∵逆像の性質

)

=
∞∑

n=1

µ
(
T−1(A′

n)
) (

∵ µ の σ 加法性
)

=
∞∑

n=1

µ′(A′
n)

となる. よって µ′ の σ 加法性は証明された. 2

注意 C.79. µ′ のことを T (µ) と書くことにする. すなわち

T (µ)(A′) := µ
(
T−1(A′)

)
(A′ ∈ A′)

である. 2

補題 C.80. (X, A, µ)を測度空間とし, (X′, A′)を可測空間とし, T : X→
X′ を可測写像とする. T (µ) 可積関数 f : (X′, A′) → (R, B(R)) に対して

∫

X
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
f
(
T (x)

)
dµ(x) (C.40)

が成り立つ.

Proof. f と T は可測なので f ◦ T も可測. 標準機械 (standard machine)

を用いて証明する.

第 1 段階: f(x′) = 1lA′(x
′) (A′ ∈ A′) とする. すると 1lT−1(A′)(x) =

1lA′
(
T (x)

)
となるので

∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
1lA′(x

′) dT (µ)(x′)

= T (µ)(A′) = µ
(
T−1(A′)

)
=

∫

X
1lT−1(A′)(x) dµ(x)

=

∫

X
1lT−1(A′)

(
T (x)

)
dµ(x) =

∫

X
f
(
T (x)

)
dµ(x)

となるので f = 1lA′ のとき (C.40) は成立する.
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第 2 段階: N ∈ N, αn ≥ 0, A′
n ∈ A′ (n = 1, 2, . . . , N) とし

f(x′) =
N∑

n=1

αn1lA′n(x′)

とすると

∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′

{ N∑
n=1

αn1lA′n(x′)
}

dT (µ)(x′)

=
N∑

n=1

αn

∫

X′
1lA′n(x′) dT (µ)(x′)

=
N∑

n=1

αn

∫

X′
1lT−1(A′n)

(
T (x)

)
dµ(x)

(
∵第 1 段階の結果

)

=

∫

X

{ N∑
n=1

αn1lT−1(A′n)

(
T (x)

)}
dµ(x)

=

∫

X

{ N∑
n=1

αnf
(
T (x)

)}
dµ(x)

となり, 単関数 f に対して (C.40) は成立する.

第 3 段階: f ≥ 0 とし
∫
X f(x′) dµ(x′) < ∞ とする. すると非負値単関数

列 {fn}∞n=1 で fn ↑ f (n →∞) となるものが存在する. このことより
∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
lim

n→∞
fn(x′) dT (µ)(x′)

= lim
n→∞

∫

X′
fn(x′) dT (µ)(x′)

(
∵単調収束定理

)

= lim
n→∞

∫

X
fn

(
T (x)

)
dµ(x)

=

∫

X
lim

n→∞
fn

(
T (x)

)
dµ(x)

(
∵単調収束定理

)

=

∫

X
f
(
T (x)

)
dµ(x)

となる. よって f ≥ 0 のとき (C.40) は成立する.

第 4 段階:
∫
X′ |f(x′)| dT (µ)(x′) < ∞ のとき

f+(x′) = max
{
f(x′), 0

}
, f−(x′) = max

{−f(x′), 0
}
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とおく. すると
∫

X′
f(x′) dT (µ)(x′) =

∫

X′
f+(x′) dT (µ)(x′)−

∫

X′
f−(x′) dT (µ)(x′)

=

∫

X
f+

(
T (x)

)
dµ(x)−

∫

X
f−

(
T (x)

)
dµ(x)

(
∵第 4 段階の結果

)

となり, 補題は証明された. 2

補題 C.81. T (x) = Ax + b (x ∈ Rn) とする. ただし A は n× n の行列
で det (A) 6= 0, b ∈ Rn である. このとき可測関数 f : Rn → R に対して
∫

T (U)

f(y) dλn(y) =

∫

U

f
(
Ax + b

)| det(A)| dλn(x)
(
U ⊂ Rnは開集合

)

が成立する. ただし Rn 上の Lebeague 速度を λn である.

Proof. 補題 C.80 から
∫

U

f
(
Ax + b

)| det(A)| dλn(x) =

∫

U

f
(
T (x)

)| det(A)| dλn(x)

=

∫

U

f
(
T (x)

)
1lU(x)| det(A)| dλn(x)

=

∫

Rn

f
(
T (x)

)
1lT (U)

(
T (x)

)| det A| dλn(x)

=

∫

Rn

f(y)1lT (U)(y) dT (| det A|λn)(y)

=

∫

T (U)

f(y) dT (| det A|λn)(y)

を得る. あとは

T (| det A|λn) = λn

を示せばよい. T−1(y) = A−1(y)− A−1b なのでB ∈ B(Rn) に対して

T (| det A|λn)(B) = | det A|λn

(
T−1(B)

)
= | det A|λn

(
A−1(B)− A−1(b)

)

= | det A|λn

(
A−1(B)

)

= | det A| · | det A−1|λn(B)
(
∵定理 C.38

)
= λn(B)

より補題は証明された. 2

定義 C.82. U, V ⊂ Rn を開集合とする. 写像 T : U → V は C1 級微分
同相であるとは次の条件をみたすときをいう.
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(1) T は全単射.

(2) T と T−1 は連続微分可能.

点 x ∈ U における微分

DT (x) :=

(
∂

∂xj

Tj(x)

)n

i, j=1

をヤコビアン (Jacobian) という. ただし x = (x1, x2, . . . , xn), T =

(T1, T2, . . . , Tn) である.

定理 C.83. (Rudin (1976, pp.221-228)) U ⊂ Rn を開集合とする. 写像

T : U → V = T (U)

がC1 級微分同相であるための必要十分条件は次の (a), (b), (c) すべてが
成立することである.

(a) T : U → Rn は単射.

(b) T : U → Rn は連続微分可能.

(c) DT (x) は各 x ∈ U で可逆.

さらに (a), (b), (c) が成り立つとき

D(T−1)(y) = (DT )−1
(
T−1(y)

)
(∀y ∈ V )

が成り立つ.

Proof. 証明は定理 A.20 のところをみよ. 2

定理 C.84. U, V を Rn の開集合とし, T : U → V は C1 級微分同相写
像とする. W ⊂ Rn と可測空間 (W, B(W )) 上の Lebeague 測度を λW を

λW (A) = λn(A ∩W ) (A ∈ B(Rn)) (C.41)

で定める. ただし λn は Rn 上の Lebeague 速度である. このとき

λV = T
(| det DT ( · )|λU

)
(C.42)

となる. すなわち f : V → [0, ∞) に対して
∫

V

f(y) dλV (y) =

∫

U

f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x) (C.43)

である.
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定理 C.84の証明はいくつかの段階を必要とする. x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn に対して

|x|`∞(n) := max
{|x1|, |x2|, . . . , |xn|

}

と定める. さらに

D := {(a1, b1]× (a2, b2]× · · · (an, bn] ⊂ Rn; ai < bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)}

とする.

補題 C.85. d ∈ N とし, T = (T1, T2, . . . , Td) : Rn → Rd を Lipschitz 写
像とする. すなわち ∃L ≥ 0 があって

|T (x)− T (y)|`∞(d) ≤ L|x− y|`∞(n) (∀x, y ∈ Rn)

である. さらに ∀c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Rn と s > 0 に対して

D = [c1 − s, c1 + s]× [c2 − s, c2 + s]× · · · × [cn − s, cn + s]

とする. このとき

T (D) ⊂ E = [ã1, b̃1]× [ã2, b̃2]× · · · × [ãd, b̃d]

となる. ただし

ãi = Ti(c)− Ls, b̃i = Ti(c) + Ls (i = 1, 2, . . . , d)

である. 特に

λd(T (D)) ≤ Ld
(
λn(D)

)d/n

となる. ただし λn は Rn 上の Lebeague 測度である.

Proof. D = {y ∈ Rn; |c − y|`∞(n) ≤ s} と書けることに注意する. Lips-

chitz 連続性から

T
({y ∈ Rn; |c− y|`∞(n) ≤ s}) ⊂ {T (y); |T (c)− T (y)|`∞(d) ≤ Ls} = E

となる. D の一辺は 2s, E の一辺は 2Ls であるので

λd

(
T (D)

) ≤ λd(E) = (2Ls)d = Ld
(
(2s)n

)d/n
= Ld

(
λn(D)

)d/n

を得る. 2
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補題 C.86. R 上の半環 D を

D := {(a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (an, bn] ⊂ Rn; ai < bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)}

で定義し, A = σ[D] とする. さらに µ と ν を可測空間 (R, A) 上の測度
とし

µ(D) ≤ ν(D) < ∞ (∀D ∈ D)

で {Dn}∞n=1 ⊂ D があって⋃∞
n=1 Dn = R とする. このとき

µ(A) ≤ ν(A) (∀A ∈ A)

が成り立つ.

Proof. µ と ν の性質から

ρ := µ− ν : D → [0, ∞)

となる. ρ は D 上で σ 加法的なので, ρ は A 上の測度 ρ̃ に一意的に拡
張できる. さらに

ν(D) = (ρ + µ)(D) = ρ̃ + µ(D) (∀D ∈ D)

となる. ただし ρ̃ + µ は ρ + µ のA = σ[D] 上への拡張である. しかし

ν(D) = ρ̃ + µ(D) = (ρ + µ)(D) = ρ̃(D) + µ(D) (∀D ∈ D)

となる. A 上への拡張は一意なので

ν(A) = ρ̃(A) + µ(A) (∀A ∈ A)

⇔ lν(A)− µ(A) = ρ̃(A) ≥ 0 (∀A ∈ A)

となり

ν(A) ≥ µ(A) (∀A ∈ A)

がわかる. 2

補題 C.87. U, V を Rn の開集合とし, T : U → V を C1 級微分同相写
像とする. このとき

λV

(
T (D)

) ≤
∫

D

| det DT (x)| dλV (x)

である. ただし D ∈ D で D ∈ V であり, λU と λV は (C.41) により定
まる U と V 上の Lebeague 測度である.
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Proof. ai, bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n)に対してD = [a1, b1)× [a2, b2)×· · ·×
[an, bn) と書いたときD = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn] ⊂ V である.

またA ∈ M(n, R) に対して

‖A‖ := sup
|x|`∞(n)≤1

|Ax|`∞(n)

と定める. 逆写像定理 (定理 C.83)を用いると

L := sup
x∈D

‖(DT )−1(x)‖ = sup
y∈T

(
D
) ‖(DT )−1

(
T−1(y)

)‖

= sup
y∈T

(
D
) ‖D

(
T−1

)
(y)‖ (C.44)

となる. DT は D ⊂ U 上で一様連続なので ∀ε > 0 に対してある δ > 0

があって

sup
x,x′∈D; |x−x′|`∞(n)≤δ

‖DT (x)−DT (x′)‖ ≤ ε

L
(C.45)

とできる. いま Di (i = 1, 2, . . . , N) は一辺の長さが δ > 0 以下の D の
とする. すなわち

Dj = [ai1, ai1 + δ]× [ai2, ai2 + δ]× · · · × [ain, ain + δ],

aij ∈ R (i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . , n),

とし, Dk

⋂
D` = ∅ (k 6= `) とする. さらにD は {D ∩Dj}N

j=1 で分割さ
れるとする.

D ⊂
N⋃

n=1

Dn

とする. DT と det DT は連続関数で各 i = 1, 2, . . . , N に対してxi ∈ Di

を

‖ det DT (xi)‖ = inf
y∈Di

‖DT (y)‖ (C.46)

と定める. Ai := DT (xi) (i = 1, 2, . . . , N) は可逆で写像 x 7→ Aix は

D
(
A−1

i ◦ T
)
(x) = A−1

i ◦ (
DT

)
(x)

(
∵ D の線型性

)

= idn + A−1
i ◦ [

DT (x)−DT (xi)
]

(C.47)

をみたす. ただし idn は Rn から Rn への恒等写像である. (C.44)−(C.47)

から

sup
x∈D

‖D(
A−1

i ◦ T
)
(x)‖ ≤ ‖idn‖+ sup

x∈Di

∥∥A−1
i ◦ [

DT (x)−DT (xi)
]∥∥

≤ 1 + L
ε

L
= 1 + ε (C.48)
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となる. なぜならば

‖A−1
i ◦ [

DT (x)−DT (xi)
]‖

= ‖(DT )−1(xi)
[
DT (x)−DT (xi)

]‖
≤ ‖(DT )−1(xi)‖ × ‖DT (x)−DT (xi)‖
≤ sup
x∈D

‖(DT )−1(x)‖ × sup
x,x′∈D; |x−x′|`∞(n)≤δ

‖DT (x)−DT (x′)‖

≤ L× ε

L

からわかる. さらに中間値の定理から ξ ∈ D があって
∣∣A−1

i ◦ T (x)− A−1
i ◦ T (x′)

∣∣
`∞(n)

=
∣∣(D(A−1

i ◦ T )(ξ)
)
(x− x′)

∣∣
`∞(n)

≤
∥∥D

(
A−1

i ◦ T )(ξ)
∥∥× |x− x′|`∞(n)

≤ sup
x∈D

∥∥D
(
A−1

i ◦ T )(ξ)
∥∥× |x− x′|`∞(n)

≤ (1 + ε)|x− x′|`∞(n)

となるので写像x 7→ A−1
i ◦ T は Lipschitz 連続である. よって補題 C.81

と補題 C.85 から

λV

(
T (Di)

)
= λV

(
Ai ◦ A−1

i ◦ T (Di)
) (

∵補題 C.81
)

= | det Ai|λA−1
i V

(
A−1

i ◦ T (Di)
) (

∵補題 C.85
)

≤ | det Ai|(1 + ε)nλU(Di)

となる. D =
⋃N

i=1 Di と | det Ai| ≤ | det DT (xi)| (x ∈ Di) なので

λV

(
T (D)

) ≤
N∑

i=1

λV

(
T (Di)

)

≤ (1 + ε)n

N∑
i=1

∫

Di

| det Ai| dλU(x)

≤ (1 + ε)n

∫

D

| det DT (x)| dλU(x)

となる. ε ↘ 0 とすれば補題は証明される. 2

定理 C.84 の証明: まず (C.42) ⇔ (C.43)を証明する. B ∈ B(Rn∩V )

と f = 1lB とおく. このとき (C.43) は (C.42) となる. 一方 (C.43) は標
準機械 (standard machine)を用いると (C.42) から導くことができる.

第 2 段階: S := T−1 とおくと

µ := λV ◦ T = λV ◦ S−1 = S(λV )
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となる. 一方 B ∈ B(Rn ∩ U) に対して

ν(B) :=

∫

B∩U

| det DT (x)| dλU(x)

は密度 | det DT (x)| を持つ測度となる. 補題 C.87 から

µ(D) ≤ ν(D) (∀D ∈ D)

である. よって補題 C.86 から

µ(A) ≤ ν(A) (A ∈ B(Rn))

となる. 第 1 段階の結果から
∫

f(y) dλV (y) ≤
∫

f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x) (C.49)

となる.

第 3 段階: 逆向きの不等号を示すために S = T−1 は C1 級微分同相であ
ることを使う. (C.49) において U ←→ V と x ↔ y と交換すると

∫
f(x) dλU(x) ≤

∫
f
(
S(y)

)| det DS(y)| dλV (y) (C.50)

となる. ここで A ∈ B(Rn ∩ U) を取り

f(x) = 1lT (A) ◦ T (x)| det DT (x)|

とおく. このとき
∫

f(x) dλU(x) =

∫
1lT (A)

(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x)

≤
∫ (

1lT (A) ◦ T (x)| det DT (x)|) ◦ S(y)| det DS(y)| dλV (y)

(
∵ (C.50)

)

≤
∫ (

1lT (A)

(
T ◦ S(y)

)| det(DT ) ◦ S(y)| × | det DS(y)| dλV (y)

(
∵ x = S(y) を代入

)

=

∫
1lT (A)(y)

∣∣det
[

(DT ) ◦ S(y)×DS(y)︸ ︷︷ ︸
=idn=D

(
T◦S

)
(y)=(DT )

(
S(y)

)
×DS

]∣∣ dλV (y)

=

∫
1lT (A)(y) dλV (y)

= λV (T (A))
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となる. あとは標準機械 (standard machine)を用いると
∫

f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλV (x) ≤
∫

f(y) dλV (y) (C.51)

を得る. (C.49) と (C.51) から
∫

f(y) dλV (y) =

∫
f
(
T (x)

)| det DT (x)| dλU(x)

がわかる. 2

C.9 条件付き期待値:再訪問
(Ω, A, Pr)を確率空間とし, F ⊂ Aも σ加法族とする. X は (Ω, A, Pr)

上の確率変数で E
[|X|] < ∞ とする.

定義 C.88. F を与えたときの X の条件付き期待値を次の条件をみたす
任意の確率変数 Y とする.

(i) Y は F 可測.

(ii) 任意の A ∈ F に対して
∫

A

X(ω) dPr(ω) =

∫

A

Y (ω) dPr(ω).

まず条件付き期待値の存在と一意性を確認する.

補題 C.89. Y を定義 C.88 の条件 (i)(ii) をみたすとき Y は可積である.

Proof. A := {ω ∈ Ω; Y (ω) > 0} とおくと, A, Ac ∈ F となる. (ii) を用
いると

∫

A

Y (ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) ≤
∫

A

|X(ω)| dPr(ω),
∫

Ac

(−Y (ω)
)
dPr(ω) =

∫

Ac

(−X(ω)
)
dPr(ω) ≤

∫

Ac

|X(ω)| dPr(ω).

よって
∫
|Y (ω)| dPr(ω) =

∫

A

Y (ω) dPr(ω) +

∫

Ac

(−Y (ω)
)
dPr(ω)

≤
∫

A

|X(ω)| dPr(ω) +

∫

Ac

|X(ω)| dPr(ω)

=

∫
|X(ω)| dPr(ω)

からわかる. 2
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補題 C.90. Y は一意.

Proof. Y ′ も定義 C.88 の条件 (i)(ii) をみたすとする. すると (ii) より
∫

A

Y (ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) =

∫

A

Y ′(ω) dPr(ω) (∀A ∈ A).

ε > 0 を取り, A := {ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ ε} とする. A ∈ F であるこ
とから (ii) から

0 =

∫

A

X(ω) dPr(ω)−
∫

A

X(ω) dPr(ω)

=

∫

A

Y (ω) dPr(ω)−
∫

A

Y ′(ω) dPr(ω)

=

∫

A

{
Y (ω)− Y ′(ω)

}
dPr(ω)

≥ ε

∫

A

dPr(ω) = εPr(A)

となり, Pr(A) = 0 がわかる.

{
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) > 0

}
=

∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ 1

n

}

と表現できることとすべての ε > 0 に対して Pr(A) = 0 なので

Pr

({
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) > 0

})
= Pr

( ∞⋃
n=1

{
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ 1

n

})

= lim
n→∞

Pr

({
ω ∈ Ω; Y (ω)− Y ′(ω) ≥ 1

n

})

= 0

がわかる. よって

Pr
(
ω ∈ Ω; Y (ω) ≤ Y ′(ω)

)
= 1

となる. 次にA := {ω ∈ Ω; Y ′(ω)−Y (ω) ≥ ε}として, 同じ議論を行えば

Pr
(
ω ∈ Ω; Y (ω) ≥ Y ′(ω)

)
= 1.

よって

Pr
(
ω ∈ Ω; Y (ω) = Y ′(ω)

)
= 1

となる. 2
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定義 C.91. 定義 C.88 で定めた Y を

Y (ω) = E
[
X| F]

(ω)

と記すことにする.

補題 C.92. E
[
X| F]

(ω) は存在する.

Proof. µ = Pr と書くことにする. まず X ≥ 0 とする. F 上の測度 ν を

ν(A) =

∫

A

X(ω) dµ(ω) (A ∈ F)

と定める. 単調収束定理を用いるとν は F 上の測度となる. さらに ν ¿ µ

である. よって Radon-Nikodym の定理より, F 可測関数 dν

dµ
が存在し

∫

A

E
[
X| F]

(ω) dµ(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) = ν(A)

=

∫

A

dν

dµ
(ω) dµ(ω) (A ∈ F) (C.52)

となる. A = Ω とすると
dν

dµ
≥ 0 は可積となる. Radon-Nikodym の一意

性から

E
[
X| F]

(ω) =
dν

dµ
(ω)

となる.

一般の場合については

X(ω) = X+(ω)−X−(ω),

X+(ω) = max{X(ω), 0}, X−(ω) = max{−X(ω), 0}

とする. Y1(ω) = E
[
X+| F]

(ω)とY2(ω) = E
[
X−1| F]

(ω)とおくと Y1−Y2

は F 可測である. さらに ∀A ∈ F に対して
∫

A

X(ω) dPr(ω) =

∫

A

X+(ω) dPr(ω)−
∫

A

X−(ω) dPr(ω)

=

∫

A

Y1(ω) dPr(ω)−
∫

A

Y2(ω) dPr(ω)
(
∵ (C.52)

)

=

∫

A

{
Y1(ω)−

∫

A

Y2(ω)

}
dPr(ω)

=

∫

A

(
Y1 − Y2

)
(ω) dPr(ω)

となる. よって
(
Y1 − Y2

)
(ω) = E

[
X| F]

(ω) がわかる. 2
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注意 C.93. 以下の記法を導入する.

(1) A ∈ A に対して

Pr
(
A| F)

(ω) := E
[
1lA| F

]
(ω)

と定める.

(2) A, B ∈ A に対して

Pr
(
A|B)

:=
Pr

(
A ∩B

)

Pr
(
B

)

と定める.

(3) X と Y を (Ω, A, Pr) 上の確率変数としたとき

E
[
X|Y ]

(ω) := E
[
X|σ(Y )

]
(ω)

とする. ただし σ(Y ) は Y によって生成された σ 加法族である. すな
わち

σ(Y ) := σ

[{
ω ∈ Ω; Y (ω) ≤ r (∀r ∈ R)

}]

である.

(4) X と Y を (Ω, A, Pr) 上の連続型確率変数とする. さらに (X, Y ) は
同時 p.d.f. p(x, y) を持つとする. 議論を簡単にするために ∀y ∈ R に対
して

∫
p(x, y) dx > 0

とする.

いま関数 g : R→ R で E
[|g(X)|] < ∞ なるものと考える. このとき

E
[
g(X)|Y ]

(ω) = h(Y (ω)), h(y) =

∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx

となる. これを示すためにA ∈ σ(Y ) を取る. このときある B ∈ B(R) が
存在して

A :=
{
ω ∈ Ω; Y (ω) ∈ B

}
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と書ける. したがって Fubini の定理から

E
[
h(Y )1lA

]
= E

[
h(Y )1lB(Y )

] (
∵ Y ∈ B ⇔ ω ∈ A

)

=

∫

B

∫
h(y)p(x, y) dx dy

=

∫

B

∫ {∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx

}
p(x, y) dx dy

(
∵ h の定義を代入

)

=

∫

B

{∫ ∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx
p(x, y) dx

}
dy

(
∵ Fubini の定理

)

=

∫

B

∫
g(x)p(x, y) dx∫

p(x, y) dx

{∫
p(x, y) dx

}
dy

=

∫

B

∫
g(x)p(x, y) dx dy

= E
[
g(X)1lA

] (
∵ Y ∈ B ⇔ ω ∈ A

)

となる. よって
∫

A

h
(
Y (ω)

)
dPr(ω) =

∫

A

g
(
X(ω)

)
dPr(ω)

なので

E
[
g(X)| F]

(ω) = h
(
Y (ω)

)

がわかる. 2

C.10 条件付き期待値の性質
定理 C.94. X, {Xn}∞n=1, Y を確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数列とする.

(1) E
[|X|] < ∞ かつ E

[|Y |] < ∞ とする. このとき a, b ∈ R に対して

E
[
aX + bY | F]

(ω) = aE
[
X| F]

(ω) + bE
[
Y | F]

(ω)

と成り立つ.

(2) さらに X ≤ Y のとき

E
[
X| F]

(ω) ≤ E
[
Y | F]

(ω)

が成り立つ.

(3) Xn ≥ 0 (n = 1, 2, . . .) かつXn ↑ X (n →∞) で E
[
X

]
< ∞ のとき

E
[
Xn| F

]
(ω) ↑ E

[
Y | F]

(ω) (n →∞)

が成り立つ.
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Proof. (1) あきらかに aE
[
X| F]

+ bE
[
Y | F]

は F 可測である. ∀A ∈ F
に対して

∫

A

{
aE

[
X| F]

(ω) + bE
[
Y | F]

(ω)
}

dPr(ω)

= a

∫

A

E
[
X| F]

(ω) dPr(ω) + b

∫

A

E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

= a

∫

A

X(ω) dPr(ω) + b

∫

A

Y (ω) dPr(ω)

=

∫

A

(
aX + bY )(ω) dPr(ω)

を得る.

(2) 条件付き期待値の定義より ∀A ∈ F に対して
∫

A

E
[
X| F]

(ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω) ≤
∫

A

Y (ω) dPr(ω)

=

∫

A

E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

を得る. ∀ε > 0 に対して

A :=
{
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω)− E
[
Y | F]

(ω) ≥ ε
}

とおくと Pr(A) = 0 となる. ε は任意だったので
{

ω ∈ Ω; E
[
X| F]

(ω) > E
[
Y | F]

(ω)

}

=
∞⋃

n=1

{
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω)− E
[
Y | F]

(ω) ≥ 1

n

}

となる. よって

Pr

({
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω) > E
[
Y | F]

(ω)

})

= lim
n→∞

Pr

({
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω)− E
[
Y | F]

(ω) ≥ 1

n

})
= 0

となるから

Pr

(
ω ∈ Ω; E

[
X| F]

(ω) ≤ E
[
Y | F]

(ω)

)
= 1

となる.

(3) Yn := X − Xn (n ∈ N) とおくと E
[
Yn| F

] ↓ 0 (n → ∞) を示せばよ
い. Yn ↓ 0 (n →∞) なので (2) の結果から

Zn(ω) := E
[
Yn| F

]
(ω)
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はほとんど確実に単調減少列なので

Z∞(ω) := lim
n→∞

E
[
Yn| F

]
(ω)

はほとんど確実に存在する. A ∈ F に対して
∫

A

Zn(ω) dPr(ω) =

∫

A

Yn(ω) dPr(ω)

である. n →∞ のとき Yn(ω) ↓ 0 (n →∞) なので, 単調収束定理から
∫

A

Z∞(ω) dPr(ω) = 0 (∀A ∈ F)

となる. よってZ∞ ≡ 0 となる. 2

定理 C.95. F1 ⊂ F2 ⊂ A とする. このとい

(1) E
[
E
[
X| F1

]| F2

]
(ω) = E

[
X| F1

]
(ω).

(2) E
[
E
[
X| F2

]| F1

]
(ω) = E

[
X| F1

]
(ω).

Proof. (1) F1 ⊂ F2 なので, E
[
X| F1

]
は F2 可測でもある. よって A ∈ F2

に対して
∫

A

E
[
X| F1

]
(ω) dPr(ω) =

∫

A

E

[
E
[
X| F1

]∣∣∣∣F2

]
(ω) dPr(ω)

がわかる.

(2) E
[
X| F1

]
は F1 可測である. A ∈ F1 ⊂ F2 に対して

∫

A

E
[
X| F1

]
(ω) dPr(ω) =

∫

A

X(ω) dPr(ω)
(
∵ A ∈ F1

)

=

∫

A

E
[
X| F2

]
(ω) dPr(ω)

(
∵ A ∈ F2

)

=

∫

A

{
E

[
E
[
X| F2

]∣∣∣∣F1

]
(ω)

}
dPr(ω)

(
∵ A ∈ F1

)

より

E
[
X| F1

]
(ω) = E

[
E
[
X| F2

]∣∣∣∣F1

]
(ω)

がわかる.

定理 C.96. X は F 可測とし, E
[|X|] < ∞ かつ E

[|XY |] < ∞ とする.

このとき

E
[
XY | F]

(ω) = X(ω)E
[
Y | F]

(ω) (C.53)

が成立する.
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Proof. X(ω) = 1lB(ω) (∀B ∈ F) のとき (C.53) が成り立つことを示す.

∀A ∈ F に対して
∫

A

1lB(ω)E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω) =

∫

A∩B

E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

=

∫

A∩B

Y (ω) dPr(ω)

=

∫

A

1lB(ω)Y (ω) dPr(ω)

となる. よってX(ω) = 1lB(ω) のとき (C.53) は 成立する.

次に X, Y ≥ 0 とし, Xn は階段関数とし, Xn ↑ X (n → ∞) とする.

単調収束定理から
∫

A

X(ω)E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω) = lim
n→∞

∫

A

Xn(ω)E
[
Y | F]

(ω) dPr(ω)

= lim
n→∞

∫

A

E
[
XnY | F]

(ω) dPr(ω)
(
∵ (1) の結果

)

=

∫

A

lim
n→∞

E
[
XnY | F]

(ω) dPr(ω)
(
∵単調収束定理

)

=

∫

A

lim
n→∞

E
[
XY | F]

(ω) dPr(ω)
(
∵定理 C.94(3)

)

がわかり, X, Y ≥ 0のとき (C.53) は成立する.

最後に一般の X, Y に対して

X+ = max{X, 0}, X−1 = max{−X, 0}, Y + = max{Y, 0}, Y −1 = max{−Y, 0}

として, 上の結果を用いればよい. 2

C.11 Radon-Nikodym の定理と十分統計量
Radon-Nikodym の定理から導かれることを用いて Fisher-Neyman の
因子分解定理の測度論的な証明を与える.

補題 C.97. µ を可測空間 (X, A) 上の σ 有限測度とし, N を (X, A) 上
の測度の集合で, ∀ν ∈ N に対して, ν ¿ µ をみたしているとする. この
とき非負の数列 {cn}∞n=1 で

∑∞
n=1 cn = 1 なるものと {νn}∞n=1 ⊂ N が存

在して ∀ν ∈ N に対して ν ¿ ∑∞
n=1 cnνn となる.

Proof. N が可算集合ならば定理の主張は自明であるので, N は非可算と
する.

µ は有限測度の場合は
λ = µ
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とおく. µ が有限測度でない場合にはX の可算個の部分集合 {Xn}∞n=1 を
うまくとると

X =
∞⋃

n=1

Xn; 0 < µ(Xn) = dn < ∞

とできる. ∀B ∈ A に対して

λ(B) :=
∞∑

n=1

µ(B ∩ Xn)

2ndn

とおく. いずれの場合でも λ は有限測度で ν ¿ λ (∀ν ∈ N ) となる6. こ
こで

Q :=

{ ∞∑
n=1

cnνn;
∞∑

n=1

cn = 1 cn ∈ R, かつ {νn}∞n=1 ⊂ N
}

とする. 明らかに

β ∈ Q ⇒ β ¿ λ

である.

つぎに

D :=

{
C ∈ A; ∃Q ∈ Q s.t. λ

({
x ∈ C;

dQ

dλ
(x) = 0

})
= 0 かつQ(C) > 0

}

とする. まず D 6= ∅ を確認する. そのために ν ∈ N で ν 6= 0 なるもの
を取り

C :=

{
x ∈ X;

dν

dλ
(x) > 0

}

とする. Q = ν としたとき
{

x ∈ C;
dν

dλ
(x) = 0

}
= ∅

となり

Q(C) = ν(C) = µ(X) > 0

6λ(A) = 0 なる A ∈ A をとる. すると µ(A∩Xn) = 0 (∀n ∈ N) となる. したがって

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(A ∩ Xn) = 0

となる. ν ¿ µ から ν(A) = 0 となる. よって λ ¿ µ がわかる.
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となる. よって C ∈ D となる. λ は有限測度なので

sup
C∈D

λ(C) =: c < ∞

となる. よって {Cn}∞n=1 ⊂ D かつC1 ⊂ C2 ⊂ · · · をうまくとると

lim
n→∞

λ(Cn) = c

とできる. ここで

C0 :=
∞⋃

n=1

Cn

とおき, Qn ∈ Q (n ∈ N) で

Qn(Cn) > 0 かつλ

({
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

})
= 0

なるもの7を取る. さらに

Q0 :=
∞∑

n=1

Qn

2n
∈ Q

(
∵

∞∑
n=1

1

2n
= 1

)

とおく. すると

dQ0

dλ
=

∞∑
n=1

1

2n

dQn

dλ

かつ
{

x ∈ C0;
dQ0

dλ
(x) = 0

}
⊂

∞⋃
n=1

{
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

}

となる. このことより

λ

({
x ∈ C0;

dQ0

dλ
(x) = 0

})
≤

∞∑
n=1

λ

({
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

})

となるで, C0 ∈ D がわかる. さらに

λ(C0) = λ

( ∞⋃
n=1

Cn

)
= lim

n→∞
λ(Cn) = c

がわかる.

7Cn ∈ D なのでこのような Qn ∈ Q が取れる.
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あとはQ0 ∈ Q なので ∀ν ∈ N に対して ν ¿ Q0 を示せばよい. その
ために A ∈ A で Q0(A) = 0 なるものと ∀ν ∈ N を取る. x ∈ C0 に対
して

Q0(A ∩ C0) ≤ Q0(A) = 0 かつ
dQ0

dλ
(x) > 0 (∀x ∈ C0)

となる8ので

λ(A ∩ C0) = 0 ⇒ ν(A ∩ C0) = 0 (∵ ν ¿ λ)

となる. ここで

C :=

{
x ∈ X;

dν

dλ
(x) > 0

}

とおく. すると

x ∈ Cc ⇒ dν

dλ
(x) = 0

なので

ν(A ∩ Cc
0 ∩ Cc) ≤

∫

Cc

dν

dλ
(x) dλ(x) = 0

となる. さらにD := A∩Cc
0 ∩C とおくとD∩C0 = ∅ となる. λ(D) > 0

のとき

λ(C0 ∩D) > λ(D)

であり

Q0

({
x ∈ D;

dQ0

dλ
(x) = 0

})
= 0

となる9となるので, D ∈ D となる. 明らかに C0 ∪D ∈ D であり

λ(C0 ∪D) > λ(C0) = c

8x ∈ C0 のときある n ∈ N があって x ∈ Cn となる. すると

λ

({
x ∈ Cn;

dQn

dλ
(x) = 0

})
= 0

なので
dQ0

dλ
(x) > 0

となる.
9

Q0 ∈ Q ⇒ Q0 ¿ λ

であることからわかる.
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となるので, c の定義10と矛盾する. しがたって

λ(D) = 0 かつ ν(D) = 0

となる. このことより

ν(A) = ν(A ∩ C0) + ν(A ∩ Cc
0)

= ν(A ∩ C0) + ν(A ∩ Cc
0 ∩ Cc) + ν(A ∩ Cc

0 ∩ C)

= ν(A ∩ C0) + ν(A ∩ Cc
0 ∩ Cc) + ν(D) = 0

がわかる. よって定理が証明された. 2

定理 C.98. ν を可測空間 (X, A) 上の σ 有限測度とし,

P = {P; P は (X, A) 上の確率分布で, P ¿ ν}

を統計的モデルとする. X を母集団分布 P ∈ P からの標本とし, T (X)

を統計量とする. このとき T (X) は P に対する十分統計量であるための
必要十分条件は, (X, A) 上の可測関数 h (これは P ∈ P に依存しない)と
T の値域上の可測関数 gP (これは P ∈ P に依存する) が存在して

dP

dν
(x) = gP(T (x))h(x), P− a.s. (C.54)

と書けることである.

Proof. (⇒) の証明: T は P に対する十分統計量とする. 補題 C.97 か
ら, {Pn}∞n=1 ⊂ P と数列 {cn}∞n=1 (

∑∞
n=1 cn = 1) をうまく取れば

P ¿ Q =
∞∑

n=1

cnPn

とできる. ここで
dQ

dν
は P ∈ P に依存しないことに注意する. E[ · ]

と E[ · |T ] を P に関する期待値と条件付き期待値とし, EQ[ · ], EPn [ · ] と
EQ[ · |T ], EPn [ · |T ] を Q, Pn それぞれにに関する期待値と条件付き期待
値とする. T は十分統計量であるので T を与えたときの X の条件付き
分布は P ∈ P に依存しないので

E[1lA(X)|T ] = EPn [1lA(X)|T ] (∀A ∈ A) (C.55)

10c = supC∈D λ(C) である.
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が成立することに注意する. ∀A ∈ A と B ∈ σ(T ) に対して

Q(A ∩B) =
∞∑

n=1

cnPn(A ∩B) =
∞∑

n=1

cnEPn [1lA∩B(X)]

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
EPn [1lA∩B(X)|T ]

]
(∵条件付き期待値の性質

)

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
EPn [1lA(X)1lB(X)|T ]

]

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
1lB(X)EPn [1lA(X)|T ]

] (
∵ 1lB(X) は σ(T ) 可測

)

=
∞∑

n=1

cnEPn

[
1B(X)E[1lA(X)|T ]

] (
∵ (C.55)

)

=
∞∑

n=1

cn

∫

B

{
E[1lA(X)|T ](x)

}
dPn

=

∫

B

{
E[1lA(X)|T ](x)

} ∞∑
n=1

cn dPn

(
∵有界収束定理

)
　

=

∫

B

{
E[1lA(X)|T ](x)

}
dQ(x)

となる. 一方

Q(A ∩B) =

∫

B

1lA(x) dQ(x) =

∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dQ(x)

となるので

E[1lA(X)|T ](x) = EQ[1lA(X)|T ](x), Q− a.s.

を得る. いま
dP

dQ
(x) =: gP

(
T (x)

)
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とおくと ∀A ∈ A に対して

P(A) = E[1lA(X)] = E
[
E[1lA(X)|T ]

]
=

∫ {
E[1lA(X)|T ](x)

}
dP(x)

=

∫ {
EQ[1lA(X)|T ](x)

dmathsfP

dQ
(x)

}
dQ(x)

=

∫ {
EQ[1lA(X)|T ](x) gP(T (x))

}
dQ(x)

=

∫ {
EQ[1lA(X)gP(T (X))|T ](x)

}
dQ(x)

(
∵ gP(T (x)) は σ(T ) 可測

)

= EQ

[
1lA(X)gP(T (X))

] (
∵条件付き期待値の定義

)

=

∫ {
1lA(x)gP(T (x))

}
dQ(x)

=

∫

A

{
gP(T (x))

dQ

dν
(x)

}
dν(x)

となる. よって　

h =
dQ

dν

ととればよいことがわかる.

(⇐) の証明: (C.54) が成り立つとする. T が P に対する十分統計量で
あることを示すために

P(A|T ) = EQ[1lA(X)|T ] P− a.s.

⇔
∫

B

{
P(A|T )(x)

}
dP(x) =

∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dP(x)

(∀B ∈ σ(T )
)

(C.56)

を示せばよい. Radon-Nikodym の微分の性質と (C.54) から

dP

dQ
(x) =

dP

dν
(x)

/
dQ

dν
(x) =

dP

dν
(x)

/ ∞∑
n=1

cn
dPn

dν
(x)

= gP(T (x))h(x)

/ ∞∑
n=1

cngPn(T (x))h(x)

= gP(T (x))

/ ∞∑
n=1

cngPn(T (x))

となることに注意する. このことより
dP

dQ
(x) は σ(T ) 可測であることが
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わかる. ∀B ∈ σ(T ) に対して
∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dP(x) =

∫

B

{
EQ[1lA(X)|T ](x)

}
dQ(x)

=

∫

B

{
EQ

[
1lA(X)

dP

dQ
(X)

∣∣∣∣T
]
(x)

}
dQ(x)

=

∫

B

{
1lA(x)

dP

dQ
(x)

}
dQ(x)

(
条件付き期待値の定義

)

=

∫

B

1lA(x) dP(x) =

∫

B

{
E[1lA|T ](x)

}
dP(x)

=

∫

A

{
P(A|T )(x)

}
dP(x)

となる. よって (C.56) が示されたので, T は P に対する十分統計量とな
ることがわかる. 2

C.12 積分と導関数

C.13 章末注釈と参考文献
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