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講義内容

前回の講義の記号の復習

3.1確率に対する不等式

3.2期待値に対する不等式

4.1確率変数列の収束のタイプ

4.2大数の弱法則と強法則

4.3中心極限定理

4.4デルタ法
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記号の復習 (1)

(Ω, A, Pr): 確率空間.
Aは σ加法族.
Pr : A −→ [0, 1]は確率測度.

X は確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数
⇔ ∀r ∈ Rに対して

X−1((r, ∞)) = {
ω ∈ Ω; X(ω) > r}.

確率変数 X の分布 PX

PX(B) = Pr(ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B} (∀B ∈ B(R))
ここで, B(R)は Borel集合族. すなわち, Rの開集合族を含む
最小の σ加法族.
確率変数 X の累積分布関数 FX: x ∈ Rに対して

FX(x) = PX((−∞, x])] = Pr
(
ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x).

FX が階段関数⇒ X は離散型確率変数.
FX が連続関数⇒ X は連続型確率変数.
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記号の復習 (2)

確率変数 X は離散型のとき

pX(x) = FX(x) − FX(x−)

を確率関数 (p.m.f.)という.
確率変数 X は連続型のとき

FX =

∫ x

−∞
pX(t) dt

をみたす非負関数 pX(存在するならば)を確率密度関数
(p.d.f.)という.
確率変数 X の期待値を

E[X] =
{ ∑

x xpX(x) (離散型の場合)∫
R

xpX(x) dx (連続型の場合)

ただし,和および積分の中を絶対値をとったものが有限ののとき.
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記号の復習 (3)

確率変数 X の分散: E[X2] < ∞のとき

Var[X] = E
[{X − E[X]}2]

FX( · )が階段関数のとき, X を離散型確率変数という.

確率変数 X の積率母関数 (m.g.f.): 原点を含むある近傍
(−z0, z0)があって, ∀t ∈ (−z0, z0)に対して

mX(t) = E
[etX]
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3.1確率に対する不等式 (1)

定理 3.1 (Markovの不等式) X を非負値確率変数 1とし,
E[X] < ∞とする. このとき, ∀t > 0に対して

Pr
(X ≥ t) ≤ min

{E[X]
t
, 1

}
.

証明 X は連続型で p.d.f. pを持つ場合を示す.

E[X] =
∫ ∞

0
xp(x) dx =

∫ t

0
xp(x) dx +

∫ ∞

t
xp(x) dx ≥

∫ ∞

t
xp(x) dx

≥ t
∫ ∞

t
p(x) dx = tPr(X ≥ t)

からわかる. □

1Pr(X ≥ 0) = 1をみたす確率変数.
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3.1確率に対する不等式 (2)

系 3.2 λ > 0とする. X を確率変数とし E
[eλX] < ∞とする. こ

のとき ∀t > 0に対して

Pr
(X ≥ t) ≤ e−λtE

[eλX]
が成り立つ.
証明 eλX は非負値確率変数なので定理 3.1を適用すれば

Pr
(X ≥ t) = Pr

(eλX ≥ eλt) ≤ e−λtE
[eλX]

となる. □
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3.1確率に対する不等式 (3)

系 3.3(Chebyshevの不等式) X を確率変数とし
µ = E[X], σ2 = Var[X] < ∞ (0 < σ < ∞)とする. このとき
∀t > 0に対して

Pr
(|X − µ| ≥ t) ≤ σ2

t2

が成り立つ.
証明 (X − µ)2 に対してMarkovの不等式 (定理 3.1)を適用する.
すると

Pr
(|X − µ| ≥ t) = Pr

((X − µ)2 ≥ t2) ≤ E[(X − µ)2]

t2

がわかる. □
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3.2期待値に対する不等式 (1)

定理 3.10 (Cauchy-Schwarzの不等式) 確率変数 X と Y は 2次の
有限な期待値を持つとき

E
[|XY|] ≤ √

E[X2] E[Y2]

となる.
証明 E[X2] = E[Y2] = 0のとき,補題 ??から

Pr(X = 0) = Pr(Y = 0) = 1となるので,不等式は自明である. こ
のことを踏まえ, E[X2] , 0として証明を進める.
いま, g(t) := E

[(tX − Y)2]とおく. 期待値の中を展開して期待値
の線型性を用いると

0 ≤ g(t) = E
[t2X2 − 2tXY + Y2]

= E[X2]
{

t −
E[XY]
E[X2]

}2
+

E[X2]E[Y2] − {E[XY]}2

E[X2]

となる.
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3.2期待値に対する不等式 (2)

定理 3.10の証明の続き これから

g
(E[XY]

E[X2]

)
=

E[X2]E[Y2] − {E[XY]}2

E[X2]
≥ 0

⇔ E[X2]E[Y2] − {E[XY]}2 ≥ 0

⇔
∣∣∣∣∣E[XY]

∣∣∣∣∣ ≤ √
E[X2]E[Y2] (1)

を得る. (1)において, X, Y を |X|, |Y|と置き換えると定理の不等
式は示される.
等号が成立するのは資料を参照のこと. □
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3.2期待値に対する不等式 (3)

定義 3.11 関数 g : R → Rが凸であるとは各 x, y ∈ Rと
0 ≤ ∀t ≤ 1に対して

g(tx + (1 − t)y) ≤ t g(x) + (1 − t)g(y)

が成立するときをいう. さらに −gが凸のとき gは concaveであ
るという.

【注意】(1) a < bとし,関数 g : [a, b] −→ Rは凸としたとき,
関数 gは (a, b)で連続であることが知られている.
(2) gを R上の凸関数とする. このとき, ∀x0 ∈ Rに対して,ある
r0 ∈ Rが存在して

g(x) ≥ r0(x − x0) + g(x0) (∀x ∈ R)

となることが知られている. 実は同値条件.
例 g(x) = |x|とし, x0 = 0としたとき

g(x) ≥ r0x (−1 ≤ r0 ≤ 1).

x0 > 0のとき, r0 = 1; x0 < 0のとき, r0 = −1.
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3.2期待値に対する不等式 (4)

定理 3.12(Jensenの不等式) X を有限な期待値を持つ確率変数と
する. (1)関数 g : R → Rは凸で g(X)の期待値は有限のとき

E[g(X)] ≥ g(E[X])

となる.

証明 ∀x ∈ Rに対してある定数 r0 ∈ Rが存在 2して

g(E[X]) + r{x − E[X]} ≤ g(x)

となる. xに X を代入して上の不等式の両辺の期待値を取れば

g(E[X]) ≤ E[g(X)]

がわかる. □
2前のスライドの注意を参照.
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4確率変数列と分布族の収束 (1)

復習 実数列 {xn}が点 xに収束するとは,任意の ϵ > 0に対して
ある正の整数 N ∈ Nが存在して

∀n > N ⇒ |xn − x| < ϵ

が成り立つことである. このことを limn→∞ xn = xと書いた. たと
えば xn = x (∀n ∈ N)ならば,明らかに limn→∞ xn = xとなる.

すると |a| < ∞, |b| < ∞に対して, limn→∞ an = a; limn→∞bn = b
のとき

lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞

an ± lim
nt→∞

bn, lim
n→∞

anbn = lim
n→∞

an lim
ntø∞

bn.

関数 g : R −→ Rは連続で, limn→∞ an = aのとき

lim
n→∞

g(an) = g(a).
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4確率変数列と分布族の収束 (2)

これと同じことを確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上の確率変数列について

考えてみる.
X1, X2, . . .

i.i.d.∼ N(0, 1)

とする. すなわちこの確率変数列の任意の有限個の確率変数列は
独立同一に N(0, 1)に従う. さらに別の確率変数 X も N(0, 1)に従
うとする. このとき Xnは X に「収束」するとしたい. しかし

Pr
(Xn , X)

= 1 (∀n ∈ N)

である.
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4確率変数列と分布族の収束 (2)

別の例をあげる. X1, X2, . . .は独立で

Xn ∼ N
(
0,

1
n

)
(n = 1, 2, . . .)

とする. 直観的には,十分大きな nに対して Xnは 0の近辺に集中
すると予想するだろう. 実際, Chebyshevの不等式から, ∀ϵ > 0
に対して

Pr
(|Xn| ≥ ϵ

) ≤ Var[Xn]
ϵ2

=
1

nϵ2

n→∞−→ 0.

よって

Pr
(|Xn| < ϵ

) n→∞−→ 1.

しかし Xnは連続型確率変数なので,すべての nに対して

Pr
(Xn = 0) = 0

である. これらの例から,確率変数列の収束については,実数列の
収束とは異なる道具立てが必要になることがわかる.
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4確率変数列と分布族の収束 (3)

この章では確率変数列の収束の定義を述べ,これに関わる基本的
な事項をまとめたうえで次の重要な事項を説明する.

(1) 大数の法則. X1, X2, . . .を i.i.d.確率変数列とし

Xn =
1
n

n∑
j=1

X j, µ = E[X1] (−∞ < µ < ∞)

とする. このとき Xnは高い確率で µの近くにいることを保
証する定理である.

(2) 中心極限定理. Var[X1] = σ2 (0 < σ < ∞)とする. nが十分大
きいとき

√
n(Xn − µ

)
の分布は正規分布で近似できることを

保証する定理である.

以上の事項について証明なしで主張まずを紹介する.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (1)

定義 4.1 確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上の X, X1, X2, . . .を確率変数列

とする. さらに,各 Xn (n = 1, 2, . . .)の c.d.f. を Fn, X の c.d.f.を
Fとする.

(1) 確率変数列 {Xn}は確率変数 X に確率収束するとは, ∀ϵ > 0
に対して

lim
n→∞

Pr
(∣∣∣Xn − X

∣∣∣ ≥ ϵ) = 0

が成り立つときをいう. このことを Xn
P→ X (n→ ∞)と書く.

(2) 確率変数列 {Xn}は確率変数 X に概収束するとは

Pr
(
ω ∈ Ω; lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

)
= 1

が成り立つときをいう. このことを Xn
a.s.→ X (n→ ∞)と書く.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (2)

定義 4.1の続き

(3) 確率変数列 {Xn}は確率変数 Xに分布収束するとは, Fのすべ
ての連続点 xにおいて

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)

が成り立つときをいう. このことを Xn ⇝ X (n→ ∞)と書
く. また, Xn ⇝ X (n→ ∞)かつ X ∼ N(0, 1)のときには
Xn ⇝ N(0, 1) (n→ ∞)とも書くことがある.

注意 4.2 (1) cを定数とする. Pr(X = c) = 1かつ Xn
P→X とき

Xn
P→cと記す.

(2) Pr(X = c) = 1かつ Xn ⇝ X (n→ ∞)とき Xn ⇝ c (n→ ∞)
と記す. □
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4.1確率変数列の収束のタイプ (3)

定義 4.3 X1, X2, . . .を確率変数列とし X を別の確率変数とする.
さらに E

[X2
n
]
< ∞, E[X2] < ∞ (n = 1, 2, . . .)とする. 確率変数列

{Xn}が確率変数 X に平均 2乗の意味で収束するとは

lim
n→∞

E
[(Xn − X)2] = 0

が成り立つときをいう. このことを Xn
q.m.
→ Xと記すであるという.

定理 4.4 (1) Xn
a.s.→ X (n→ ∞)ならば, Xn

P→ X (n→ ∞)で
ある.

(2) Xn
q.m.
→ X (n→ ∞)ならば, Xn

P→ X (n→ ∞)である.
証明 資料を参照のこと.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (4)

例 4.7 X1, X2, . . .は同じ確率空間 (Ω, A, Pr)上で定義された独
立な確率変数列で

Xn ∼ Ber(pn) (n ∈ N)

とする. ただし, 0 < pn < 1とする.

Xn
P→ 0 (n→ ∞) ⇔ pn

n→∞−→ 0,

Xn
a.s→ 0 (n→ ∞) ⇔

∞∑
n=1

pn
n→∞−→ 0,

反例は資料の例 4.7を参照. □
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4.1確率変数列の収束のタイプ (5)

定理 4.9 次に関係が成立する.

(1) Xn
q.m.
→ X ⇒ Xn

P→X (n→ ∞)である.

(2) Xn
P→X ⇒ Xn ⇝ X (n→ ∞)である.

(3) Xn ⇝ X かつある定数 cがあって Pr(X = c) = 1のとき
Xn

P→c (n→ ∞)である.

証明 資料の節 4.5.3を参照.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (6)

注意 4.10 定理 4.9(1)(2)の逆は一般に成立しない.
(1)定理 4.9(1)の逆の反例.
U ∼ Unif(0, 1), Xn =

√
n1l(0, 1/n)(U) (n = 1, 2, . . .), X = 0とおく.

このとき ∀ϵ > 0に対して

Pr
(∣∣∣Xn

∣∣∣ ≥ ϵ) = Pr
(√n1l(0, 1/n)(U) ≥ ϵ) = Pr

(
0 < U <

1
n

)
= Pr

(
0 ≤ U ≤ 1

n

)
=

1
n

n→∞−→ 0

となる. よって Xn
P→X (n→ ∞)である. しかし

E
[X2

n
]
= n

∫ 1/n

0
du = 1

なので, Xn
q.m.
→ X (n→ ∞)は成立しない.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (7)

注意 4.10の続き
(2)定理 4.9(2)の逆の反例. X ∼ N(0, 1)とし,
Xn = −X (n = 1, 2, . . .)とする. したがって, Xn ∼ N(0, 1)であ
る. 明らかに

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)

である. よって Xn ⇝ X となる. しかし ∀ϵ > 0に対して

Pr
(∣∣∣Xn − X

∣∣∣ > ϵ
)
= Pr(|2X| > ϵ) = Pr

(
|X| > ϵ

2

)
, 0

である. よって Xn
P→X (n→ ∞)は成立しない. □
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4.1確率変数列の収束のタイプ (8)

注意 4.11 以上の結果をまとめると

Xn
a.s.→ X ⇒ Xn

P→ X ⇒ Xn ⇝ X
⇑

Xn
q.m.
→ X

となる.
「Xn ⇝ X ⇒ Xn

q.m.
→ X」も「Xn

q.m.
→ X ⇒ Xn ⇝ X」も一

般には真ではない反例は演習問題 4.4と 4.5を参照のこと. □ □

24 / 57



4.1確率変数列の収束のタイプ (9)

定理 4.12 (Portmanteauの補題)
確率変数列 Xn (n = 1, 2, . . .), Xに対し, Xnと Xの分布関数を Fn
と Fとそれぞれ書く. このとき,以下の (1) ∼ (7)は同値である.
(1) Xn ⇝ X である.
(2) R上の任意の有界連続関数 gに対して

lim
n→∞

E[g(Xn)] = E[g(X)]

である.
(3) R上の任意の有界 Lipshitz連続関数 gに対して

lim
n→∞

E[g(Xn)] = E[g(X)]

である.
(4) R上の任意の非負値連続関数 gに対して

lim inf
n→∞

E[g(Xn)] ≥ E[g(X)]

である.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (10)

定理 4.12 (Portmanteauの補題)の続き
(5) Rの任意の開集合 Oに対して

lim inf
n→∞

Pr(Xn ∈ O) ≥ Pr(X ∈ O)

である.
(6) Rの任意の閉集合 Cに対して

lim sup
n→∞

Pr(Xn ∈ C) ≤ Pr(X ∈ C)

である.
(7) Rの任意の Borel集合 Bが Pr(X ∈ ∂B) = 0ならば

lim
n→∞

Pr(Xn ∈ B) = Pr(X ∈ B)

である. ただし, ∂Bは Bの境界である.
証明 節 4.5.4を参照のこと.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (10)

定理 4.14 Xn, X, Yn, Y (n = 1, 2, . . .)は確率変数列とする.
g : R → Rを連続関数とし, cを定数とする.

(1) Xn
P→X かつ Yn

P→Y ⇒ Xn + Yn
P→X + Y (n→ ∞)である.

(2) Xn
q.m.
→ X かつ Yn

q.m.
→ Y ⇒ Xn + Yn

q.m.
→ X + Y (n→ ∞)である.

(3) Xn ⇝ X かつ Yn
P→c ⇒ Xn + Yn ⇝ X + c (n→ ∞)である.

(4) Xn
P→X かつ Yn

P→Y ⇒ XnYn
P→XY (n→ ∞)である.

(5) Xn ⇝ X かつ Yn
P→c ⇒ XnYn ⇝ cX (n→ ∞)である.

(6) Xn
P→X ⇒ g(Xn)

P→g(X) (n→ ∞)である.

(7) Xn ⇝ X ⇒ g(Xn)⇝ g(X) (n→ ∞)である.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (11)

定理 4.14(6)の証明 関数 gは x0 (∈ R)で連続なので,任意の
ϵ > 0に対して, ∃δ > 0があって

∀x ∈ R : |x − x0| < δ ⇒ |g(x) − g(x0)| < ϵ

である. よって

{ω ∈ Ω : |X(ω) − Xn(ω)| < δ} ⊂ {ω ∈ Ω : |g(X(ω)) − g(Xn(ω))| < ϵ}
となる. 上式の補事象を取り,補題 ??(4)の後半の主張を適用す
ると

Pr
(|X − Xn| ≥ δ

) ≥ Pr
(|g(X) − g(Xn)| ≥ ϵ))

がわかる. よって, g(Xn)
P→ g(X)が示せた.

定理 4.14(7)の証明 g ◦ f が有界連続関数となるように有界連
続関数 f を取る. Xn ⇝ X (n→ ∞)と定理 4.12から

lim
n→∞

E[ f (g(Xn))] = lim
n→∞

E[( f ◦ g)(Xn)] = E[( f ◦ g)(X)] = E[ f(g(X))]
から (7)は示される. □28 / 57



4.1確率変数列の収束のタイプ (12)

定義 4.15 (1) {Xn}∞n=1
, {Yn}∞n=1

を確率変数列とし,すべての
n ≥ 1に対して, Pr(Yn > 0) = 1とする. Xn = oP(Yn)であるとは

Xn

Yn

P→ 0 (n→ ∞)

が成り立つときをいう.
(2) Xn = Op(Yn)であるとは,任意の ϵ > 0に対して,ある Kϵ > 0
が存在して

Pr
(∣∣∣∣∣Xn

Yn

∣∣∣∣∣ > Kϵ

)
< ϵ

が成り立つときをいう.
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4.1確率変数列の収束のタイプ (13)

注意 4.16 次の関係式が成り立つことが証明できる.
(1) oP(1) + OP(1) = OP(1),
(2) OP(1) + OP(1) = OP(1),
(3) oP(1) + oP(1) = oP(1),
(4) OP(1) · OP(1) = OP(1),
(5) oP(1) · OP(1) = oP(1).
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4.2大数の法則 (1)

定理 4.17 X1, X2, . . .は確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上の i.i.d. 確率変

数列とする. E
[∣∣∣X1

∣∣∣] < ∞のとき
Xn :=

1
n
(X1 + X2 + · · · + Xn

) P→ µ, (n→ ∞)

が成立する. ただし, µ = E[X1]である.

証明 より強い条件 E
[X2

1
]
< ∞のもとで定理の主張を証明する.

定理の仮定のもとの証明は節 4.5.1で与える. Var[X1] = σ2 とお
く. Chebyshevの不等式 (系 ??)より

Pr
(∣∣∣Xn − µ

∣∣∣ ≥ ϵ) ≤ Var
[Xn

]
ϵ2

=
σ2

nϵ2

n→∞−→ 0

よりわかる.
仮定のもとでの証明は,節 4.5.1を参照せよ. □
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4.2大数の法則 (2)

4次の積率が有限という仮定のもとで大数の強法則を証明するた
めに,次の補題が必要となる. 大数の強法則も
E[|Xn|] < ∞ (n = 1, 2, . . .)のもとで成立することに注意せよ.

補題 4.18 X1, X2, . . .は非負値確率変数列で,条件

∞∑
n=1

E[Xn] < ∞ (2)

をみたすとする. このとき

Pr
(
ω ∈ Ω;

∞∑
n=1

Xn(ω) < ∞
)
= 1

が成り立つ.
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4.2大数の法則 (3)

証明 背理法で証明する. そのために

Pr
( ∞∑

k=1

Xk < ∞
)
< 1

を仮定する. さらに事象 Fと N を

F : =
{
ω ∈ Ω;

∞∑
k=1

Xk(ω) < ∞
}
, N :=

{
ω ∈ Ω;

∞∑
k=1

Xk(ω) = ∞
}

で定める. このとき

Ω = F ∪ N かつ F ∩ N = ∅

が成り立つ. したがって

1 = Pr(Ω) = Pr
(F ∪ N)

= Pr(F) + Pr(N) (∵ Prの加法性)

がわかる. この関係式と背理法の仮定 Pr(F) < 1から Pr(N) > 0
となる.
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4.2大数の法則 (4)

証明の続き 一方, ω ∈ N のとき

∞∑
k=1

Xk(ω) = ∞

であり, ω ∈ Nc のとき

0 ≤
∞∑

k=1

Xk(ω) < ∞

である. したがって,任意の正の実数 r ≥ 0に対して

r1lN(ω) ≤
∞∑

k=1

Xk(ω) (∀ω ∈ Ω) (3)

が成り立つ. (3)の両辺の期待値をとる.
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4.2大数の法則 (5)

すると定義 2.5(4), (2)と (3)から

r × Pr(N) = E[r1lN] ≤ E
[ ∞∑

k=1

Xk

]
=

∞∑
k=1

E
[Xk

]
< ∞ (4)

を得る. (4)の最後の等号は単調収束定理からわかる. ここで
Pr(N) > 0であり, r ≥ 0は任意の実数だったので, r → ∞とすれ
ば, (4)の最左辺は +∞となるので,矛盾が生じる. したがって,
Pr(F) = 1が成り立つ. □
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4.2大数の法則 (6)

定理 4.19(大数の強法則) X1, X2, . . .は確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上

の i.i.d. 確率変数列とし, E
[∣∣∣X1

∣∣∣4] < ∞とする. このとき

Xn :=
1
n
(X1 + X2 + · · · + Xn

) a.s.→ µ, (n→ ∞) (5)

が成立する. ただし, µ = E[X1]である.
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4.2大数の法則 (7)

証明 まず

E
[∣∣∣X1

∣∣∣4] =: K < ∞, Tn = X1 + X2 + · · · + Xn, Xn =
Tn

n
とおく.
最初に, µ = 0として (5)を示す. 以下の事象の包含関係に注意す
る. すなわち{

ω ∈ Ω;
∞∑

n=1

(Xn(ω))4 < ∞
}
⊂

{
ω ∈ Ω; lim

n→∞
Xn(ω) = 0

}
が成立する. このことより

Pr
( ∞∑

n=1

X
4
n < ∞

)
= 1 (6)

がわかると
1 = Pr

( ∞∑
n=1

X
4
n < ∞

)
≤ Pr

(
lim
n→∞

Xn = 0
)
.

となり, µ = 0のときに (5)がわかる. 37 / 57



4.2大数の法則 (8)

証明の続き 以下では µ = 0として (6)を示す. そのために多項
定理を用いて, Tnを展開する. すると(X1 + · · · + Xn

)4
=

∑
ℓ1+···+ℓn=4

ℓ j≥0 ( j=1, ..., n)

4!
ℓ1! × ℓ2! × · · · × ℓn!

Xℓ1
1
× Xℓ2

2
× · · · × Xℓn

n

となる. ただし ℓ1, ℓ2, . . . , ℓnは 0以上の整数である. ここで
Xℓ1

1
, Xℓ2

2
, . . . , Xℓn

n は独立あることに注意すると

E
[T4

n
]
=

∑
ℓ1+ℓ2+···+ℓn=4
ℓ j≥0 ( j=1, 2, ..., n)

4!
ℓ1!ℓ2! × · · · × ℓn!

E
[Xℓ1

1
] × E

[Xℓ2
2
] × · · · × E

[Xℓn
n
]
.

さらに, E
[Xk

]
= µ = 0 (k = 1, 2, . . . , n)と

4!
2!2!

= 6を用いると

E
[T4

n
]
=

n∑
k=1

E
[X4

k
] + 6

∑
1≤k<ℓ≤n

E
[X2

k
]

E
[X2

ℓ

]
を得る. 38 / 57



4.2大数の法則 (9)

証明の続き ここで E
[X4

k
]
= K (k = 1, 2, . . . , n)と

Cauchy-Schwarzの不等式から

E
[X2

k
] ≤ √

E
[X4

k
]
=
√

K

となることに注意すると

E
[T4

n
] ≤ nK + 6

∑
1≤k<ℓ≤n

√
K
√

K = nK + 3n(n − 1)K ≤ 3Kn2

を得る. よって

∞∑
n=1

E
[X4

n
]
=

∞∑
n=1

1
n4

E
[T4

n
] ≤ 3K

∞∑
n=1

1
n2

< ∞

となる. したがって補題 4.18から (6)が成立することがわかる.
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4.2大数の法則 (10)

証明の続き つぎに µ , 0の場合を示す.
Yk = Xk − µ (k = 1, 2, . . . , n)とおくと

E
[Y4

k
] ≤ E

[{|Xk| + |µ|
}4] ≤ 8E

[|Xk|4 + |µ|4
] ≤ 8(K + µ4) < ∞

が成り立つ. したがってこの定理の証明の前半部分で得られた結
果から

Pr
(

lim
n→∞

1
n
(Y1 + Y2 + · · · + Yn

)
= 0

)
= 1

となる. 最後に, ∀ω ∈ Ωに対して

lim
n→∞

1
n
(Y1(ω) + Y2(ω) + · · · + Yn(ω)) = 0

⇔ lim
n→∞

1
n
(X1(ω) + X2(ω) + · · · + Xn(ω)) = µ

に注意すればよい. □
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4.3中心極限定理 (1)

定理 4.22(中心極限定理) X1, X2, . . .を i.i.d.確率変数列とし,
E[X1] = µ, Var[X1] = σ2 (0 < σ < ∞)とする. このとき

Zn :=
Xn − µ√
Var

[Xn
] =

√
n(Xn − µ

)
σ

⇝ Z (n→ ∞)

が成り立つ. ただし Xn =
1
n
(X1 + X2 + · · · + Xn

)
, Z ∼ N(0, 1)で

ある.

【注意】 Zn ⇝ Z ∼ N(0, 1)
⇔

lim
n→∞

Pr(Zn ≤ z) =
∫ z

−∞

1
√

2π
e−t2/s dt (∀z ∈ R).

証明 証明は補遺 A.2を参照.
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4.3中心極限定理 (2)

例 4.23 X1, X2, . . .を i.i.d. 確率変数列とし,
E
[X1

]
= µ, Var

[X1
]
= σ2 (0 < σ < ∞)とする. このとき中心極限

定理 (定理 ??)より

Zn =

√
n(Xn − µ

)
σ

⇝ N(0, 1) (n→ ∞) (7)

が成立する. ここで

S2
n :=

1
n − 1

n∑
j=1

(X j − Xn
)2, Sn =

√√√
1

n − 1

n∑
j=1

(X j − Xn
)2

とおく. すると

S2
n =

n
n − 1

{1
n

n∑
j=1

(X j − µ
)2 − (Xn − µ

)2
}

と書き直せる.
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4.3中心極限定理 (3)

例 4.23の続き 設定から E[(X1 − µ)2] = σ2 < ∞なので,大数の
弱法則 (定理 4.17)より

1
n

n∑
j=1

(X j − µ
)2 P→E

[(X1 − µ
)2]
= σ2, (8)

Xn
P→ µ (n→ ∞) (9)

である. (9)に対して,定理 4.14(6)(g(x) = (x − µ)2)を用いると(Xn − µ
)2 P→ 0 (n→ ∞) (10)

となる. さらに, (8), (10)と定理 4.14(3)(5)より

S2
n

P→σ2 (n→ ∞)

である. 再度,定理 4.14(6)を用いると
Sn

σ

P→ 1 (n→ ∞) (11)

がわかる.
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4.3中心極限定理 (4)

例 4.23の続き 最後に (7), (11)と定理 4.14(5)より

√
n(Xn − µ

)
Sn

⇝ N(0, 1) (n→ ∞)

を得る. □
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4.3中心極限定理 (5)

中心極限定理の証明についてのコメント

積率母関数を用いた証明⇒ cheat proof!

特性関数 ψXn(t) = E[e
√
−1tXn]を用いた証明がある. ここで,√

−1は虚数単位. すると

ψXn(t)
n→∞−→ ψX(t) ⇔ Xn ⇝ X (n→ ∞).

Lindeberg (1922)の証明.

⇔ Xn ⇝ X (n→ ∞) ⇔ E[g(Xn)]
n→∞−→ E[g(X)].

ただし, gは任意の有界連続関数.

Stein法を用いた証明.
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4.3中心極限定理 (6)

定理 4.24 X1, X2, . . .を i.i.d. 確率ベクトル列とする. ただし
j = 1, 2, . . .に対して

X j =


X1 j
X2 j
...

Xd j

 , µ =


µ1
µ2
...
µd

 =


E[X1 j]
E[X2 j]
...

E[Xd j]


とし,

Var[X1] = Σ =


Var[X11] Cov[X11, X21] · · · Cov[X11, Xd1]

Cov[X21, X11] Var[X21] · · · Cov[X21, Xd1]
...

...
. . .

...
Cov[Xd1, X11] Cov[Xd1, X21] · · · Var[Xd1]


は正定値とする. このとき任意の c ∈ Rd に対して

√
nc⊤(Xn − µ

)
⇝ N

(0, c⊤Σc) (n→ ∞)

が成立する.
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4.3中心極限定理 (7)

定理 4.24の続き このことを

√
n(Xn − µ

)⇝ Nd
(0, Σ) (n→ ∞)

と書くことにする.
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4.4デルタ法 (1)

{Yn}を確率変数列とする. Ynの極限分布が正規分布のとき滑らか
な実数値関数 g : R → Rに対して g(Yn)の極限分布を求めよう.

定理 4.25 Y1, Y2, . . .を確率変数列とし
√

n(Yn − µ
)

σ
⇝ N(0, 1) (n→ ∞)

とし, gは x = µの近傍で連続微分可能な関数で
•
g (µ) , 0とす

る. ただし, µ ∈ R, 0 < σ < ∞,
•
g (t) =

dg
dt

(t)である. このとき

√
n(g(Yn) − g(µ))∣∣∣ •g (µ)

∣∣∣σ ⇝ N(0, 1)

が成立する. すなわち

Yn ≈ N
(
µ,

σ2

n

)
⇒ g(Yn) ≈ N

(
g(µ), (•g (µ))2σ

2

n

)
である. ただし「≈」は「分布が近似できる」の意味である. 48 / 57



4.4デルタ法 (2)

証明 g(x)は x = µの近傍で連続微分可能である. このことから
ある δ1 > 0が存在して |x − µ| < δ1 なる任意の xに対して

g(x) − g(µ) = (x − µ)
∫ 1

0

•
g (
µ + t(x − µ)) dt (12)

が成立する. また
•
g (x)は x = µで連続なので,任意の ϵ > 0に対

してある δ2 > 0があって

|x − µ| < δ2 ⇒
∣∣∣ •g (x)−

•
g (µ)

∣∣∣ < ϵ

となる. よって |x − µ| < min(δ1, δ2) =: δなる任意の xに対して∣∣∣∣∣ ∫ 1

0

•
g (
µ + t(x − µ)) dt−

•
g (µ)

∣∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣ •g (
µ + t(x − µ))− •g (µ)

∣∣∣ dt

< ϵ

∫ 1

0
dt = ϵ (13)

となる.
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4.4デルタ法 (3)

証明の続き (13)より

Pr
(∣∣∣∣∣ ∫ 1

0

•
g (
µ + t(Yn − µ)) dt−

•
g (µ)

∣∣∣∣∣ ≥ ϵ) ≤ Pr
(∣∣∣Yn − µ

∣∣∣ ≥ δ)
(14)

が成立する.
√

n(Yn − µ
)/
σ⇝ N(0, 1)なので Yn

P→µである. (14)
から ∫ 1

0

•
g (
µ + t(Yn − µ)) dt

P→
•
g (µ) (15)

が成立する. |Yn − µ| < δが起こったとき, (12)に x = Ynを代入す
れば
√

n(g(Yn) − g(µ))
σ

=

√
n(Yn − µ

)
σ

∫ 1

0

•
g (
µ + t(Yn − µ)) dt (16)

を得る.
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4.4デルタ法 (4)

証明の続き さらに,
√

n(Yn − µ)/σ⇝ N(0, 1)と (15)に注意し
て定理 ??(5)を (16)に適用すれば
√

n(g(Yn) − g(µ))
σ

=

√
n(g(Yn) − g(µ))

σ
1l{|Yn − µ| < δ} +

√
n(g(Yn) − g(µ))

σ
1l{|Yn − µ| ≥ δ}

=

√
n(Yn − µ)
σ

∫ 1

0

•
g (
µ + t(Yn − µ)) dt1l{|Yn − µ| < δ}︸                                                    ︷︷                                                    ︸

•
g(µ)+oP(1)

+

√
n(g(Yn) − g(µ))

σ
1l{|Yn − µ| ≥ δ}︸                                           ︷︷                                           ︸

=oP(1)

⇝
•
g (µ)N(0, 1)

を得る. よって定理は示された. □
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4.4デルタ法 (3)

証明の続き したがって, Pr(An) = 0 (∀n ∈ N)がわかる. (??)と
合わせると Pr(A) = 0となる. よって

1 = Pr(Ac) = Pr
(({X ≤ 0} ∩ {X ≥ 0}) ∪ ({X ≤ 0} ∩ {X < 0}))

= Pr(X = 0) + Pr(X < 0)︸      ︷︷      ︸
=0

= Pr(X = 0)

が示せた. □
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4.4デルタ法 (4)

例 4.26 X1, X2, . . .を i.i.d. 確率変数列とし,
E
[X1

]
= µ, Var

[X1
]
= σ2 (0 < σ < ∞)とする. このとき中心極限

定理 (定理 ??)より
√

n(Xn − µ
)

σ
⇝ N(0, 1) (n→ ∞)

となる. いま

Wn = eXn

とおく. したがって g(x) = ex (x ∈ R)とすれば
•
g (x) = ex となる.

よってデルタ法 (定理 ??)より
√

n(Wn − eµ)
eµσ

⇝ N(0, 1) (n→ ∞)

となる. よって

Wn ≈ N
(
eµ,

e2µσ2

n

)
がわかる. □53 / 57



4.4デルタ法 (5)

定理 4.27(多次元デルタ法)
Yn = (Y1n, Y2n, . . . , Ydn)⊤ (n = 1, 2, . . .)を確率ベクトル列とし

√
n(Yn − µ

)⇝ Nd
(0d, Σ

) (n→ ∞)

とする. ただし µ ∈ Rd で Σは d × dの正値対称行列とする. 関数
g : Rd → Rは滑らかで

∇g(y) =



∂g
∂y1
∂g
∂y2
...
∂g
∂yd


, y =


y1
y2
...

yd

 , ∇µ := ∇g(y)
∣∣∣∣∣y=µ

とする. このとき
√

n(g(Yn
) − g(µ))⇝ N

(0, ∇⊤µΣ∇µ) (n→ ∞)

となる.
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4.4デルタ法 (6)

例 4.28 (
X11
X21

)
,

(
X12
X22

)
, . . . ,

(
X1n
X2n

)
は i.i.d. 確率ベクトル列で

E
[

X11
X21

]
=

[
µ1
µ2

]
= µ,

Var
[

X11
X21

]
=

[
σ11 σ12
σ12 σ22

]
= Σ

とする. ただし Σは 2 × 2の正値対称行列である.

X1 =
1
n

n∑
j=1

X1 j, X2 =
1
n

n∑
j=1

X2 j

とし
Yn = X1X2, g(s1, s2) = s1s2 (s1, s2 ∈ R)

とおく.
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4.4デルタ法 (7)

例 4.28の続き 中心極限定理 (定理 4.24)より

√
n

 X1 − µ1

X2 − µ2

⇝ N2
(02, Σ

) (n→ ∞)

となる. いま

∇g(s) =


∂g
∂s1
∂g
∂s2

 =
(

s2
s1

)
, s =

(
s1
s2

)

であるので

∇⊤µΣ∇µ = µ2
2σ11 + 2µ1µ2σ12 + µ

2
1σ22

である. したがって
√

n(X1X2−µ1µ2
)
⇝ N

(0, µ2
2σ11+2µ1µ2σ12+µ

2
1σ22

) (n→ ∞)

がわかる. □
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