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記号の復習 (1)

(Ω, A, Pr): 確率空間.
Aは σ加法族.
Pr : A −→ [0, 1]は確率測度.

X は確率空間 (Ω, A, Pr)上の確率変数 ⇔ ∀r ∈ Rに対
して

X−1((r, ∞)) = {
ω ∈ Ω; X(ω) > r}.

確率変数 X の分布 PX

PX(B) = Pr
(
ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B}) (∀B ∈ B(R))

ここで, B(R)は Borel集合族. すなわち, Rの開集合族を含む
最小の σ加法族.
確率変数 X の累積分布関数 FX: x ∈ Rに対して

FX(x) = PX((−∞, x])] = Pr
(
ω ∈ Ω; X(ω) ≤ x).

累積分布関数 FX の性質: 1⃝右連続, 2⃝非減少, 3⃝
lim
x→∞

FX(x) = 1, lim
x→−∞

FX(x) = 0.

FX が階段関数⇒ X は離散型確率変数.
FX が連続関数⇒ X は連続型確率変数. 3 / 63



記号の復習 (2)

確率変数 X は離散型のとき

pX(x) = FX(x) − FX(x−)

を確率関数 (p.m.f.)という.
確率変数 X は連続型のとき

FX =

∫ x

−∞
pX(t) dt

をみたす非負関数 pX(存在するならば)を確率密度関数
(p.d.f.)という.
確率変数 X の期待値を

E[X] =
{ ∑

x xpX(x) (離散型の場合)∫
R

xpX(x) dx (連続型の場合)

ただし,和および積分の中を絶対値をとったものが有限ののとき.
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記号の復習 (3)

確率変数 X の分散: E[X2] < ∞のとき

Var[X] = E
[{X − E[X]}2]

FX( · )が階段関数のとき, X を離散型確率変数という.

確率変数 X の積率母関数 (m.g.f.): 原点を含むある近傍
(−z0, z0)があって, ∀t ∈ (−z0, z0)に対して

mX(t) = E
[etX]
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5.2統計的実験と母数モデル (1)

X1, X2, . . . , Xnを確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上の確率変数列とす

る. すなわち, Xi : Ω −→ R (i = 1, 2, . . . , n)で, ∀r ∈ Rに対
して

X−1
i

((r, ∞)) = {
ω ∈ Ω; Xi(ω) > r}

をみたす.

X = (X1, X2, . . . , Xn)⊤ と記す. ただし, ( · )⊤ は ( · )の転置を
表す.
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5.2統計的実験と母数モデル (2)

仮定
以後では, X1, X2, . . . , Xnは独立同一分布に従うと仮定する.
このような場合, X1, X2, . . . , Xnを「標本の大きさが nのラ
ンダム標本」ということにする.
　確率ベクトル X の値域 Rnを標本空間という.
B(R)を R上の Borel集合族 (R上の開集合族を含む最小の σ
加法族)とする.
確率変数 X1 で誘導される可測空間

(
R, B(R))上の確率測

度 Pを

P(B) := Pr
(X ∈ B) (∀B ∈ B(R))

で定める.
確率測度 Pを X1 の分布といい

X1 ∼ P

と記す.
確率ベクトル X の分布を P⊗nまたは PX と記す.
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5.2統計的実験と母数モデル (3)

仮定の続き

すなわち, ∀B j ∈ B(R) ( j = 1, 2, . . . , n)　に対して

P⊗n(B1 × B2 × · · · × Bn) = Pr(X ∈ B1 × B2 × · · · × Bn)

= Pr
( n∩

j=1

{X j ∈ B j
})

となる. すると

P⊗n(B1 × B2 × · · · × Bn) =
n∏

j=1

P(B j)

となる.
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5.2統計的実験と母数モデル (4)

注意

確率論: PX を既知として, X ないしはそれの関数の分布論的
特徴 (Stochastic properties)を調べる.
推測（数理）統計学: PX を未知として, X の情報（実現値）
から未知 PX を回復（推測）する.
推測統計学の枠組み: P∗ を測度空間

(
R, B(R)上の未知の分

布として

X1, X2, . . . , Xn ∼ P∗ ⇔ X ∼ (
P∗

)⊗n

とする.
P∗ を「真の分布」ということもある. すなわち,データ生成
メカニズム.
X の情報（観測値）に基づき,確率分布全体の集合Mから
未知の分布（真の分布）P∗ を回復する問題は「不適切逆問題
（ill-posed inverse problem）」となることが知られている.
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5.2統計的実験と母数モデル (5)

Insert a picture!
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5.2統計的実験と母数モデル (6)

不適切逆問題のひとつの対応:統計的モデル
探索の範囲を確率分布全体の集合Mから狭い集合に限定
する!
Mの都合のよい部分集合を設定して,そこに制限した探索を
行う. このMの部分集合で都合のよいように設定したもの
を統計的モデルということにする.

設定した統計的モデルを P ⊂ Mと記すことにする.
仮定 この講義では,想定（設定）した統計的モデルPは真の分
布 P∗ を含んでいるとする. すなわち

P∗ ∈ P.
母数化 :統計的モデル Pの要素（分布）のレベリングをする集
合 Θ ⊂ Rk (∃k ∈ N)を想定する.

Θ ∋ θ ←→ Pθ ∈ P.
すなわち,統計的モデル Pと Rk の部分集合間に対応関係を想定
する. Θを統計的モデルの母数空間といい, Θの元を母数という

ことにする. 11 / 63



5.2統計的実験と母数モデル (7)

仮定

以下では,対応関係

Θ ∋ θ 7→ Pθ ∈ P (1)

は母数空間 Θから統計的モデル Pへの全単射と仮定する.

すると P∗ ∈ Pと仮定していたので,ある ∃θ∗ ∈ Θがあって

Pθ∗ = P∗ ⇔ Pθ∗(B) = P(B) (∀B ∈ B(R))

となる.

真の分布 P∗ に対応する母数 θ∗ を「真の母数」という. この
講義の仮定から, θ∗ ∈ Θとなっていることに注意する.

写像 (1)を設定することを統計的モデルの「母数化」という.

母数化（写像と母数空間の設定）は一意ではないこと (便宜
的である)に注意する.
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5.2統計的実験と母数モデル (8)

記号のまとめ

P 統計的モデル
Θ 母数空間

P∗ ∈ P 真の分布
θ∗ ∈ Θ 真の母数

注意 「モデル」という言葉には注意をすること. この講義では
「モデル」という言葉を単独では用いないようにする.
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5.2統計的実験と母数モデル (9)

定義 5.2 統計的モデル P = {Pθ; θ ∈ Θ}が正則母数モデルであ
るとは,次の条件をみたすときをいう.

(1) 母数空間 Θは有限次元 Euclid空間 Rd の「よい」部分集合
である. ただし d ∈ Nである.

(2) 写像
Θ ∋ θ 7→ Pθ ∈ P

は「滑らか」である 1.

1Pは測度の集合なので位相をどのようにいれるかはすこし難しい議論にな
る. Pが Radon測度の集まりならば, weak-star位相を入れることができる. この
議論は Tojo and Yoshino (2021)を参照のこと.
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5.2統計的実験と母数モデル (10)

定義 5.2の続き 条件 (2)を母数化の正則性という. 正則母数モデ
ルを簡単に母数モデルということもある.
さらにこの講義では次の条件も仮定する.

(3) ∀θ1, θ2 ∈ Θに対して

θ1 , θ2 ⇒ Pθ1 , Pθ2

をみたす.

すなわち母数化を与える写像は単射である. このような母数化を
識別可能であるという.
注意 5.3 定義 5.2は数学的にはすぼらな表現である. 数学的によ
り厳密な母数モデルの定義については Bickel et al. (1993,
pp.11-13)を参照のこと. □
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5.2統計的実験と母数モデル (11)

注意 5.4 母数空間 Θが有限次元ではないような統計的モデルを
考えることも重要である. Θが無限次元の統計的モデルのことを
「ノンパラメトリック・モデル」と統計学では慣例的に呼んでいる
ことが多い. 母数空間が無限次元とはいえ,統計的モデルは母数化
されているので,「非母数モデル」と呼ぶのは奇異である. さらに
母数空間が有限次元の母数空間と無限次元の母数空間の直積で表
現され,有限次元の母数を回復の対象とするような統計的モデル
を「セミパラメトリック・モデル 2」という. これも言葉の意味の
しては奇異であるが,統計学の習慣に従うことにする. 生存データ
解析で広く使用される Coxの比例ハザード・モデルはセミパラメ
トリック・モデルの最高傑作であろう. 20世紀の数理統計学の到
達点のひとつであるセミパラメトリック・モデルに対する統計的
推測理論については Bickel et al. (1993), van der Vaart (1998)
, Kosorok (2007),久保木・鈴木 (2015)を参照のこと. □

2英語読みをすれば,「セマイパラメトリックモデル」という.
「semi-parametric model」の最初の「i」は長母音であることに注意が必要である.
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5.2統計的実験と母数モデル (12)

定義 5.5 (1)可測空間 (X, B(X))と母数モデル

P = {Pθ; θ ∈ Θ, Pθは (X, B(X))上の確率測度 }
の組を統計的実験といい(

Xn, B(Xn), {Pθ; θ ∈ Θ}
)

と書く.
(2)観測データを生成するメカニズムを表現する真の確率測度 P∗

に対応する母数を θ∗ ∈ Θを書くことにする. θ∗ を真の母数であ
る. すなわち

P∗ = Pθ∗

である.

この講義では X = (X1, X2, . . . , Xn)と書いたとき,
X1, X2, . . . , Xnは独立に同一分布 P∗ に従うことを仮定する. 上
記の仮定をおいた観測データ X のことを標本の大きさが nのラ
ンダム標本という.
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5.2統計的実験と母数モデル (12)

この講義で仮定する統計的実験� �
(1) 観測データを X = (X1, X2, . . . , Xn)⊤ と書き,可測空間(

Xn, B(Xn))に値をとる.

(2) 観測データは真の分布 P∗ からの標本である. すなわち

X ∼ (
P∗

)⊗n

である. ただし P∗ は (X, B(X))上の確率測度である.

(3) 統計的モデル P = {
Pθ; θ ∈ Θ

}
を設定する. ただし Pθ も

P∗ と同じ可測空間
(
X, B(X))上の確率測度である.

(4) 母数空間 Θは Euclid空間 Rd の「よい」部分集合であ
る. ただし d ∈ Nである.

(5) Θ ∋ θから Pθ ∈ Pへの写像は「滑らか」かつ単射 (母数
化の識別可能性を仮定).

(6) ある θ∗ ∈ θが唯一あって P∗ = Pθ∗ と書ける.� �
これらをまとめて統計的実験といい(

Xn, B(Xn), {Pθ; θ ∈ Θ}
)

と書き, Pを正則母数モデルという. 以後は単に母数モデルという
ことにする. そして統計的推測の目標は真の分布 P∗ からのランダ
ム標本 (X1, X2, . . . , Xn)に基づき θ∗ を回復することである.
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5.2統計的実験と母数モデル (12)

例 5.6 (1) X1, X2, . . . , Xnは正規分布 N(µ, σ2)から標本の大き
さが nのランダム標本とする. ただし µ, σ (0 < σ < ∞)が共に未
知とする. このとき統計的実験(
Rn, B(Rn),

{
pθ(x) =

1
√

2πσ2
exp

(
−

(x − µ)2

2σ2

)
(−∞ < x < ∞);

θ := (µ, σ) ∈ Θ := R × (0, ∞)
})

を想定していることになる. 統計的モデルは分布が特定できる表
現でよいので,この場合には p.d.f. で表現している.
(2) X1, X2, . . . , Xnは Bernoulli分布 Ber(θ) (0 < θ < 1)から標本
の大きさが nのランダム標本とする. ただし θが未知のときには,
統計的実験(
{0, 1}n, 2{0, 1}

n
,
{
pθ(x) = θx(1 − θ)1−x (x = 0, 1); θ ∈ Θ = (0, 1)

})
を想定していることになる. □
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5.2統計的実験と母数モデル (13)

注意 5.7 X1, X2, . . . , Xnは分布 Pから標本の大きさが nのラン
ダム標本といったときには,(

Rn, B(Rn), {Pθ; θ ∈ Θ}
)

のような統計的実験を仮定し,ある θ∗ ∈ Θがあって, Pθ∗ = P∗ で
あることを想定している. ことさらに統計的実験という用語を今
後は用いないことにする.

20 / 63



5.2統計的決定問題 (1)

統計的推測論には多くのアプローチがある. その中で代表的なアプ
ローチが二つある. 一つは頻度論的なもので,もう一方はベイズ論
的のものである. 以下では頻度論的推測論の枠組みを説明するこ
とにする. Bayes論的推測論は第 9章で説明する. 以下では,頻度
論的推測論の枠組みを統計的決定理論 3の言葉を使って説明する.
標本空間を Xnとし,観測データを X とする.
(1) まず観測データに基づき行う行動のすべてを集めた集合を行
動空間といい Aで記す. この講義では A = Rや A = {0, 1}
などである. 観測者が観測データに基づき行動 Aの要素を選
択するルールを決定関数といい

d : X ∋ x 7→ d(x)

で記す. 決定関数の集まりを決定空間といい, Dと記す. した
がって観測者は合理的な行動 dが存在すればありがたいわけ
である.

3統計的決定理論はゲーム論の概念を借用して,統計的推測論の枠組みと最適
理論を定式化 (言語化)したものである.
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5.2統計的決定問題 (2)

(2) 次に行動を評価するための道具として直積空間 Θ × A上の非
負値実数値関数

L : Θ × A 7→ [0, ∞) ∪ {∞}
を用意する 4. この関数を損失関数といい, L(θ, a)の値が小さ
いほど望ましい行動であるとする. 決定関数の「よさ」を評
価するには観測データの実現値 X = xと真の母数 θ∗ におけ
る損失関数の値 L

(
θ∗, d(x))がわかればよい. したがって決定

関数 dの「よさ」の評価に L
(
θ∗, d(X))を使えばよいのだが,

これは用いることができない. これはランダムな量であり,未
知の母数 Θ∗ がわからないと知ることができない量であるか
らである. そこで母数 θに対して観測データが P⊗n

θ
によって

生成されたと仮定し,損失関数 L
(
θ, d(X))を P⊗n

θ
に関して期

待値を取ったもの

R(θ, d) := Eθ
[
L
(
θ, d(X)))]

を考える.
4ただし,区間推定のばあいには, L : A × Θ 7→ [−1, ∞) ∪ {∞}とすることも

ある.
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5.2統計的決定問題 (3)

ただし, Eθ[ · ]は X ∼ P⊗n
θ

(θ ∈ Θ)のもとでの期待値である. これ
を決定関数 dの母数 Θに対する危険関数という.
(3) 決定関数 dの「よさ」の評価は真の母数 θ∗ のもとで行たい
ところである. しかしこれは未知である. 危険関数の θ ∈ Θ
に関するなんらかの一様な評価が必要になってくる. このこ
とから危険関数の母数空間に関する一様な評価が統計的推測
論の深みと困難の淵源である. またこれが統計的推測論のわ
かりにくさの原因でもあろう. 前節で説明した統計的実験に
行動空間,決定空間,そして損失関数を加えた組(

Xn, {Pθ; θ ∈ Θ}, A, D, L
)

を統計的決定問題 5という.
5本来であれば,どこで可測であるかを考える必要があるので,((

Xn,B(Xn)), {Pθ; θ ∈ Θ}, (A, B(A)), (D, B(D)), L
)

と書くべきである.
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5.2統計的決定問題 (4)

(4) 決定空間 Dは Xnから Aへの可測関数全体とすることもで
きる. しかし目標は危険関数の Θに関する一様な評価である
ので, Dには可測性以外の合理的な制限 6を設けるのが一般
的である.

6合理的な制限の概念として不変性や不偏性などがある. また尤度に基づく方
法に限定するといった考え方もある.
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5.2統計的決定問題 (5)

点推定問題

真の母数 Θ∗ を観測データ X に基づいて 1点で回復するのが点推
定である. したがって A = Θとなる. 点推定の場合には決定関数
d(X)を推定量といい,観測データの実現値 X = xにおける推定量
の値 d(x)を推定値という. Θ = Rならば損失関数として

L
(a, θ) = (a − θ)2, L

(a, θ) =
∣∣∣a − θ|

を取るのが代表なアプローチである. 上記の損失関数それぞれに
対応する危険関数

R(θ, d) = Eθ
[
L
(
θ, d(X))]

を平均 2乗誤差と平均絶対誤差という. したがって平均 2乗誤差
を Θに関してなんらかの意味で一様に評価することで考えている
推定量の族Dの中から「最適」な推定量ないしは合理的な観点か
ら正当化される推定量をみつけたいわけである.
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5.2統計的決定問題 (6)

検定問題

母数空間を２つの排反な部分集合に分ける. すなわち

Θ = Θ0 ∪ Θ1, Θ0 ∩ Θ1 = ∅.

行動は真の母数 Θ∗ が Θ0 に属するか, Θ1 の属するかを判断する.
したがって行動空間は A = {0, 1}と書ける. 決定関数は標本空間
Xnの部分集合W に対して

d(x) =
{

1 (x ∈ W)
0 (x < W)

で定めること 7ができる. 検定問題では dのことを検定関数と
いう.

7正確には確率化決定関数を考える必要があるが,議論を簡単にするためにこ
れは考えないことにする.
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5.2統計的決定問題 (7)

検定問題の続き

損失関数としては

L
(
θ, 0) =

{
0 (θ ∈ Θ0)
1 (θ ∈ Θ1) ; L

(
θ, 1) =

{
1 (θ ∈ Θ0)
0 (θ ∈ Θ1)

θ ∈ Θ0 θ ∈ Θ1
d = 0 0 1
d = 1 1 0

と取る.
通常 H0 : θ ∈ Θ0 のことを帰無仮説とよぶ. さらに, d(x)に形式
的に Xを代入した d(X)を検定統計量という. H1 : θ ∈ Θ1 のこと
を対立仮説という. 危険関数 R

(
θ, d) = Eθ

[
L
(
θ, d(X))]は以下のよ

うになる.

θ ∈ Θ0 θ ∈ Θ1
d = 0 正しい判断 第 2種の誤り
d = 1 第 1種の誤り 正しい判断 27 / 63



5.2統計的決定問題 (8)

検定問題の続き

ここで第 1種の誤りの確率と第 2種の誤りの確率はトレード・オ
フの関係になっていることが鍵である. すなわち,同時には二つの
確率を小さくできない. 実は

(第 1種の誤りの確率) + (第 2種の誤りの確率) ≥ 下限

ということになっているのである 8. そこで θ ∈ Θ0 のとき

β(θ) := R
(d, θ)

とし, θ ∈ Θ1 のとき

β(θ) := 1 − R
(
θ, d)

と定義したものを検出力関数という.
8このことは第 7章で説明する Neyman-Pearsonの補題からわかる.
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5.2統計的決定問題 (9)

検定問題の続き

仮説検定では与えられた数 α (0 < α < 1)に対して

sup
θ∈θ0

R
(
θ, d) ≤ α

をみたす検定関数の中から θ ∈ Θ1 において β(θ)を大きくするも
の,すなわち R

(d, θ)を小さくするものと選ぶことを目指す. ちな
みに αのことを有意水準という. sup

θ∈Θ0

R
(
θ, d)を検定関数 dのサイ

ズという. したがってサイズが有意水準より小さい検定関数の中
から θ ∈ Θ1 において検出力関数の値が一様に大きなもの 9を探
したいわけである.

9これは究極の目標であり,一様に検出力関数の値を最大にする検定統計量は
存在しないかもしれない.
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5.2統計的決定問題 (10)

区間推定

議論を簡単にするために Θ = Rとする. 区間推定において行動は
Rの区間となる. したがって行動空間は観測データから区間への
対応となる. 観測データの実現値 X = xに基づく母数 θの推定区
間 [ℓ(x), u(x)]に対して損失関数として

L
(
θ, [ℓ, u]) = (u − ℓ) − 1l

{
θ ∈ [ℓ, u]}

などが考えられる. この場合には, Lは負の値を取ることもある.
決定関数

d(X) = [ℓ(X), u(X)]

に対して危険関数は

R
(
θ, d) = Eθ

[u(X) − ℓ(X)] − Prθ
(
θ ∈ [ℓ(X), u(X)])

となる.
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5.2統計的決定問題 (11)

区間推定の続き

実数 α (0 < α < 1)が与えられたとき

Prθ
(
θ ∈ [ℓ(X), u(X)]) ≥ 1 − α

のもとで区間の長さの期待値 Eθ
[u(X) − ℓ(X)]を短くする区間が

望ましい区間といえよう. 1 − αを信頼係数とよぶ.
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5.2統計的決定問題 (12)

以上のように統計的決定問題の枠組みで統計的推測の問題である
点推定,区間推定,および検定を統一的に扱うことができる.

次に決定空間の元の間に順序 ≺を導入しよう. 決定関数
∀d1, d2 ∈ Dに対して

d1 ≺ d2

⇔ R(θ, d1) ≤ R(θ, d2) (∀θ ∈ Θ)かつR(θ0, d1) < R(θ0, d2) (∃θ0 ∈ Θ)

定める. すると決定空間 Dを標本空間 Xから行動空間 Aへの可
測関数すべてから成る集合とすれば順序 ≺は半順序になる. すな
わち順序 ≺の意味で一番よいものは存在しない.
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5.2統計的決定問題 (13)

たとえば X ∼ N(µ, 1)によって µを推定する問題を損失関数
L
(
µ̂, µ

)
=

(
µ̂ − µ)2 のもとで考える. ただし µ̂は µの推定量であ

る. このとき
µ̂0 = 0

なる推定量は許容的になる. なぜならば µ = 0において µ̂0 の危険
関数の値は 0となるので, µ̂0 よりよい推定量は存在しないわけで
ある.
最小の決定関数が存在しない場合には決定関数を比較するための
別の観点の導入が必要となる. 主なもので次の二つがある.
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5.2統計的決定問題 (14)

(1) 決定関数の最適性について別の概念を導入する. 代表的なも
のとしてミニマックス基準と Bayes基準がある.

(2) 考察する決定関数を制限し,その中で危険関数を母数 Θに関
して一様に小さくする決定関数をみつける. たとえば不偏性,
不変性などを導入して,考察する決定関数を制限する方法が
ある. また Neyman-Pearsonの補題による議論がある.

さらに決定空間のなかからよい決定関数をみつけるのではなく,
一定の原理のよって導かれる決定関数を考えて,それについてな
んらかの合理性を証明する方針がある. 統計的決定問題の枠組み
からははずれるが,ある原理に基づきなんらかのかたちで合理的
な正当化ができる決定関数を導出することが考えられてきた. 導
出の原理として推定ではモーメント法,最尤法 (第 7章)などが知
られている. 検定法では尤度比検定,スコア検定, Wald検定, Rao
検定 (第 8章)がある. 区間推定では検定統計量の反転,ピボット法
(第 8章)などがある.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (1)

定義 6.1 d, n ∈ Nとし, Xn (⊂ Rn)を標本空間 10とする. X上の
母数モデルP = {Pθ; θ ∈ Θ ⊂ Rd}が与えられているとする. 分布
Pθ の p.d.f.(または p.m.f.) pθ(x)と表記する. このとき母数モデル
は正則であるとは次の条件をみたすときをいう.

(1) Θ ⊂ Rd は開集合.

(2) Pに属する分布の p.d.f.(または p.m.f.)は同じ台をもつ. すな
わち,集合 {x ∈ R; pθ(x) > 0}は θ ∈ Θに依存しない.

(3) ∀θ ∈ Θとする. pθ(x)の θの 1次と 2次の偏導関数は x(∈ X)
に関して連続である.

(4) pθ(x)の θに関する 1次と 2次の偏導関数は x(∈ X)の関数と
して可積分である.

(5) pθ(x)の 1次と 2次の偏導関数は θの微分記号と xの積分記
号と交換が可能である.

10すこし言葉を乱用して, Xのことも標本空間と呼ぶことにする.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (2)

記号の導入
X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xnを観測したときΘ上の実数値関
数 ℓnを

ℓn(θ| x) = log
n∏

j=1

pθ(x j) (x = (x1, x2, . . . , xn))

で定義 11する.
X ∼ P⊗n

θ
のときこの分布に関する期待値,分散および共分散を

Eθ[ · ], Varθ[ · ], Covθ[ ·, · ]

と表記する.

11対数
ゆうど

尤度関数と呼ぶ.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (3)

記号の導入の続き
すなわち,可積分な関数 h : Xn → Rに対して

Eθ[h(X)] :=


∑
x∈Xn h(x)

∏n
j=1

pθ(x j) (離散型の場合)∫
Xn h(x)

∏n
j=1

pθ(x j) dx (連続型の場合)

と定める. ただし dx = dx1dx2 × · · · × dxnである. さらに, Xを確
率空間 (Ω, A, Pr)上の確率ベクトルとしたとき,任意の
B ∈ B(Xn)に対して,可測空間 (Ω, A)上の確率測度 Prθ を

Prθ
(X−1(B)) := Prθ(X ∈ B) := Eθ

[
1lB(X)]

で定める. ただし, X−1(B) := {ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B} ∈ Aである.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (4)

記号の導入の続き
つぎに, i, j = 1, 2, . . . , dに対して

•
ℓn, i :=

•
ℓn, i (θ| x) =

∂ℓn(θ| x)
∂θi

,
••
ℓ n, i j:=

••
ℓ n, i j (x| θ) =

∂2ℓn(θ| x)
∂θ j∂θk

,

•
ℓn = (

•
ℓn, 1,

•
ℓn, 2, . . . ,

•
ℓn, d)⊤,

••
ℓ n=

(••
ℓ n, jk

)
, θ = (θ1, θ2, . . . , θd)⊤

と定義する. X ∼ P⊗n
θ
のとき Fisher情報量 FX(θ)は d × d行列で

FX(θ)の (i, j)成分 {FX(θ)} jk は

{FX(θ)}i j = Eθ
[•
ℓn, i (X| θ)

•
ℓn, j (X| θ)] (1 ≤ i, j ≤ d)

で定義される.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (5)

定理 6.2 標本空間 X上の母数モデル P = {Pθ; θ ∈ Θ ⊂ Rd}は
正則であるとする. X ∼ P⊗n

θ
としたとき以下が成立する.

(1) ∀θ ∈ Θに対して Eθ
[•
ℓn (θ| X)] = 0d となる.

(2) FX(θ) = Covθ
[•
ℓn (X| θ)] = Eθ

[•
ℓn (θ| X)

•
ℓ
⊤
n (θ| X)]が成り

立つ.

(3) FX(θ) = −Eθ
[••
ℓ n (θ| X)]が成り立つ.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (6)

定理 6.2の証明 証明は連続型分布の場合を示す. Pθ の p.d.f. を
pθ(x)と表記する. さらに, X̃ = {x ∈ X; pθ(x) > 0}とおく. 母数モ
デルの正則性から微分記号と積分記号の交換が保証されているの
で, i = 1, 2, . . . , dに対して
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (7)

定理 6.2の証明の続き

Eθ
[•
ℓn, i (θ| X)] = n∑

k=1

∫
X

( ∂
∂θi

log pθ(xk)
)
pθ(xk) dxk

=

n∑
k=1

{∫
X̃

( ∂
∂θi

log pθ(xk)
)
pθ(xk) dxk

+

∫
X\X̃

( ∂
∂θi

log pθ(xk)
)

pθ(xk)︸︷︷︸
=0

dxk

}

=

n∑
k=1

∫
X̃

1
pθ(xk)

( ∂
∂θi

pθ(xk)
)
pθ(xk) dxk

=

n∑
k=1

∫
X̃

∂

∂θi
pθ(xk) dxk =: (∗)

41 / 63



6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (7)

定理 6.2の証明の続き

(∗) =
n∑

k=1

∂

∂θi

∫
X̃

pθ(xk) dxk

=

n∑
k=1

∂

∂θi

{∫
X̃

pθ(xk) dxk +

∫
X\X̃

pθ(xk)︸︷︷︸
=0

dxk

}

=

n∑
k=1

∂

∂θi

∫
X

pθ(xk) dxk︸            ︷︷            ︸
=1

= 0

となる. よって (1)は示された.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (8)

定理 6.2の証明の続き
(2)は明らか.
(3)を示すために次に注意する. i, j = 1, 2, . . . , dと x ∈ X̃に対
して

∂2 log pθ(x)
∂θi∂θ j

=
1

pθ(x)
∂2p(x| θ)
∂θi∂θ j

−
( ∂
∂θi

log pθ(x)
)( ∂
∂θ j

log pθ(x)
)

となる.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (9)

定理 6.2の証明の続き このとき

∫
X̃

1
pθ(x)

(∂2pθ(x)
∂θi∂θ j

)
pθ(x) dx =

∂2

∂θi∂θ j

{∫
X̃

pθ(x) dx +
∫
X\X̃

pθ(x) dx
}

=
∂2

∂θi∂θ j

∫
X

pθ(x) dx︸         ︷︷         ︸
=1

= 0

と ∫
X̃

( ∂
∂θi

log pθ(x)
)( ∂
∂θ j

log pθ(x)
)
pθ(x) dx

= Eθ
[( ∂
∂θi

log pθ(X1)
)( ∂
∂θ j

log pθ(X1)
)]

となる.
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (10)

定理 6.2の証明の続き このことより

Eθ
[∂2 log pθ(X1)
∂θi∂θ j

]
=

∫
X̃

∂2 log pθ(x)
∂θi∂θ j

pθ(x) dx

+

∫
X\X̃

∂2 log pθ(x)
∂θi∂θ j

pθ(x) dx

=

∫
X̃

∂2 log pθ(x)
∂θi∂θ j

pθ(x) dx

=

∫
X̃

1
pθ(x)

(∂2pθ(x)
∂θi∂θ j

)
pθ(x) dx︸                                 ︷︷                                 ︸

=0

− Eθ
[( ∂
∂θi

log pθ(X1)
)( ∂
∂θ j

log pθ(X1)
)]

= −Eθ
[( ∂
∂θi

log pθ(X1)
)( ∂
∂θ j

log pθ(X1)
)]
. (2)

45 / 63



6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (11)

定理 6.2の証明の続き よって

{FX(θ)}i j = E
[( n∑

k1=1

∂ log pθ(Xk1)
∂θi

)( n∑
k1=2

∂ log pθ(Xk2)
∂θ j

)]
=

n∑
k=1

E
[∂ log p(pθ(Xk)

∂θi

∂ log pθ(Xk)
∂θ j

]
+

∑
k1,k2

E
[∂ log pθ(Xk1)

∂θi

∂ log pθ(Xk2)
∂θ j

]
=

n∑
k=1

E
[∂ log pθ(Xk)

∂θi

∂ log pθ(Xk)
∂θ j

]
+

∑
k1,k2

E
[∂ log pθ(Xk1)

∂θi

]
︸                ︷︷                ︸

=0

E
[∂ log pθ(Xk2)

∂θ j

]
=: (∗∗)
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6.1正則母数モデルと Fisher情報量 (12)

定理 6.2の証明の続き

(∗∗) = −
n∑

k=1

Eθ
[∂2 log pθ(Xk)
∂θi∂θ j

] (∵ (2))
= −E

[∂2ℓn(X| θ)
∂θi∂θ j

]
= −E

[••
ℓ n, i j (X| θ)]

がわかる. □

例 6.3 X = (X1, X2, . . . , Xn)で　

X1, X2, . . . , Xn
i.i.d.∼ N(µ, σ2)とする. このとき,統計的モデルは

P = {N(µ, σ2); µ ∈ R, σ > 0}で与えられるとする. 具体的な計算
は資料を見ながら,皆さんでやってみるとよい.
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6.2指数型分布族 (1)

定義 6.4 d ∈ Nとし, X ⊂ Rd を空でない部分集合とする. さらに
Θ ⊂ Rも空でない部分集合とする. X上の統計的モデル
{Pθ; θ ∈ Θ}は 1母数指数型分布族であるとは, Θ上の実数値関数
Aと κ∨, X上の実数値関数 T と hが存在して 12, Pθ の p.d.f. また
は p.m.f. p∨

θ
(x) 13が

p∨
θ

(x) =
{

h(x) exp{A(θ)T(x) − κ∨(θ)} (x ∈ X ⊂ Rd)
0 (x < X) (3)

の形で書けるときをいう.

注意 6.5 関数 A, h, T の表現は一意ではない. □

12 Aと Bは Greek letters大文字の αと βである.
13後に別の母数化である自然指数型分布族を導入するときに記号を簡単にする
ために,ここでは「p∨ と κ∨」という少し不自然な記号を用いた.
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6.2指数型分布族 (2)

例 6.6(Poisson分布族) X ∼ Po(θ) (θ > 0)とする. その p.m.f. は

p∨
θ

(x) =
θxe−θ

x!
=

1
x!

exp{x log θ − θ} (x = 0, 1, . . .)

である. したがって {Po(θ); θ ∈ (0, ∞)}は

d = 1, A(θ) = log θ, κ∨(θ) = θ, T(x) = x, h(x) =
1
x!

によって生成される 1母数指数型分布族である. □
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6.2指数型分布族 (3)

例 6.7(2項分布族) X ∼ Bino(n, θ)とする. ただし
n ∈ N, 0 < θ < 1である. このとき X の p.m.f. は

p∨
θ

(x) =
(

n
x

)
θx(1 − θ)n−x

=

(
n
x

)
exp

{
x log

( θ

1 − θ

)
+ n log(1 − θ)

}
(x = 0, 1, . . . , n)

と書ける. ただし(
n
x

)
=

n!
x! × (n − x)!

, 0! = 1

である. したがって {Bino(n, θ); θ ∈ (0, 1)}は

d = 1, A(θ) = log
( θ

1 − θ

)
, κ∨(θ) = −n log(1 − θ), T(x) = x,

h(x) =
(

n
x

)
によって生成される 1母数指数型分布族である. □50 / 63



6.2指数型分布族 (3)

例 6.8 X = (Y, Z)⊤, Z, W i.i.d.∼ N(0, 1)とし, Y = Z + θW (θ > 0)
とする. このとき X の同時 p.d.f. は次で与えられる. x = (y, z)と
したとき

pX
θ

(x) = pX
θ

(y, z) = pZ(z)pY| Z(y| z) = φ(z)θ−1φ
( y − z
θ

)
=

1
2πθ

exp
{
−1

2

(
z2 +

(y − z)2

θ2

)}
=

1
2π

exp
{
− z2

2

}
exp

{
−

(y − z)2

2θ2
− log θ

}
と書ける. ただし pZ は Z の p.d.f. とし, pY| Z は Z = zを与えた
ときの Y の条件付き p.d.f., φは N(0, 1)の p.d.f. で

φ(z) =
1
√

2π
e−z2/2 (z ∈ R)

である.
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6.2指数型分布族 (4)

例 6.8の続き したがって X の分布は

d = 2, A(θ) = − 1
2θ2
, κ∨(θ) = log θ, T(x) = (y − z)2,

h(x) =
1

2π
exp

{
− z2

2

}
で生成される 1母数指数型分布族に属する. □
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6.2指数型分布族 (5)

1母数指数型分布族に属する分布からのランダム標本の分布も 1
母数指数型分布族に属する. 特に, n ∈ Nとし,
X1, X2, . . . , Xn

i.i.d.∼ Pθ とする. ただし, {Pθ; θ ∈ Θ}は (3)で与え
られる指数型分布族とする. すると {P⊗n

θ
; θ ∈ Θ}は

X(n) = (X1, X2, . . . , Xm)に対する指数型分布族となる. ただし,
Rdn上の確率測度を

P⊗n
θ
= Pθ × Pθ × · · · × Pθ︸                   ︷︷                   ︸

n個

と定めてた. このとき, P⊗n
θ
の同時 p.d.f.

∏n
j=1

p∨
θ

( · )は次で与えら
れる. すると

n∏
j=1

p∨
θ

(x j) =
n∏

j=1

h(x j) exp
{

A(θ)T(x j) − κ∨(θ)
}

=

[ n∏
j=1

h(x j)
]

exp
{

A(θ)
n∑

j=1

T(x j) − nκ∨(θ)
}
.
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6.2指数型分布族 (6)

したがって {P⊗n
θ

; θ ∈ Θ}は

A(θ),
n∑

j=1

T(x j), nκ∨(θ),
n∏

j=1

h(x j)

で生成される Rdn上の 1母数指数型分布族となる.
統計量

∑n
j=1

T(X j)は θの自然十分統計量 14となる.

14十分統計量の定義は定義 ??を参照のこと. 　
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6.2指数型分布族の
せいじゅん

正準 表示 (1)

(3)で表現された指数型分布族を θでなく η(= A(θ))で添え字付
けることを考える. 記号の乱用 15すると 1母数指数型分布族は

pη(x) =
{

h(x) exp{ηT(x) − κ(η)} (x ∈ X ⊂ Rd)
0 (x < X) (4)

と書くことができる. ただし

κ(η) =


log

(∑
x∈X h(x) exp{ηT(x)}) (離散型の場合)

log
(∫
X

h(x) exp{ηT(x)} dx
)

(連続型の場合)

である. κの定義より,直ちに κ(η) = κ(A(θ)) = κ∨(θ)がわかる.

15ここでは,記号の乱用をしている. 本来であれば,領域を制限すると Aの逆
関数は存在するので, p(x| η)は p(x| A−1(η))と書くべきであろう.
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6.2指数型分布族の正準表示 (2)

さらに

E := {η ∈ R; κ(η) < ∞}

とおく. Eは Rの区間となる. すると確率分布族{
p(x| η) = h(x) exp{ηT(x) − κ(η)}; η ∈ E}

は確率分布族{
pθ(x) = h(x) exp{A(θ)T(x) − κ(θ)}; θ ∈ Θ}

を含む. 確率分布族 {p(x| η); η ∈ E}は T, hによって生成された
せいじゅん

正準 指数型分布族または自然指数型分布族といい, Eを自然母
数空間といい, T を自然十分統計量という.
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6.2指数型分布族の正準表示 (3)

例 6.9(例 6.6の続き) Poisson分布族は

pη(x) =
1
x!

exp{ηx − eη} (x = 0, 1, 2, . . .),

η = log θ, h(x) =
1
x!
, T(x) = x,

exp(κ(η)) = ∞∑
x=0

h(x) exp(ηT(x)) = ∞∑
x=0

exp(ηx)
x!

=

∞∑
x=0

(eη)x

x!
= exp(eη),

E = R

となる. □
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6.2指数型分布族の正準表示 (4)

補題 6.10

E :=
{
η ∈ R; κ(η) := E[exp{ηT(X)}] < ∞

}
とする. このとき,関数 κ(η)は E◦ 上の無限回微分可能である. た
だし E◦ は Eの内部である. さらに積分記号と微分記号の交換は
可能である.

補題 6.10の証明 資料を参照のこと.
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6.2指数型分布族の正準表示 (4)

定理 6.11 X は (4)で与えられた自然指数型分布族に属する分布
p(x| η)に従うとする. ηは Eの内点としたとき, T(X)の積率母関
数は原点の近傍で存在し

MT(s) = exp[κ(s + η) − κ(η)]
で与えられる. ただし, s sは 0のある近傍に含まれるとする. さ
らに

E[T(X)] =
•
κ (η); Var[T(X)] =

••
κ (η) (5)

である. ただし

•
κ (η) =

dκ
dη

(η),
••
κ (η) =

d2κ

dη2
(η)

である.
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6.2指数型分布族の正準表示 (4)

定理 6.11の証明 連続型分布の場合について証明する. κの定義
に注意すると

M(s) = E
[exp(sT(X))]

=

∫
X

h(x) exp[(s + η)T(x) − κ(η)] dx

= exp[κ(s + η) − κ(η)] ∫
X

h(x) exp[(s + η)T(x) − κ(s + η)] dx

= exp[κ(s + η) − κ(η)]
から 1番目の主張はわかる. 最後の等号は s + η ∈ E◦ となるよう
に sをとると∫

X
h(x) exp[(s + η)T(x) − κ(s + η)] dx = 1

となることよりわかる.
60 / 63



6.2指数型分布族の正準表示 (5)

定理 6.11の証明の続き 次に, κ( · )の定義と補題 6.10から

dκ
dη

(η) =
d

dη
log

(∫
X

exp{ηT(x)}h(x) dx
)

=

d
dη

∫
X

exp{ηT(x)}h(x) dx∫
X

exp{ηT(x)}h(x) dx

=

∫
X

d
dη

exp{ηT(x)}h(x) dx

exp{κ(η)}
=

∫
X

T(x) exp{ηT(x)}h(x) dx

exp{κ(η)}
=

∫
X

T(x) exp{ηT(x) − κ(η)}h(x) dx = E
[T(X)].
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6.2指数型分布族の正準表示 (6)

定理 6.11の証明の続き 前のスライドの式から (5)の 1番目の等
号が示せた. 同様に

d2κ

dη2
(η) =

d
dη

∫
X

T(x) exp{ηT(x) − κ(η)}h(x) dx

=

∫
X

T(x)h(x)
d

dη
exp{ηT(x) − κ(η)} dx

=

∫
X

T(x)h(x) exp{ηT(x) − κ(η)} d
dη

(
ηT(x) − κ(η)

)
dx

=

∫
X

T2(x)h(x) exp{ηT(x) − κ(η)} dx

− d
dη
κ(η)︸  ︷︷  ︸

=E
[
T(X

]
∫
X

T(x)h(x) exp{ηT(x) − κ(η)} dx

= E
[T2(X] − {

E
[T(X]}2

= Var
[T(X]

.

□
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本日の講義のまとめ

5.2統計的実験と母数モデル
統計的モデル,母数空間,真の分布（母集団分布）,真の母数

5.2統計的決定問題
点推定論,検定論,区間推定論

6.1正則母数モデルと Fisher情報量

6.2指数型分布族

6.3指数型分布族の正準表示
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