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第F章 特性関数と分布の弱収束

F.1 特性関数の定義と性質
定義 F.1. (1) (R, B(R)) 上の分布 P に対して

ϕ(t) =

∫ ∞

−∞
e
√−1tx dP(x) =

∫ ∞

−∞
cos(tx) dP(x) +

√−1

∫ ∞

−∞
sin(tx) dP(x),

(−∞ < t < ∞)

を P の特性関数 (characteristic function)という.

(2) また X ∼ P のとき, X の特性関数 ϕX を

ϕX(t) = E
[
e
√−1tX

]
, (−∞ < t < ∞)

と書く.　

注意 F.2. (1) 「確率変数の特性関数」と「分布の特性関数」は実質的に
同じであるので, 主として確率変数の特性関数の場合のみを書く.

(2) また
∣∣e
√−1tx

∣∣ ≤ 1 なので, 特性関数は常に存在する.

(3) この積分の計算の仕方は, X の p.m..f. または p.d.f. を p(x) と書く.

すると離散型の場合は

ϕX(t) =
∑

x

e
√−1txp(x), (−∞ < t < ∞)

となり, 連続の場合は

ϕX(t) =

∫ ∞

−∞
e
√−1txp(x) dx, (−∞ < t < ∞)

となる.

定理 F.3. 確率変数 X の特性関数 ϕX は次の性質をみたす.

(1)
∣∣ϕX(t)

∣∣ ≤ 1, ϕX(0) = 1.

(2) ϕX(−t) = ϕX(t).

(3) ϕX(t) は t について連続.
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Proof. (1), (2) は定義と複素数の性質からわかる. (3) のみ証明を書いて
おく. ε 6= 0 に対して

∣∣e
√−1(t+ε)x − e

√−1tx
∣∣ =

∣∣e
√−1tx

∣∣ ·
∣∣e
√−1εx − 1

∣∣ ≤ 2

となるので, Lebeague の優収束定理より

lim
ε→0

{
ϕX(t + ε)− ϕX(t)

}
= lim

ε→0

{∫ ∞

−∞
e
√−1tx

{
e
√−1ε − 1

}
dP(x)

}

=

∫ ∞

−∞
e
√−1tx lim

ε→0

{
e
√−1ε − 1

}
dP(x)

}

= 0

となるので, ϕX(t) の t における連続性は示せた. 2

定理 F.4. a (6= 0), b は定数とし, 確率変数 X と aX + b の特性関数をそ
れぞれ ϕX(t), ϕaX+b(t) とおくと次の関係が成り立つ.

ϕaX+b(t) = e
√−1tbϕX(at).

Proof. 特性関数の定義からわかる. 2

注意 F.5. (1) X ∼ Bino(n, p) (n ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1) のとき

ϕX(t) =
(
e
√−1tp + (1− p)

)n
, (−∞ < t < ∞).

(2) X ∼ Poi(λ) (λ > 0) のとき

ϕX(t) = exp
{
λ(e

√−1t − 1)
}
, (−∞ < t < ∞).

(3) X ∼ Exp(n, p) (n ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1) のとき

ϕX(t) =
λ

λ−√−1t
, (−∞ < t < ∞).

(4) X ∼ N(µ, σ2) (µ ∈ R, 0 < σ < ∞) のとき

ϕX(t) = exp

{√−1µt− 1

2
σ2t2

}
, (−∞ < t < ∞).

2

定理 F.6. 確率空間 (Ω, A, Pr) 上の確率変数 X の特性関数を ϕX とす
る. Pr(X = a) = Pr(X = b) = 0 なる a, b (a < b) について次が成り
たつ.

Pr
(
a < X ≤ b

)
= P((a, b]) =

1

2π
lim

T→∞

∫ T

−T

e−
√−1at − e−

√−1tb

√−1t
ϕX(t) dt.
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Proof. 2

系 F.7. 分布はその特性関数から一意的に定まる.

Proof. 定理 F.6 からわかる. 2

定理 F.8. (1) E
[∣∣X

∣∣] < ∞ のとき ϕX(t) は連続微分可能であり

ϕ̇X(0) =
dϕX

dt
(t)

∣∣∣∣
t=0

=
√−1E

[
X

]

となる.

(2) E
[∣∣X2

∣∣] < ∞ のとき ϕX(t) は 2 回連続微分可能であり

ϕ̈X(0) =
d2ϕX

dt2
(t)

∣∣∣∣
t=0

= −E
[
X2

]

となる.

(3) したがって

E
[
X

]
= −√−1ϕX(0), V

[
X

]
= −ϕ̈X(0) +

{
ϕ̇X(0)

}2

となる.

Proof. 2

F.2 分布の収束と Glivenko の定理
定義 F.9. n ∈ N とする. {Pn}, P を (R, B(R)) 上の分布列とし, Fn, F

を Pn, P の分布関数とする. Pn が P に弱収束するとは

lim
n→∞

Fn(x) = F(x)

が極限 F のすべての連続点 x において成り立つことをいう. また確率変
数 Xn の分布が確率変数 X の分布に弱収束するとき, Xn は X に法則収
束するという. これらのことを Pn Ã P, Xn Ã X 等と記すことにする.

注意 F.10. 弱収束の必要十分条件は

F(x− 0) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F(x + 0), (x ∈ R)

である. 証明は笠原 (2010, p.135) を参照のこと. 2
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定理 F.11. n ∈ N とする. Pn, P は可測空間
(
R, B(R)

)
上の分布列とす

るとき, 以下の 4 条件は同値である.

(1) Pn Ã P.

(2) P({a}) = P({b}) = 0 なる任意の a < b に対して

Pn

(
(a, b]

) −→ P
(
(a, b]

)
, (n →∞).

(3) コンパクト台をもつ任意の連続関数 h(x) に対して
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x) −→

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x), (n →∞). (F.1)

(4) 任意の有界連続関数 h(x) に対して (F.1) が成り立つ.

Proof. 証明は笠原 (2010, pp.136− 140) を参照のこと. 2

定理 F.12. n ∈ N とする. Xn, X は確率空間
(
Ω, A, Pr

)
上で定義され

た確率変数列とする. このとき次の 4 条件は同値である.

(1) Xn Ã X.

(2) P({a}) = P({b}) = 0 なる任意の a < b に対して

Pr
(
a < Xn ≤ b

) −→ Pr
(
a < X ≤ b

)
, (n →∞).

(3) コンパクト台をもつ任意の連続関数 h(x) に対して

E
[
h(Xn)

] −→ E
[
h(X)

]
, (n →∞). (F.2)

(4) 任意の有界連続関数 h(x) に対して (F.2) が成り立つ.

Proof. 節 E.F.3.1 で行う. 2

定理 F.13. (Glivenko の定理) n ∈ N とする. 測度空間
(
R, B(R)

)
上の

分布 Pn, P の特性関数を ϕn, ϕ とする. このとき次は同値である.

(1) Pn Ã P (n →∞).

(2) n →∞ のとき ϕn(t) −→ ϕ(t) (−∞ < t < ∞).

Proof. 節 E.F.3.1 で行う. 2

定理 F.14. 確率変数 Xn が X に法則収束するための必要十分条件は

E
[
e
√−1tXn

] −→ E
[
e
√−1tX

]
, (−∞ < t < ∞)

である.

Proof. 定理 F.13 の言いかえである. 2
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F.3 定理の証明

F.3.1 定理 F.11 の証明

(1) =⇒ (2): Pn

(
(a, b]

)
= Fn(b)− Fn(a) からわかる.

(2) =⇒ (3): 十分おおきな M > 0 をとり, 区間 [−M, M ] の分割 −M =

a0 < a1 < · · · < aN = M を考える. ただし N ∈ N で, すべての点
ak (k = 0, 1, . . . , N) は P

({ak}
)

= 0 となるように取る. P の不連続点は
高々可算個しかないのでこのような取り方ができることに注意せよ. こ
のとき

h(x) =
N∑

k=1

ck1l(ak−1, ak](x)

の形の階段関数を考える. ここで c1, c2, . . . , cN は実数である. この階段
関数に対して

∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x) =

N∑

k=1

ckPn

(
(ak−1, ak]

)
,

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x) =

N∑

k=1

ckP
(
(ak−1, ak]

)

と書けるから, 上の式の右辺をみると (2) を仮定すると (3) が階段関数
h(x) に成立することがわかる. 次に h がコンパクト台をもつ連続関数の
場合を考える. ∀ε > 0 に対して階段関数 hε(x) が存在して

sup
x∈R

∣∣h(x)− hε(x)
∣∣ < ε

とできることが知られている. このことに注意して
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
{h(x)− hε(x)} dPn(x)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
hε(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
hε(x) dP(x)

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
{h(x)− hε(x)} dP(x)

∣∣∣∣

≤ 2 sup
x∈R

∣∣h(x)− hε(x)
∣∣ +

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
hε(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
hε(x) dP(x)

∣∣∣∣

より, コンパクト台をもつ h(x) に対して (F.1) が成立することがわかる.

(3) =⇒ (4): N > 1 とし

gN(x) =

{
1 (|x| ≤ N),

0 (|x| ≥ N + 1)
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なる連続関数を考える. (3) を仮定すると hN(x) = h(x)gN(x) に対して

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x) =

∫ ∞

−∞
hN(x) dP(x)

が成り立つ. さらに

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x) = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
hN(x) dPn(x)

+ lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dPn(x) (F.3)

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x) = lim

n→∞

∫ ∞

−∞
hN(x) dP(x)

+ lim
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dP(x) (F.4)

と書けることに注意する. (F.3) と (F.4) の右辺の 2 項目を評価すると

lim sup
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dPn(x)

≤ sup
x∈R

|h(x)| lim sup
n→∞

∫ ∞

−∞

{
1− gN(x)

}
dPn(x)

≤ sup
x∈R

|h(x)|
{

1− lim inf
n→∞

∫ ∞

−∞
gN(x) dPn(x)

}

= sup
x∈R

|h(x)|
{

1−
∫ ∞

−∞
gN(x) dP(x)

}

= sup
x∈R

|h(x)|{1− P
(
[−N, N ]

)}

= sup
x∈R

|h(x)|P(
[−N, N ]c

)
(F.5)

を得る. 同様にすると

lim sup
n→∞

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dP(x) ≤ sup

x∈R
P
(
[−N, N ]c

)
(F.6)

を得る. (F.3)− (F.6) を合わせると

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

∣∣∣∣

≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣
(∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

)

+

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dPn(x) +

∫ ∞

−∞
h(x)

{
1− gN(x)

}
dP(x)

∣∣∣∣

≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
h(x) dPn(x)−

∫ ∞

−∞
h(x) dP(x)

∣∣∣∣ + 2 sup
x∈R

|h(x)|P(
[−N, N ]c

)

−→ 0 (N →∞)
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となるので, (4) を示せた.

(4) =⇒ (1): a < b に対して

ha, b =





1 (x ≤ a),
b− x

b− a
(a < x ≤ b),

0 (x ≥ b)

とおくと
1l(−∞, a](x) ≤ ha, b(x) ≤ 1l(−∞, b](x)

となる. 辺々を Pn と P で積分すると

F(x) =

∫ ∞

−∞
1l(−∞, a](x) dP(x) ≤

∫ ∞

−∞
ha, b(x) dP(x) ≤=

∫ ∞

−∞
1l(−∞, b](x) dP(x)

= F(b) (F.7)

を得る. よって

lim sup
n→∞

Fn(a) ≤ lim
n→∞

ha, b(x) dPn(x) =

∫ ∞

−∞
ha, b(x) dP(x)

となる. 上式と (F.7) と合わせると

lim sup
n→∞

Fn(a) ≤ F(b)

が任意の a < b に成り立つことがわかる. b を右から a に近づけると

lim sup
n→∞

Fn(a) ≤ F(a + 0)

を得る. 同様に

lim inf
n→∞

Fn(b) ≥ lim
n→∞

ha, b(x) dPn(x) =

∫ ∞

−∞
ha, b(x) dP(x) ≥ F(a)

となるので
lim inf
n→∞

Fn(b) ≥ F(b− 0)

を得る. a < b は任意だったので, a と b を x とすると

F(x− 0) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F(x + 0) (F.8)

を得る. F の連続点 x では F(x− 0) = F(x + 0) となるので (F.8) の式は
等号で成立することがわかる. よって (1) が示せた.
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F.3.2 Glivenko の定理の証明の準備

定義 F.15.
(
R, B(R)

)
上の分布族 {Pλ; λ ∈ Λ} がタイト (tight) である

とは, ∀ > 0 に対して次をみたすような M > 0 が存在することである.

Pλ

(
[−M, M ]c

)
< ε, (∀λ ∈ Λ). (F.9)

注意 F.16. (F.9) は

lim
M→∞

sup
λ∈Λ

Pλ

(
[−M, M ]c

)
= 0 (F.10)

と書き直すことができる. 特に {Pλ}λ∈Λ が列 {Pn}n∈N のとき

lim
M→∞

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M, M ]c

)
= 0 (F.11)

と同値となる. 実際 (F.10 から (F.11) は明らかなので, 逆を示す. ∀ε > 0

と各 n = 1, 2, . . . に対して

Pn

(
[−Mn, Mn]c

)
< ε

となる Mn > 0 が存在する. タイトであるとはMn が n に依存せずに取
れることである. したがって {Mn}n∈N が有界であることを示せばよい.

(F.10) よりある M0 > 0 が存在して

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M0, M0]

c
)

<
ε

2

とできる. さらに数列 {an}n∈N に対して lim supn→∞ an ≤ supn an が成
立することに注意するとある n0 ∈ N が存在して

sup
n≥n0

Pn

(
[−M0, M0]

)

となる. よって n ≥ n0 に対しては Mn を M0 と取ると

sup
n

Mm = max{M1, M2, . . . , Mn0 , M0}

となり, {Mn}n∈N は有界となることがわかる. 2

定理 F.17. (
ヘリー

Helly の定理) 分布列 {Pn}n∈N はタイトし, Pn の分布関数
を Fn とする. するとある部分列 {Fn(k)}k∈N と分布 F が存在して

Fn(k) Ã F (k →∞)

となる.
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Proof. Bass (2011, pp.369–370)を参照. 2

補題 F.18. ϕ を
(
R, B(R)

)
上の分布 P の特性関数とする. このとき

∀M > 0 に対して ε = 2/M とおくと

P
(
[−M, M ]c

) ≤ 1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)} dt

が成り立つ.

Proof. 特性関数 ϕ の定義から

1

2ε

∫ ε

−ε

ϕ(t) dt =
1

2ε

∫ ε

−ε

{∫ ∞

−∞
e
√−1tx dP(x)

}
dt

と書ける. Fubini の定理を適用すると

1

2ε

∫ ε

−ε

{∫ ∞

−∞
e
√−1tx dP(x)

}
dt =

1

2ε

∫ ∞

−∞

{∫ ε

−ε

e
√−1tx dt

}
dP(x)

=
1

2ε

∫ ∞

−∞

[
e
√−1tx

√−1x

]ε

−ε

dP(x)

=
1

2ε

∫ ∞

−∞

e
√−1εx − e−

√−1εx

√−1x
dP(x)

=
1

2ε

∫ ∞

−∞

cos εx +
√−1 sin εx− (

cos εx−√−1 sin εx
)

√−1x
dP(x)

=

∫ ∞

−∞

sin εx

εx
dP(x)

となる. よって

1

2ε

∫ ∞

−∞
{1− ϕ(t)} dt =

∫ ∞

−∞

(
1− sin εx

εx

)
dP(x)

≥
∫

|εx|>2

(
1− sin εx

εx

)
dP(x)

>

∫

|εx|>2

1

2
dP(x)

=
1

2
P

([
−2

ε
,

2

ε

]c)

を得る. 最後の不等式は |y| > 2 のとき
∣∣∣∣
sin y

y

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
1

y

∣∣∣∣ <
1

2

であることよりわかる. 2
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補題 F.19. 分布列 {Pn}n∈N が分布 P に弱収束するための必要十分条件
は次の条件 (1) と (2) がともに成立することである.

(1) {Pn}n∈N は相対コンパクトである.

(2) 任意の部分列 {Pn(k)}k∈N の極限分布は P に限る.

Proof. Pn が P に弱収束していれば, (1) と (2) は成り立つのは明らかな
ので, 逆を示す. そのために Pn が P に弱収束していても (1) が成り立っ
ていたら, (2) が不成立であることを示せばよい. Fn と F を Pn と P の
分布関数とする. Pn が P に弱収束していないとき

∣∣Fn(k)(x0)− F(x0)
∣∣ > ε (F.12)

となる ε > 0 と F の連続点 x0 および部分列 1 ≤ n(1) < n(2) < · · · が
あることである. このとき (1) が成り立っているので, さらなる部分列
{Fn(k(`))}`∈N と分布関数 P∗ をうまく選ぶと

Pn(k(`)) Ã P∗ (` →∞)

となる. この P∗ は P と異なる. なぜならば, もし P = P∗ ならば
Fn(k(`))(x0) −→ F(x0) (` → ∞) となるので, (F.12) と矛盾するので, P 6=
P∗ であることがわかる. よって (2) は成立しない. これで補題の題意は
示せた. 2

F.3.3 Glivenko の定理の証明

補題 F.19(1)(2) を示せばよい. そのために {Pn}n∈N がタイトであること
を示す. すると Helly の定理から (1) が成立することがわかる. また (2)

は明らかである.

{Pn}n∈N がタイトであることの証明: 補題 F.18 から

Pn

(
[−M, M ]c

) ≤ 1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)n} dt,

(
ε =

2

M

)

である. 仮定 ϕn(t) −→ ϕ(t) (n →∞) と Fatou の補題から

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M, M ]c

) ≤ 1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)} dt

が成り立つ. M →∞ のとき ε → 0 と定理 F.3(1) に注意すると

lim
M→∞

lim sup
n→∞

Pn

(
[−M, M ]c

) ≤ lim
ε→0

{
1

ε

∫ ε

−ε

{1− ϕ(t)} dt

}
= 2− 2ϕ(0) = 0

となり, {Pn}n∈N はタイトである. 2

F.4 章末注釈と参考文献
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