
第3章 多次元の確率変数

3.1 同時分布と周辺分布

(Ω, F , P )を確率空間とし，X, Y をこの確率空間上の確率変数とする．これらふたつの確率変数を組として考
えた (X, Y ) を 2 次元確率ベクトルという．さらに，(X, Y ) の分布を同時分布とよび，任意の A, B ∈ B(R) に
対して，

PX, Y (A×B) = P{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A, Y (ω) ∈ B} = P (X ∈ A, Y ∈ B)

で定める．すなわち，PX, Y は確率ベクトル (X, Y ) によって P より誘導された (R2, B(R2)) 上(3-1)の確率測度

である．

X, Y それぞれの分布 PX , PY をそれぞれの周辺分布という．

定義 3.1 　2 次元確率ベクトル (X, Y ) の同時分布関数を

FX, Y (x, y) = PX, Y ((−∞, x]× (−∞, y])
= P (X ≤ x, Y ≤ y)
= P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x, Y (ω) ≤ y}), x, y ∈ R

で定める．各成分だけに注目した分布関数

FX(x) = PX((−∞, x]) = P (X ≤ x), FY (y) = PY ((−∞, y]) = P (Y ≤ y)

をそれぞれの周辺分布関数とよぶ．

命題 3.1 (同時分布関数の性質) (1) 　すべての (x, y) ∈ R2 に対して，0 ≤ FX, Y (x, y) ≤ 1.
(2) 　x1 < x2, y1 < y2 に対して，FX, Y (x1, y1) ≤ FX, Y (x2, y2).
(3) limx→−∞ FX, Y (x, y) = 0, limy→−∞ FX, Y (x, y) = 0, limx→∞, y→∞ FX, Y (x, y) = 1.

証明 　(1) 同時分布関数の定義と確率の定義からわかる．(2) {(X, Y ) ∈ (−∞, x1] × (−∞, y1]} ⊂ {(X, Y ) ∈
(−∞, x2] × (−∞, y2]} に注意して，命題 1.3(6) を用いればよい．(3) ∩∞n=1(−∞, −n] = ∅ に注意をして，命
題 1.3(1) と (9) を用いると

lim
n→∞FX,Y (x, −n) = lim

n→∞P ((X, Y ) ∈ (−∞, x]× (−∞, −n])

= P ((X, Y ) ∈ ∩∞n=1(−∞, x]× (−∞, −n]) = P (∅) = 0

よりわかる．のこりも同様である． �

命題 3.2 (同時分布関数と周辺分布関数の関係)

FX(x) = lim
y→∞FX, Y (x, y), FY (y) = lim

x→∞FX,Y (x, y)

29
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証明 　命題 1.3(8) に注意して

lim
n→∞FX, Y (x, n) = lim

n→∞P ((X, Y ) ∈ (−∞, x]× (−∞, n])

= P ((X, Y ) ∈ ∪∞n=1(−∞, x]× (∞, n])

= P ((X, Y ) ∈ ∪∞n=1(−∞, x]× R) = P (X ≤ x)

からわかる． �

定義 3.2 　２つの確率変数 X, Y が独立であるとは，その同時分布 PX, Y が周辺分布 PX , PY の積で表される

ことである：すなわち，任意の A, B ∈ B(R) に対して

PX, Y (A×B) = PX(A)PY (B)

が成り立つこと(3-2)である．独立でないときを従属という．

注意 3.1 　つぎは同値である．

(1) X, Y は独立である．
(2) FX, Y (x, y) = FX(x)FY (y)．ただし，x, y ∈ R である．

証明 　(1)⇒ (2) は独立性の定義において，A = (−∞, x], B = (−∞, y] とすればわかる．逆については，略．�

3.1.1 同時確率関数

確率変数 X, Y はともに離散型であって，それぞれは高々可算個の点で値をとるとする．

定義 3.3 離散型確率変数 (X, Y ) の同時確率関数とは，R2 上の実数値関数 fX,Y (x, y) で

fX,Y (x, y) = P (X = x, Y = y)

をみたすものをいう．

S = {(x, y) ∈ R2 : fX,Y (x, y) > 0} とおけば，S は可算集合となる．さらに，Sx = {x ∈ R : fX,Y (x, y) >
0(ある y ∈ R} と Sy = {y ∈ R : fX,Y (x, y) > 0(ある x ∈ R} とする．このとき，同時確率関数は

(i) fX, Y (x, y) ≥ 0

(ii)
∑

(x, y)∈S fX,Y (x, y) = 1

(iii) R2 の任意の部分集合(3-3) A に対して，P ((X, Y ) ∈ A) =
∑

(x, y)∈A∩S fX,Y (x, y)

定義 3.4 離散型確率変数 (X, Y ) の同時分布関数とは，R2 上の実数値関数 FX, Y (x, y) で

FX,Y (x, y) = P{(X, Y ) ∈ (−∞, x]× (−∞, y]} =
∑

(s, t):s≤x, t≤y, (s, y)∈S
fX,Y (s, t)

で定義されるものをいう．

X と Y のそれぞれの確率関数を

fX(x) = P (X = x), fY (x) = P (Y = y)

で定めることにする．同時確率関数に対して，fX と fY を X と Y の周辺確率関数ということにする．
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命題 3.3 離散型確率変数 (X, Y ) は同時確率関数 fX,Y (x, y) を持つとする．このとき，

fX(x) =
∑
y∈Sy

fX,Y (x, y),

fY (y) =
∑
x∈Sx

fX, Y (x, y)

が成立する．

証明 　　fX について示す．Ax = {(x, y) ∈ R2 : −∞ < y <∞} とおく．このとき，x ∈ Sx に対して，

fX(x) = P (X = x)

= P (X = x, −∞ < y <∞)

= P ((X, Y ) ∈ Ax)
=

∑
(x, y)∈Ax∩S

fX,Y (x, y)

=
∑
y∈Sy

fX,Y (x, y)

よりわかる．fY についても同様に示される． �

3.1.2 同時確率密度関数

定義 3.5 連続型確率ベクトル (X, Y )とし，FX, Y (x, y)をその同時分布関数とする．R2 上の実数値関数 fX,Y (x, y)
ですべての A ⊂ R2 に対して，

P ((X, Y ) ∈ A) =
∫ ∫

A

fX,Y (x, y) dx dy

をみたすものが存在するとき， fX,Y (x, y) を (X, Y ) の同時確率密度関数という．

命題 3.4 (同時確率密度関数の性質) (1) すべての x ∈ R, y ∈ R に対して，fX,Y (x, y) ≥ 0.
(2) すべての (x, y) ∈ R2 に対して，

FX, Y (x, y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (s, t) ds dt.

(3) FX, Y (x, y) が同時確率密度関数を持つならば，x ∈ R, y ∈ R に対して，

fX,Y (x, y) =
∂2

∂x∂y
FX, Y (x, y)

となる．

証明 　証明は明らか． �

注意 3.2 　確率ベクトル (X, Y ) が同時確率密度関数 fX,Y (x, y) を持つとき，X と Y の周辺確率密度関数は

fX(x) =
∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dy, fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx

と表現できること(3-4)に注意せよ．
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3.1.3 独立性

定義 3.6 　確率ベクトル (X, Y ) は同時確率関数または同時確率密度関数 fX,Y (x, y) をもつとする．このとき，
X と Y が独立であるとは，すべての x ∈ R, y ∈ R に対して

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

が成立することである．

補題 3.1 　確率ベクトル (X, Y ) は同時確率関数または同時確率密度関数 fX,Y (x, y) をもつとする．このとき，
X と Y が独立であるとはための必要十分条件は，R 上で定義されたある関数 g(x) と h(y) が存在し，すべての
x ∈ R, y ∈ R に対して

fX,Y (x, y) = g(x)h(y)

とかけることである．

証明 　⇒ (必要条件) は g(x) = fX(x), h(y) = fY (y) とおけばよい．
⇐ (十分条件) は連続型についてのみ示すことにする．同時確率密度関数が fX,Y (x, y) = g(x)h(y)と表現された
とする．さらに， ∫ ∞

−∞
g(x) dx = c,

∫ ∞

−∞
h(y) dy = d

とおくと定数 c と d は関係式

cd =
(∫ ∞

−∞
g(x) dx

)(∫ ∞

−∞
h(y) dy

)
=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x)h(y) dx dy

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y) dx dy = 1 (3.1)

をみたす．さらに，

fX(x) =
∫ ∞

−∞
g(x)h(y) dy = g(x)d, fY (y) =

∫ ∞

−∞
g(x)h(y) dx = h(y)c (3.2)

となる．(3.1) と (3.2) から

fX,Y (x, y) = g(x)h(y) = g(x)h(y)cd = fX(x)fY (y)

となり(3-5)，X と Y が独立であることが示せた． �

例 3.1 離散型確率ベクトル (X, Y ) の同時確率関数が以下のように与えられているとする：

fX,Y (0, 10) = fX,Y (0, 20) =
2
18
, fX,Y (1, 10) = fX,Y (1, 30) =

3
18
,

fX,Y (2, 20) =
4
18
, fX,Y (2, 30) =

4
18
.

ただし，その他の (x, y) では fX,Y (x, y) = 0 である．X の周辺確率関数は

fX(0) =
4
18
, fX(1) =

6
18
, fX(2) =

8
18

となり，Y の周辺確率関数は

fY (10) =
5
18
, fY (20) =

6
18
, fY (30) =

7
18

となる．よって，X と Y は独立でない．たとえば，

fX,Y (0, 10) =
2
18
�= 4

18
× 5

18
= fX(0)fY (10)

からわかる．
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3.1.4 同時分布に関する期待値

定義 3.7 　確率ベクトル (X, Y )は同時確率関数または同時確率密度関数 fX, Y (x, y)を持つとし，g(x, y)を R2

上の実数値関数とする．このとき，g(X, Y ) の期待値を

E[g(X, Y )] =

{ ∑
(x, y)∈S g(x, y)fX,Y (x, y), (離散型)∫∞

−∞
∫∞
−∞ g(x, y)fX, Y (x, y) dx dy, (連続型)

で定義する．ただし，離散型の場合は
∑

(x, y)∈S |g(x, y)|fX,Y (x, y) <∞のとき，連続型の場合は ∫∞
−∞

∫∞
−∞ |g(x, y)|fX,Y (x, y) dx dy

∞ のとき，g(X, Y ) の期待値を定義することにする．期待値が定義されるとき，g(X, Y ) の期待値が存在すると
いう．

記法について

確率変数のベクトルや行列に対する期待値の作用を以下のように書くことにする．たとえば，確率ベクトル (X, Y )
に対して，

E(X, Y ) = (E(X), E(Y ))

などと書き，行列の成分が確率変数である確率行列に対しては，

E

[
X2 XY

XY Y 2

]
=

[
E[X2] E[XY ]
E[XY ] E[Y 2]

]

である．

定理 3.1 　X と Y は独立な確率変数とし，実数上で定義された実数値関数 h1(x) と h2(y) は x と y にのみに

それぞれ依存するものとする．このとき，

E[h1(X)h2(Y )] = E[h1(X)]E[h2(Y )]

が成立する．ただし，それぞれの期待値は存在するものと仮定する．

証明 　(X, Y )がともに連続型確率変数とし，同時確率密度関数 fX,Y (x, y) を持つ場合について証明する．独立
性の定義を利用すれば，

E[h1(X)h2(Y )] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h1(x)h2(y)fX,Y (x, y) dx dy

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h1(x)h2(y)fX(x)fY (y) dx dy

=
∫ ∞

−∞
h1(x)fX(x)

(∫ ∞

−∞
h2(y)fY (y) dy

)
dx

=
∫ ∞

−∞
h1(x)fX(x) dx

∫ ∞

−∞
h2(y)fY (y) dy = E[h1(X)]E[h2(Y )]

より示せた．離散型の場合は積分記号を和の記号に直せたよい． �

定理 3.2 　X と Y は独立な確率変数とし，それぞれは積率母関数 MX(t) とMY (t) を持つとする．このとき，
Z = X + Y の積率母関数は

MZ(t) = MX(t)MY (t)

で与えられる．
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証明 　定理 3.1 から
MZ(t) = E[etZ ] = E[etXetY ] = E[etX ]E[etY ] = MX(t)MY (t)

がわかる． �

注意 3.3 　X と Y は独立な確率変数とし，それぞれは N(µ1, σ
2
2) と N(µ2, σ

2
2) に従うとする．このとき，そ

れぞれの積率母関数は

MX(t) = exp(µ1t+
1
2
σ2

1t), MY (t) = exp(µ2t+
1
2
σ2

2t), t ∈ R

となった．Z = X + Y の積率母関数は定理 3.2 から

MZ(t) = MX(t)MY (t) = exp(µ1t+
1
2
σ2

1t) exp(µ2t+
1
2
σ2

2t) = exp{(µ1 + µ2)t+
1
2
(σ2

1 + σ2
2)t2}

となる．したがって，Z は N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2) に従うことがわかる．


