
第1章 確率・確率変数・期待値

1.1 確率

不確実性や変動というものは多くの状況では避けることができないものである．確率論はこれらの概念を数学

的に定式化する道具である．

1.1.1 試行・標本空間・事象

実験とか観測とか調査とかを総称して試行という．試行を行ったときに起こり得る結果のすべての集まりを標本

空間といい，Ω と記すことにする．標本空間 Ω の点を標本点とか根元事象という．Ωが有限または可算の場合を
離散的という．

例 1.1 硬貨投げを考えよう．硬貨には表 (H) と裏 (T ) があることから，試行のすべての集まりである標本空間
は Ω = {H, T } となる．

部分集合 A ⊂ Ω を事象といい，Ω を全事象，∅ を空事象という．事象に対して，和，交わり (積)，直積，補集
合，差などの演算を考える．

事象の記法 　∈，�∈，∅，A ⊂ B，A ∩ B，A ∪ B，Ac．ただし，A, B は事象とし，Ac = {ω ∈ Ω : ω �∈ A}，
A ∪B = {ω ∈ Ω : ω ∈ A 　または 　ω ∈ B} 等である． 和と交わりに対して

A ∪A = A A ∩A = A (ベキ等律)
A ∪B = B ∪A A ∩B = B ∩A (交換律)
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩C) (結合律)

が成り立つ．

命題 1.1 (事象の演算に関する基本的性質) A, B, C を事象とする．

(i) 　
A ∩ (B ∪C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
A ∪ (B ∩C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

(分配法則)

(ii) 　
(A ∪B)c = Ac ∩Bc
(A ∩B)c = Ac ∪Bc (ド・モルガンの法則)

証明 　証明は略．(「集合・位相」(佐久間カ一浩著，共立)や「集合・位相入門」(松坂和夫著，岩波)等を参照の
こと) �

Γ を添え字の空間とし，γ ∈ Γ の元によって添え字付けられる集合 Aγ の集まりを考え，これを

{Aγ : γ ∈ Γ}
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と書く．任意の濃度を持つ添え字集合 Γ に対して

∪γ∈ΓAγ = {ω ∈ Ω : ある γ ∈ Γが存在して，ω ∈ Aγ }
∩γ∈ΓAγ = {ω ∈ Ω : すべての γ ∈ Γ に対して，ω ∈ Aγ }

とする．

例 1.2 　たとえば，Ω = (0, 1] とし，Ai = [1/i, 1], i = 1, 2, . . . とする．したがって，Γ = N (自然数)である．
このとき，

∪∞i=1Ai = ∪ni=1[1/i, 1]

= {ω ∈ (0, 1] : ある i ∈ N が存在して，ω ∈ [1/i, 1] }
= Ω

定義 1.1 　{Aγ : γ ∈ Γ} が互いに排反 (互いに素)であるとは，すべての α, β ∈ Γ に対して，α �= β ならば，

Aα ∩Aβ = ∅ が成り立つことである．

命題 1.2 (和と交わりおよびド・モルガンの法則の一般化) {Aγ : γ ∈ Γ} を集合族(1-1)とする．このとき，

(i) 　
(∪γ∈ΓAγ

) ∩B = ∪γ∈Γ(A ∩B)．

(ii) 　
(∩γ∈ΓAγ

) ∪B = ∩γ∈Γ(A ∪B)．

(iii) 　{∪γ∈ΓA}c = ∩γ∈ΓA
c
γ

(iv) 　{∩γ∈ΓAA}c = ∪γ∈ΓA
c
γ

証明 　証明は略． �

定義 1.2 　可算無限個の事象列 {An}∞n=1 に対して，その上極限事象と下極限事象をそれぞれ

lim n→∞An = ∩∞m=1 ∪∞n=m An

lim n→∞An = ∪∞m=1 ∩∞n=m An

上極限事象は {An} のうちの無限個が起きるという事象を，下極限事象は {An} のうちのある番号から先のすべ
てが起こるという事象を表す．すなわち，ω ∈ limAn とは，無限に多くの n に対して，ω ∈ An となることであ
り，ω ∈ limAn とは，ある番号から先のすべての n に対して ω ∈ An である．上極限と下極限が一致するとき，
limn→∞An と書き，{An}∞n=1 の極限事象という．

定理 1.1 つぎの関係式が成り立つ．

(i) 　lim infn→∞An ⊂ lim supn→∞An．

(ii) 　
(

lim infn→∞An

)c
= lim supn→∞Acn．

(iii) 　
(

lim supn→∞An

)c
= lim infn→∞Acn．

(iv) 　A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ならば，limn→∞An = ∪∞n=1An．

(v) 　A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ならば，limn→∞An = ∩∞n=1An．

証明 　証明は略． �
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1.1.2 確率の定義

定義 1.3 　Ω の部分集合の集まり F は次の条件をみたすとき，Ω 上の有限加法族であるという．

(i) 　Ω ∈ F

(ii) 　A ∈ F =⇒ Ac ∈ F

(iii) 　A1, A2, . . . , Ak ∈ F =⇒ ∪ki=1Ai ∈ F

さらに，

(iii)’ 　A1, A2, . . . , Ak, . . . ∈ F =⇒ ∪∞i=1Ai ∈ F

をみたすとき，Ω 上の完全加法族 (σ-加法族)という．

注意 1.1 　A1, A2, . . . , Ak, . . . ∈ F ならば，∩∞i=1Ai ∈ F である．Ω 上の完全加法族で最も大きなものは Ω の
すべての部分集合からなる族であり，最小の完全加法族は {∅, Ω} である．

確率論において用いられる完全加法族の重要な例をいくつか考察する．まず，一般的な定義から始めよう．

定義 1.4 　F は Ω の部分集合の任意の族とする．F を含む最小の完全加法族を σ(F) と表す．言い換えれば，
σ(F) は F を含む完全加法族全体の交わりである．Ω のすべての部分集合全体は完全加法族であることから，少
なくとも１つは F を含む完全加法族は存在することに注意しよう．

例 1.3 　Ω = R とし，次の部分集合族を考える．

(i) 　F1 = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}

(ii) 　F2 = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b}

(iii) 　F3 = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}

(iv) 　F4 = {[a, b] : a, b ∈ R, a < b}

(v) 　F5 = {(−∞, a] : a ∈ R}

(vi) 　F6 = {(−∞, a) : a ∈ R}

(vii) 　F7 は R の開集合の族

(viii) 　F8 は R の閉集合の族

とする．このとき，

σ(F1) = σ(F2) = σ(F3) = σ(F4) = σ(F5) = σ(F6) = σ(F7) = σ(F8)

である．この完全加法族を B(R) と記し，R のボレル集合族という．

定義 1.5 　F を Ω 上の完全加法族としたとき，(Ω, F) のことを可測空間という．

定義 1.6 　任意の可測空間 (Ω, F) に対して，確率とは F 上で定義された関数 P で以下の条件をみたすもので

ある．

(i) 　任意の A ∈ F について，P (A) ≥ 0
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(ii) 　P (Ω) = 1

(iii) 　i = 1, 2, . . . について Ai ∈ F かつ Ai ∩Aj = ∅ (i �= j) ならば，

P (∪∞i=1Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai)

P (A) は事象 A の起きる確率とよばれる．(Ω, F , P ) を確率空間とよぶ．

注意 1.2 　Ω が離散のとき，F は Ω のすべての部分集合の集まりと通常する．また，Ω = R のとき，R のす

べての部分集合の集まりを採用するのでなく，ボレル集合族 B(R) を採用するのが標準的である．

命題 1.3 (確率の性質) (i) 　P (∅) = 0

(ii) 　任意の A ∈ F に対し，P (A) ≤ 1

(iii) 　任意の A ∈ F に対し，P (Ac) = 1− P (A)

(iv) 　任意の A, B ∈ F に対し，P (A ∩Bc) = P (A)− P (A ∩B)

(v) 　P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

(vi) 　A ⊂ B ならば，P (A) ≤ P (B)

(vii) 　i = 1, 2, . . . に対し，Ai ∈ F ならば，

P (∪∞i=1Ai) ≤
∞∑
i=1

P (Ai)

(viii) 　Ai ⊂ Ai+1 ならば，

P (∪∞i=1Ai) = lim
i→∞

P (Ai)

(ix) 　Ai ⊃ Ai+1 ならば，

P (∩∞i=1Ai) = lim
i→∞

P (Ai)

[(x) 　Ai ⊃ Ai+1 かつ ∩∞i=1Ai = ∅ ならば，

P (∩∞i=1Ai) = lim
i→∞

P (Ai) = 0

証明 　(i)-(vi) は証明は略． �
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1.2 条件つき確率と独立性

(Ω, F , P ) を確率空間とし，B ∈ F かつ P (B) > 0 とする．事象 B 上の条件つき確率とは，完全加法族 F 上
で定義された確率であって，任意の A ∈ F について

P (A|B) =
P (A ∩B)
P (B)

で定める．P (A|B) を事象 B が与えられたときの事象 A の条件つき確率という．

命題 1.4 P ( · |B) は確率測度である．すなわち，

(i) 　任意の A ∈ F に対し，P (A|B) ≥ 0

(ii) 　P (Ω|B) = 1

(iii) 　i = 1, 2, . . . に対し，Ai ∈ F かつ Ai ∩Aj = ∅ (i �= j) ならば，

P (∪∞i=1Ai|B) =
∞∑
i=1

P (Ai|B)

証明 　条件付確率と確率の定義 1.3 よりわかる． �

Ωを互いに排反な事象 A1, A2, . . . , An に分割されるとする．すなわち，Ai ∩Aj = ∅ (i �= j)かつ ∪∞i=1Ai = Ω
である．i = 1, 2, . . . , n に対し，P (Ai) > 0 のとき，任意の事象 B の確率は条件つき確率を用いてつぎのように

表現できる．

P (B) =
∞∑
i=1

P (Ai)P (B|Ai)

これを全確率の法則という．

事象 A1, A2, . . . , An は互いに排反で Ωを分割するとする．事象 B が起こる前と後のことを事前と事後とよぶ

ことにする．事象 Ai に対して P (Ai)は事象 Bが起こる前に与えられる確率であるから事前確率といい，P (Ai|B)
は B が起こった後で与えられる確率であるから事後確率という．

定理 1.2 (ベイズの法則) 　事後確率は事前確率を用いてつぎのように表現できる．

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)∑n
i=1 P (Ai)P (B|Ai)

証明 　全確率の法則を用いればよい． �

定義 1.7 　２つの事象 A, B が確率的に独立であるとは

P (A ∩B) = P (A)P (B)

が成り立つことをいう．独立でないとき，従属という．

注意 1.3 　事象 A と B は独立で P (A) > 0，P (B) > 0 とする．このとき，

P (B|A) = P (B), P (A|B) = P (A)

である．
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定義 1.8 　事象 A1, A2, . . . , An が独立であるとは，すべての k ∈ {1, 2, . . . , n} と i1 < i2 < · · · < ik, il ∈
{1, 2, . . . , n}, l = 1, 2, . . . , k, に対し

P (∩kl=1Ail) = Πk
l=1P (Ail )

が成り立つことである．すべての Ai, Aj , i, j = 1, 2, . . . , n, i �= j に対し

P (Ai ∩Aj) = P (Ai)P (Aj)

が成り立つとき，対独立という．

注意 1.4 　対独立であっても，独立でない場合がある．

定義 1.9 　F1 と F2 を完全加法族 F の部分完全加法族とする．このとき， F1 と F2 が独立であるとは，すべ

ての A ∈ F1 と B ∈ F2 に対し

P (A ∩B) = P (A)P (B)

が成り立つことをいう．
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1.3 確率変数

(Ω, F , P ) を確率空間とし，X を Ω から R への写像とする．X によるボレル集合 B ∈ B(R) の逆像は Ω の
部分集合で X−1(B) と記し

X−1(B) = {ω ∈ Ω X(ω) ∈ B}
で定義する．

定理 1.3 (逆像の性質) B, B′, {Bγ : γ ∈ Γ} はボレル集合とする．このとき

(i) 　B ⊂ B′ ならば，X−1(B) ⊂ X−1(B′)

(ii) 　
X−1(∪γ∈ΓBγ) = ∪γ∈ΓX

−1(Bγ)
X−1(∩γ∈ΓBγ) = ∩γ∈ΓX

−1(Bγ)

(iii) 　B と B′ が互いに排反ならば，X−1(B) と X−1(B′) も互いに排反である．

(iv) 　X−1(Bc) = {X−1(B)}c

証明 　集合・位相入門（松坂和夫，岩波）等を参照．） �

定義 1.10 　写像 X : Ω → R が確率空間 (Ω, F , P ) 上の (実)確率変数であるとは，任意の B ∈ B(R) に対し
て，X−1(B) ∈ F をみたすときをいう．

注意 1.5 　すべての a ∈ R に対して，{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ a} ∈ F をみたすことと同値である．また，すべての
a ∈ R に対して，{X < a} ∈ F とも同値である．

確率空間 (Ω, F , P )上の確率変数Xにより (R, B(R))上の確率測度 PXがつぎのように定まる：任意の B ∈ B(R)
に対して

PX(B) = P (X ∈ B) = P (ω ∈ X−1(B)) = P (X−1(B))

PX のことを X の分布という．

X1, X2, . . . , Xp が (Ω, F , P ) 上の確率変数のとき，X = (X1, X2, . . . , Xp)′ を p-次元確率変数という．

定理 1.4 (確率変数の性質) X，Y および {Xn}∞n=1 は (Ω, F , P ) 上の確率変数 (列)とする．

(i) 　すべての a, b ∈ R に対し，aX + bY も確率変数である．

(ii) 　max{X, Y } も min{X, Y } も確率変数である．

(iii) 　XY も確率変数である．

(iv) 　各 ω ∈ Ω に対し，Y (ω) �= 0 ならば，X/Y も確率変数である．

(v) 　supnXn, infnXn, lim supn→∞Xn, lim infn→∞Xn も確率変数である．

．

証明 　(i) を示すために，X + Y と aX も確率変数であることを示す．各 t に対して，

{X + Y < t} = ∪r∈Q({X < r} ∩ {Y < t− r}) ∈ F

となる．ただし，Q は有理数とする．つぎに，aX も確率変数であることを示す．a > 0 の場合，{aX ≤ t} =
{X ≤ t/a} ∈ F．a < 0 の場合，{aX ≤ t} = {X ≥ t/a} ∈ F．



8 2005 年 5 月 25 日

(ii) を示すためには，
{max{X, Y } ≤ t} = {X ≤ t} ∪ {Y ≤ t}

と

{min{X, Y } ≤ t} = {X ≤ t} ∩ {Y ≤ t}
に注意すればよい．

(iii) を示すためには，
{X2 ≤ t} = {−√t ≤ X ≤ √t} = {X ≤ √t} \ {X ≤ −√t}

から X2 は確率変数になることに注意する．さらに，

XY =
1
2
{(X + Y )2 − (X − Y )2}

から証明される．

(iv) を示すためには，

{sup
n
Xn ≤ t} = ∩n{Xn ≤ t}, {inf

n
Xn ≥ t} = ∩n{Xn ≥ t}

から supnXn と infnXn は確率変数であることがわかる．さらに，

lim sup
n

Xn = inf
n

sup
k≥n

Xk, lim inf
n

Xn = sup
n

inf
k≥n

Xk

から (iv) は示された． �

定義 1.11 　(Ω, F , P ) 上の確率変数 X の分布関数を

FX(x) = P ((−∞, x]) = P (X ≤ x) = P (ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x)
で定義する．ただし，x は任意に実数である．

定理 1.5 (分布関数の性質) (i) (単調性) 　x, y ∈ R とする．このとき，x < y ならば，FX(x) ≤ FX(y)

(ii) (右連続性) 　limy→x+0 FX(y) = FX(x)

(iii) 　任意の x ∈ Rに対して，0 ≤ FX(x) ≤ 1で FX(−∞) = limx→−∞ FX(x) = 0, FX(∞) = limx→∞ FX(x) =
1 である．

証明 　 �

確率変数 X の分布関数が FX( · )である場合「確率変数 X は分布 F ( · )に従う」といい， “X ∼ FX ”と書く
ことにする．

注意 1.6 　分布関数 F ( · ) が与えれたとき，(R, B(R) 上の確率測度 µ で

F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ R

となるものが一意的に存在することが知られている．

X と Y を確率変数としたとき，X と Y の分布が等しいとは，任意の A ∈ B(R)に対し

PX(A) = PY (A)

が成り立つ(1-2)ときをいう．

X と Y の分布が等しいために必要十分条件は，すべての x ∈ R に対し，FX(x) = FY (x) が成り立つことで
ある．



2005 年 5 月 25 日 9

1.4 確率密度関数と確率関数

定義 1.12 　FX( · ) を確率変数 X の分布関数とする．X が連続型確率変数であるとは，FX が R 上の連続関

数のときをいう．また，X が離散型確率変数であるとは，FX が R 上の階段関数のときをいう．

定義 1.13 　X を離散型確率変数とする．X の確率関数を

fX(x) = P (X = x), すべての x

で定める．

注意 1.7 　確率変数 X が離散型のとき，{x ∈ R : fX(x) > 0} は高々可算個であることを示すことができる．ま
た，fX(x) > 0 なる点に対し，

fX(x) = P (X ≤ x)− P (X < x) = FX(x)− lim
y→x−0

FX(y)

となる．S = {x ∈ R : fX(x) > 0} としたとき，

pi = fX(xi), xi ∈ S, i = 1, 2, . . .

を離散型確率変数 X の分布とよぶことにする．pi と xi, i = 1, 2, . . . , を表にまとめたものを確率分布表という．

命題 1.5 (確率関数の性質) (i) 　0 ≤ fX(x) ≤ 1

(ii) 　
∑

x∈S fX(x) = 1

証明 　定義よりわかる． �

定義 1.14 X を連続型確率変数とし，FX( · ) をその分布関数とする．R 上の関数 fX( · ) で任意の x ∈ R に対

して

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(y) dy

をみたすものが存在するとき，fX( · ) を X の確率密度関数という．

X は密度 fX( · ) を持つとか分布 fX( · ) に従うという．さらに，FX( · )が R 上で微分可能ならば

fX(x) =
d

dx
FX(x)

となる．

注意 1.8 　X が連続型確率変数ならば，任意の x ∈ R において，P (X = x) = 0 となる．すなわち，P (ω ∈ Ω :
X(ω) = 0) = 0 である．なぜならば，任意の ε > 0 に対して

P (X = x) ≤ P (x− ε < X ≤ x)
= P (X ≤ x)− P (X ≤ x− ε)
= FX(x)− FX(x− ε)

となり，ε ↓ 0 とすれば，FX( · ) の連続性より

P (X = x) ≤ lim
ε↓0
{FX(x)− FX(x− ε)} = 0

となる．
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命題 1.6 (確率密度関数の性質) (i) 　fX(x) ≥ 0

(ii) 　
∫ ∞
−∞ fX(x) dx = 1

(iii) 　任意のボレル集合 B ∈ B(R) に対して

P (X ∈ B) =
∫
B

fX(x) dx

証明 　定義よりわかる． �
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1.5 確率変数の期待値

定義 1.15 　確率変数 X は確率関数または密度関数 fX( · ) を持つとき，X の期待値を

E[X] =

{ ∑
x xfX(x), (離散型)∫∞

−∞ xfX(x) dx, (連続型)

で定義する．ただし，離散型の場合は
∑
x |x|fX(x) <∞ のとき，連続型の場合は ∫∞

−∞ |x|fX(x) dx <∞ のとき，
X の期待値を定義することにする．期待値が定義されるとき，X の期待値が存在するという．

一般に，R 上のボレル可側関数(1-3) g( · ) に対し，g(X) の期待値を

E[g(X)] =

{ ∑
x g(x)fX(x), (離散型)∫∞

−∞ g(x)fX(x) dx, (連続型)

で定める．g(X) の期待値の存在は X の期待値の存在と同様に定める．

例 1.4 　X の確率分布は

X の取る値 0 1 合計

確率 1/2 1/2 1

とする．このとき，

E[X] = 0× fX(0) + 1× fX(1) = 0× 1
2

+ 1× 1
2

=
1
2

となる．

例 1.5 　X は確率密度関数

fX(x) =

{
1, (0 ≤ x ≤ 1)
0, (その他)

を持つとする．このとき，

E[X] =
∫ ∞

−∞
xfX(x) dx =

∫ 1

0

x · 1 dx =
1
2

例 1.6 　X は確率密度関数

fX(x) =
1

π(1 + x2)

を持つとする．このとき，X の期待値は存在しない．なぜならば，M ≥ 1 に対して

E[|X|] ≥
∫ M

1

x
1

π(1 + x2)
dx ≥

∫ M

1

x

π(2x2)
dx =

1
2π

∫ M

1

dx

x

よって

E[|X|] ≥ lim
M→∞

1
2π

∫ M

1

dx

x
=∞

よりわかる．

定理 1.6 (期待値の性質) (i) 　定数 c に対して，E[c] = c

(ii) 　ふたつのボレル可側関数 h( · ) と g( · ) および定数 a, b に対して

E[ag(X) + bh(X)] = aE[g(X)] + bE[h(X)]
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(iii) 　h(x) ≥ 0 ならば，E[h(X)] ≥ 0

(iv) 　|E[h(X)]| ≤ E[|h(X)|]

(v) 　X が非負値確率変数(1-4)のとき，E[X] = 0 ならば，P (X = 0) = 1 である．
ただし，上記において，いずれの期待値も存在するものと仮定する．

証明 　積分の性質からわかる． �
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1.6 積率と積率母関数

定義 1.16 　正の各整数 n に対して，E[|X|n] <∞ のとき，

µ′
n = E[Xn]

を X の n 次の積率という．さらに，

µn = E[(X − µ)n]

を中心まわりの n 次の積率という．ただし，µ = E[X] である．

定義 1.17 　X の中心まわりの 2 次の積率を分散といい，VAR[X ]と書く．すなわち，VAR[X ] = E[(X−E[X])2]
である．

注意 1.9 E[X2] <∞ ならば，E[|X|] <∞ であることに注意せよ．これは Hölder の不等式からわかる．以下で
は直接的に確認する．簡単なために，X を連続型確率変数とし，確率密度関数 fX(x) を持つとして議論を進める．

E[|X|] =
∫ ∞

−∞
|x|fX(x) dx =

∫ −1

−∞
|x|fX(x) dx+

∫ 1

−1

|x|fX(x) dx+
∫ 1

∞
|x|fX(x) dx

となる．x ≤ −1 または x ≥ 1 のときは，|x|fX(x) ≤ x2fX(x) となり，−1 ≤ x ≤ 1 のときは |x|fX(x) ≤ fX(x)
となることに注意すれば，

E[|X|] ≤
∫ −1

−∞
x2fX(x) dx+

∫ 1

−1

fX(x) dx+
∫ 1

∞
x2fX(x) dx ≤

∫ ∞

−∞
x2fX(x) dx+

∫ ∞

−∞
fX(x) dx = E[X2]+1 <∞

がわかる．

定理 1.7 (分散の性質) (i) 　VAR[a+ bX ] = b2VAR[X ]．ただし，a, b は定数である．

(ii) 　VAR[X ] = E[X2]− {E[X ]}2

(iii) 　VAR[X ] = 0 =⇒ P (X = E[X]) = 1

証明 　 �

定義 1.18 　ある正の数 t0 が存在して，すべての t ∈ (−t0, t0) に対し，etX の期待値が存在するならば，X の
積率母関数を

MX(t) = E[etX ], t ∈ (−t0, t0)
で定義する．このような t0 が存在しないとき，X の積率母関数は存在しないという．

定理 1.8 (積率母関数の性質) 　MX(t) を X の積率母関数とする．このとき，正の整数 n に対して

E[Xn] =
dn

dtn
MX(t)

∣∣∣∣
t=0

となる．
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証明 　　X が連続型の場合のみを示す．微分記号と積分記号の交換が可能であると仮定すれば，

d

dt
MX(t) =

d

dt

∫ ∞

−∞
etxfX(x) dx

=
∫ ∞

−∞

(
d

dt
etx

)
fX(x) dx

=
∫ ∞

−∞

(
xetxfX(x)

)
dx = E[XetX ]

したがって
d

dt
MX(t)

∣∣∣∣
t=0

= E[XetX ]
∣∣
t=0

= E[X]

�

例 1.7 　X の確率分布は

X の取る値 0 1 合計

確率 1/2 1/2 1

とする．このとき，t ∈ R に対し

MX(t) = E[etX ] = 1× fX(0) + et × fX(1) =
1
2
(1 + et)

となる．よって

E[X] =
d

dt
MX(t)

∣∣∣∣
t=0

=
1
2
et
∣∣∣∣
t=0

=
1
2

となる．X の分散は

VAR[X ] = E[(X − E[X])2] = (0− 1
2
)2 × fX(0) + (1− 1

2
)2 × fX(1) =

1
4

となる．一方，

E[X2] =
d2

dt2
MX(t) =

1
2
et
∣∣∣∣
t=0

=
1
2

より

VAR[X ] = E[X2]− {E[X ]}2 =
1
2
−

(
1
2

)2

=
1
4

となる．

命題 1.7 　確率変数 X と Y の分布関数を FX( · ) と FY ( · ) とする．ある正の整数 t0 が存在して，すべての

t ∈ (−t0, t0) に対し，X と Y の積率母関数 MX(t) と MY (t) が存在して，MX(t) = MY (t) ならば，すべての
x ∈ R に対して FX(x) = FY (x) である．

証明 　証明は略． �
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1.7 確率変数の変換

確率変数 X は分布関数 FX( · )を持つとする．g( · )をボレル可側関数としたとき，Y = g(X) も確率変数にな
り，Y の分布 PY はつぎのように定まる：任意のボレル集合 A ∈ B(R)に対して

P (Y ∈ A) = P (g(X) ∈ A)

また，Y の分布関数は

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y)
となる．PY は PX と g に依存するので，FY ( · )は FX( · ) と g に依存するであろう．さらに，存在するならば，

FY ( · ) の確率密度関数 fY ( · ) も求めることができれば便利である．
以下の例では，FX( · ) は微分可能とする．

例 1.8 　X の線形変換を考える．すなわち，Y = a+ bX である．ここで，a, b は定数で b �= 0 とする．b > 0
のとき

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (a+ bX ≤ y) = P

(
X ≤ y − a

b

)
= FX

(
y − a
b

)
また，b < 0 のとき

F (y) = P (Y ≤ y) = P

(
X ≥ y − a

b

)
= 1− P

(
X ≤ y − a

b

)
= 1− FX

(
y − a
b

)
となる．したがって

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

1
|b|fX

(
y − a
b

)
となる．線形関すは狭義単調関数である．

例 1.9 　X を正値確率変数とする．すなわち，P (X ≤ 0) = 0 である．Y = logX とおく．このとき，y ∈ R に

対して

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≤ ey) = FX(ey)

となる．したがって

fY (y) =
d

dy
FY (y) = eyfX(ey)

となる．g(x) = log x も R+ 上では狭義単調関数である．

例 1.10 　Y = X2 とおく．これは R 上の単調関数ではない．しかし，R+ 上と R− 上では単調である．y ≥ 0
に対して，

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (ω ∈ Ω : (X(ω)2) ≤ y)
= P (ω ∈ Ω : (X(ω)2) ≤ y, X(ω) > 0) + P (ω ∈ Ω : (X(ω)2) ≤ y, X(ω) < 0)

+P (ω ∈ Ω : X(ω) = 0)

= P (0 < X <
√
y) + PX(−√y ≤ X < 0) + P (X = 0)

= P (−√y ≤ X ≤ √y)
= FX(

√
y)− FX(−√y)

となる．したがって，

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

1
2
√
y
fX(
√
y) +

1
2
√
y
fX(−√y)
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となる．y < 0 に対しては FY (y) = 0 となるので，fY (y) = 0 となることは容易にわかる．よって

fY (y) =

{
1

2
√
y fX(

√
y) + 1

2
√
y fX(−√y), (y > 0),

0, (その他)

となる．

これらの例を踏まえて，一般の Y = g(X) の場合を考える．そのために

X = {x : fX(x) > 0}, Y = {y : y = g(x), x ∈ X}

とおく．X と Y を X と Y の台とよぶ．たとえば，fX(x) = 1√
2π
e−x

2/2 で Y = X2 のとき，X = R ならば，

Y = [0, ∞) となる．
いま，関数 g : X → Y を考える．もし，g が一対一上への写像ならば，逆写像 g−1 : Y → X は定義できる．

しかし，一般には，逆像で定義する．すなわち，

g−1(y) = {x ∈ X : g(x) = y}

さらに，ボレル集合 Aに対し

g−1(A) = {x ∈ X : g(x) ∈ A}
とする．すると

P (Y ∈ A) = P (ω ∈ Ω : g(X(ω)) ∈ A) = P (X ∈ g−1(A))

となる．しかし，Y の確率密度関数を求めるためには，追加の条件が必要となる．

命題 1.8 　X を連続型確率変数とし，fX をその確率密度関数とし，X 上で連続とする．
(i) 　逆関数 g−1( · ) は Y 上で定義され，連続微分可能とする．このとき

fY (y) =

⎧⎨⎩ fX(g−1(y))
∣∣∣∣ ddyg−1(y)

∣∣∣∣, (y ∈ Y),

0, (その他)

となる．

(ii) 　{Xi}ki=0 を X の分割(1-5)とし，P (X ∈ X0) = 0 とし，fX( · ) は各 Xi, i = 1, 2, . . . , k, 上で連続とする．
さらに，各 Xi, i = 1, 2, . . . , k, 上で定義された関数 gi( · ) が存在して，x ∈ Xi に対し，g(x) = gi(x) が成立し，
gi(x) は Xi 上で狭義単調関数とし，g−1

i ( · ) は Y \ g(X0) 上で定義され，連続微分可能とする．このとき，

fY (y) =

⎧⎨⎩
∑k

i=1 fX(g−1
i (y))

∣∣∣∣ ddy g−1
i (y)

∣∣∣∣, (y ∈ Y \ g(X0)),

0, (その他)

となる．

証明 　(i) 　g が狭義単調増加のとき，y ∈ Y に対し，

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≤ g−1(y)) = FX(g−1(y))

となる．よって

fY (y) =
d

dy
FY (y) = fX(g−1(x))

d

dy
g−1(y)

となる．また，g が狭義単調減少のとき，

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≥ g−1(y)) = 1− FX(g−1(y))
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となる．よって，

fY (y) =
d

dy
FY (y) = fX(g−1(x))

(
− d

dy
g−1(y)

)
となる．g が単調増加のときは (d/dy)g−1(y) > 0，g が単調減少のときは (d/dy)g−1(y) < 0 に注意すればよい．
(ii) 　y ∈ Y に対し，

FY (y) = P (Y ≤ y) =
k∑
i=1

P (g(X) ≤ y,X ∈ Xi) =
k∑
i=1

P (X ∈ g−1
i ((−∞, y])

となる．最右辺の各項に対して，(i) の議論を適用すれば，(ii) は証明される． �

例 1.11 確率変数 X は確率密度関数

fX(x) =
1√
2π
e−x

2/2, −∞ < x <∞

を持つとする．Y = X2 としたとき，Y の確率密度関数を求めよう．関数 g(x) = x2 は (−∞, 0) 上と (0, ∞) 上
のそれぞれで単調関数である．Y = (0, ∞) として，命題 1.8 を利用するために，

X0 = {0},
X1 = (−∞, 0), g1(x) = x2, g−1

1 (y) = −√y
X2 = (0, ∞), g2(x) = x2, g−1

2 (y) =
√
y

とおく．Y の確率密度関数は

fY (y) =
1√
2π
e−(−√

y)2/2

∣∣∣∣− 1
2
√
y

∣∣∣∣ +
1√
2π
e−(

√
y)2/2

∣∣∣∣ 1
2
√
y

∣∣∣∣
=

1√
2π

1√
y
e−y/2, 0 < y <∞

となる．

例 1.12 確率変数 X は連続で分布関数 FX( · ) を持つとし，Y = FX(X) とおく．このとき，Y は確率密度関数

fY (y) =

{
1 (0 < y < 1),
0 (その他)

(1.1)

を持つ．

FX(x) は x に関して狭義単調増加として証明(1-6)をする．0 ≤ FX(x) ≤ 1 であり，P (FX(X) < 0) = 0 と
P (FX(X) > 1) = 0 となる確率はゼロなので，y ≤ 0 のときは P (Y ≤ y) = 0 である．0 < y < 1 に対して，

P (Y ≤ y) = P (FX(X) ≤ y)
= P (F−1

X (FX(X)) ≤ F−1
X (y))

= P (X ≤ F−1
X (y))

= FX(F−1
X (y))

= y

となる．y ≥ 1 に対しては P (Y ≤ y) = 1 となる．したがって，

FY (y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, (y ≤ 0),
y, (0 < y < 1),
1, (y ≥ 1)
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となる．0 < y < 1 上で FY (y) は微分可能で導関数は 1 となる．また，y = 0 における FY (y) の導関数を左微
分で，y = 1 における FY (y) の導関数を右微分で定めると Y の確率密度関数は (1.1) となることがわかる．
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1.8 確率変数の不等式 1

定理 1.9 (マルコフの不等式) 　非負値確率変数 X が有限の期待値 E[X] < ∞ をもつとき，任意の正数 a > 0
に対して，

P{X ≥ a} ≤ 1
a

E[X]

が成立する．

証明 　　X が連続型確率の場合を示す．X の確率密度関数を fX(x) とする．

E[X] =
∫ ∞

0

xfX(x) dx ≥
∫ ∞

a

xfX(x) dx ≥ a
∫ ∞

a

fX(x) dx = aP(X ≥ a)

よりわかる．

証明 　

定理 1.10 (チェビシェフの不等式) 　確率変数 X が平均 µ，分散 σ2 をもつとき，任意の正数 a > 0 に対して，

P{|X − µ| ≥ a} ≤ σ2

a2

が成り立つ．

証明 　Markov の不等式から

P{|X − µ| ≥ a} = P{|X − µ|2 ≥ a2} ≤ E[(X − µ)2]
a2

よりわかる． �

例 1.13 　X は平均 µ，分散 σ2 (σ > 0) の分布に従うとする．このとき，任意の正の実数 t に対して，

P{|X − µ| ≥ tσ} ≤ 1
(tσ)2

E[(X − µ)2] =
1
t2

となる．したがって，t = 2 の場合
P{|X − µ| ≥ 2σ} ≤ 1

22
= 0.25

となる．

例 1.14 　Z は標準正規分布に従うとする．このとき，任意の正の実数 t に対して，

P{|Z | ≥ t} ≤
√

2
π

e−t
2/2

t
(1.2)

となる．

t = 2 のとき，Chebychev の不等式から

P{|Z | ≥ 2} ≤ 1
22

= 0.25

となる．しかし，(1.2) から

P{|Z | ≥ 2} ≤
√

2
π

e−2

2
= 0.054

となる．また，

P{|Z | ≥ 3} ≤
√

2
π

e−4.5

3
= 0.00295
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となる．

1.2) は以下からわかる．

P{Z ≥ t} =
1√
2π

∫ ∞

t

e−z
2/2 dz

≤ 1√
2π

∫ ∞

t

z

t
e−z

2/2 dz

=
1√
2π

[
−1
t
e−z

2/2

]∞
t

=
1√
2π

e−t
2/2

t

と

P{|Z | ≥ t} = P{{Z ≥ t} ∪ {Z ≤ −t}} = P{Z ≥ t}+ P{Z ≤ −t} = 2 P{Z ≥ t}
からわかる．

ある区間 I = (a, b)の上の実数値連続関数 h(x)が凸 (convex)であるとは，任意の c ∈ (1, 0)と任意の x1, x2 ∈ I
に対して，

h(cx1 + (1− c)x2) ≤ ch(x1) + (1− c)h(x2)

が成り立つことである．もし， x1 �= x2 に対して「≤ 」のかわりに「< 」が常に成立するならば，狭義の凸関数
という．

定理 1.11 (イェンセンの不等式) 　X を確率変数とし，h(x) を X の値域を含む区間上で凸な関数とする．X

と h(X) の期待値が有限のとき，
E[h(X)] ≥ h(E[X])

が成立する．もし，h(x) が狭義の凸関数のとき，等号が成り立つのは１点分布の時にかぎる．

証明 　　任意の固定した x0 とある線形関数 g(x) = ax + b が存在して，h(x0) = g(x0) とすべての x に対して

h(x) ≥ g(x)が成立する．x0 = E[X] として，上のことを利用すれば，

E[h(X)] ≥ E[g(X)]

= E[aX + b]

= aE[X ] + b

= g(E[X]) = h(E[X])

�

例 1.15 　X を E[X2] <∞ なる確率変数とする．Jensen の不等式を利用するために，まず，E[|X|] <∞ を確
認する．たとえば，X が確率密度関数 fX(x) を持てば

E[|X|] =
∫ ∞

−∞
|x|fX(x) dx

=
∫ −1

−∞
|x|fX(x) dx dx+

∫ 1

−1

|x|fX(x) dx dx+
∫ ∞

1

|x|fX(x) dx dx

≤
∫ −1

−∞
x2fX(x) dx dx+

∫ 1

−1

fX(x) dx dx +
∫ ∞

1

x2fX(x) dx

≤
∫ ∞

−∞
|x|2fX(x) dx+

∫ ∞

−∞
fX(x) d = E[X2] + 1 <∞
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となる．X が離散型確率変数のときも同様にすれば，E[|X|] ≤ E[X2]+1であることがわかる．さらに，E[|X|] の
評価が Jensen の不等式から得られる．h(x) = x2 とすれば，h(x) は狭義の凸関数なので，Jensen の不等式より

{E[X ]}2 = h(E[X]) ≤ E[h(X)] = E[X2]

となる．したがって，

|E[X]| ≤
√

E[X2]

をえる．

例 1.16 　a1, a2, . . . , an は正の数とし，

mA =
1
n

(a1 + a2 + · · ·+ an) （算術平均）,

mG = {a1a2 · · · an)1/n （幾何平均）,

mH =
1

1
n

(
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

) （調和平均）

とする．このとき，

mH ≤ mG ≤ mA

が成立する．

Jensen の不等式を用いて示す：そのために，X を確率変数として

P{X = ai} =
1
n
, i = 1, 2, . . . , n

とする．− log x は凸関数なので，E[logX ] ≤ log(E[X ]) が成立する．したがって，

logmG =
1
n

n∑
i=1

log ai = E[logX ] ≤ log(E[X ]) = log

(
1
n

n∑
i=1

ai

)
= logmA

より mG ≤ mA がわかる．また，

log
1
mH

= log

(
1
n

n∑
i=1

1
ai

)
= log

(
E

[
1
X

])
≥ E

[
log

(
1
X

)]
= −E[logX ] = − logmG

から mG ≥ mH がわかる．


