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第5章 データの縮約

母集団分布から無作為標本は未知の母数に推測するための情報をもっている

が，統計量は，その情報を整理要約している．このときに，未知の母数につい

ての情報を失っているかどうかは興味あるところである．統計量は必要な情報

を失っているかどうかを定式化する方法を学ぶ．

1 十分統計量

X1, X2, . . . , Xn を確率 (密度)関数 f(x|θ) を持つ分布からのランダム標本
とする．ただし，θ は母数空間 Θ ⊂ Rk (kは自然数) の元とする．また，T =
T (X1, X2, . . . , Xn) を統計量とする．統計量は n 個の確率変数の「情報」をひ

とつの確率変数に縮約している．縮約をするときに，どのような「情報」が失

われているかを知りたい．別のいい方をすれば，推測に必要な「情報」が失わ

れていない保障があるかどうかを知りたい．このようなことをどのように定式

化するかをここでは考えていく．

X を標本空間とし，T を統計量とすれば，T は標本空間を分割していると考

えることができる．このことを簡単な例でみてみよう．

例 5.1 　 X1, X2, X3 はベルヌーイ試行 Bi(1, p), 0 < p < 1 からのランダム
標本とする．したがって，標本空間は

X = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}

となる．S(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3 とすれば，S( · ) の値域は 0, 1, 2, 3 と
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なり，X を分割している：
S( · )の値 標本点

0 (0, 0, 0)
1 (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)
2 (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)
3 (1, 1, 1)

たとえば，S = 1 とすれば，「1」 が 1 回出現したが，何回目に出現したかとい
う「情報」は失われる．

つぎに，T = T (X1, X2, X3) = X1X2 + X3 という統計量を考えて，S と T

をそれぞれ与えたときの (X1, X2, X3) の条件付き確率分布をしらべてみよう．

標本点 T の値 fX1, X2, X3|T ( · ) S 値 fX1, X2, X3|S( · )
(0, 0, 0) 0 1−p

1+p 0 1

(0, 0, 1) 1 1−p
1+2p 1 1

3

(0, 1, 0) 0 p
1+p 1 1

3

(1, 0, 0) 0 p
1+p 1 1

3

(0, 1, 1) 1 p
1+2p 2 1

3

(1, 0, 1) 1 p
1+2p 2 1

3

(1, 1, 0) 1 p
1+2p 2 1

3

(1, 1, 1) 2 1 3 1

表から S を与えたときの (X1, X2, X3) の条件付き分布は p には依存しないが，

T を与えたときの (X1, X2, X3) の条件付き分布は p には依存ことがわかる．

1.1 十分統計量の定義
定義 5.1 　 X1, X2, . . . , Xn は確率（密度）関数 f(x|θ) を持つ分布からの標
本の大きさ n のランダム標本とする．ただし，θ ∈ Θ とする．統計量 S =
S(X1, X2, . . . , Xn) が θ の十分統計量であるとは，S = s を与えたときの

(X1, X2, . . . , Xn) の条件付き分布がどんな s の値に対しても θ に依存しない

ときをいう．

例 5.2 　 X1, X2 は正規分布 N(θ, 1) からの標本の大きさ 2 のランダム標本
とする．S = S(X1, X2) = X1 + X2 は十分統計量であることを示そう．その
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ために，変換 {
S = X1 + X2

R = X1 −X2

を考える．(S, R) と (X1, X2) は一対一対応である．また，正規分布の性質か
ら S と R は独立となるので，

fR|S(r| s) =
fR, S(r, s)

fS(s)
=

fR(r)fS(s)
fS(s)

= fR(r)

となる．しかし，

fR(r) =
1√
2π

1√
2
e−r2/4

となるので，S を与えたときの R の条件付き分布は θ に依存しない．さらに，

(S, R) と (X1, X2) は一対一対応なので，S を与えたときの (X1, X2) の条件
付き分布は θ に依存しないことがわかる．

統計量が複数あるときも十分性を拡張して定義できる．

定義 5.2 　 X1, X2, . . . , Xn は確率（密度）関数 f(x|θ) を持つ分布からの標
本の大きさ n のランダム標本とする．ただし，θ ∈ Θ とする．統計量 S1 =
S1(X1, X2, . . . , Xn), S2 = S2(X1, X2, . . . , Xn), . . . , S` = S`(X1, X2, . . . , Xn)
が十分統計量であるとは，S1 = s1, S2 = s2, . . . , S` = s` を与えたときの

(X1, X2, . . . , Xn) の条件付き分布がどんな s1, s2, . . . , s` の値に対しても θ に

依存しないときをいう．

例 5.3 ：X1, X2, . . . , Xn をベルヌーイ試行

fθ(z) = θz(1− θ)1−z1l{0, 1}(z), z ∈ R, θ ∈ (0, 1)

からの標本の大きさ n のランダム標本とし，X = (X1, X2, . . . , Xn) とする．
S(X) =

∑n
i=1 Xi なる統計量は，直観から θ に対する情報をすべて含んでいる

と予想される．したがって，十分統計量となることが予想される．これを示す

ために，x = (x1, x2, . . . , xn) とし，

P(X = x|S = s) =
P(X = x, S = s)

P(S = s)
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が θ ∈ (0, 1) に依存しないことを示せばよい．

P(S = s) =

(
n

s

)
θs(1− θ)n−s1l{0, 1, ..., n}(s)

と

P(X = x, S = s) =
n∏

i=1

P(Xi = xi)

=
n∏

i=1

θxi(1− θ)1−xi1l{0, 1}(xi)

= θs(1− θ)n−s
n∏

i=1

1l{0, 1}(xi)

となることに注意する．Bs = {(x1, x2, . . . , xn) : xi = 0, 1,
∑n

i=1 xi = s} と
おけば，

P(X = x|S = s) =
1(
n

s

)1lBs(x)

となり，θ に依存しないので，S(X) は θ ∈ (0, 1) に対する十分統計量である．

1.2 分解定理
定義に従って十分統計量をみつけるにはあらかじめ十分統計量と思われるも

のが事前にわかっていなければならない．つぎの定理を用いると比較的容易に

十分統計量を見つけることができる．

命題 5.1 　 σ-有限な測度 ν によって優越される (Rn, B(Rn)) 上の確率分布族
を P = {Pθ : θ ∈ Θ} とし，X を Pθ からのランダム標本とする．このとき，

S(X) が θ ∈ Θ に対して十分であるための必要十分条件は (Rn, B(Rn)) 上の
非負のボレロ可測関数 h と S の値域上の関数 gθ （Pθ に依存）が存在し，

dPθ

dν
(x) = gθ(S(x))h(x) (5.1)

と書けることである．
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証明　まず，証明は離散型分布の場合は比較的簡単であるので，その場合にに

ついて証明を与える．σ-有限な測度 ν によって優越される (Rn, B(Rn)) 上の確
率分布族に対する証明は後で示す．

はじめに S が十分であると仮定する．このとき，

Pθ(X = x) =
∑

t

Pθ(X = x, S = s)

= Pθ(X = x, S = S(x))

= Pθ(S = S(x))Pθ(X = x|S = S(x))

となる1 ．S が十分統計量であることから Pθ(X = x|S = S(x)) は θ に依存し

ないので，

gθ(S(x)) = Pθ(S = S(x))

h(x) = Pθ(X = x|S = S(x))

とおけばよい．

つぎに，(5.1) が成立すると仮定する．s = S(x) とおく．このとき，

Pθ(S = s) =
∑

y: S(y)=s

Pθ(X = y)

=
∑

y: S(y)=s

gθ(S(y))h(y)

= gθ(s)
∑

y: S(y)=s

h(y)

となる．従って，

Pθ(X = x|S = s) =
Pθ(X = x, S = s)

Pθ(S = s)

=
gθ(s)h(x)

gθ(s)
∑

y: S(y)=s h(y)

=
h(x)∑

y: S(y)=s h(y)
1一番目の等式は

{X = x} = {X = x} ∩ (∪s{S =}) = ∪s({X = x} ∩ {S = s})
からわかる．また，二番目の S(x) = t を満たさない x との積事象は空事象なので，T (x) = t 以
外の和の t に関する項の事象は空事象となるので，和はなくなることがわかる．
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となり，θ に依存しないことがわかる． 2

例 5.4 ：X1, X2, . . . , Xn を確率密度関数

fX(x|θ) =
1
θ
1l(0, θ)(x)

からのランダム標本とする．ただし，θ > 0 とする．X = (X1, X2, . . . , Xn)
の同時確率密度関数は

f(x|θ) =
1
θn

1l(0, θ)n(x)

=
1
θn

1l{ max
1≤i≤n

xi ≤ θ}1l{ min
1≤i≤n

xi ≥ 0}
= gθ(max(x1, x2, . . . , xn))h(x)

となる．ただし，x = (x1, x2, . . . , xn) である．従って，

X(n) = max(X1, X2, . . . , Xn)

は θ ∈ (0, ∞) の十分統計量である．

例 5.5 ：X = (X1, X2, . . . , Xn) の分布が k 母数指数分布族に属するとする．

すなわち，その同時確率関数または確率密度関数が

f(x|θ) = exp

[
k∑

i=1

ci(θ)Ti(x)− d(θ) + S(x)

]
1l{x ∈ A}

で与えられる．このとき，h(x) = exp[S(x)]1l{x ∈ A} とみれば，因数分解定
理から

T = (T1(X), T2(X), . . . , Tk(X))

は θ の十分統計量となる．

例 5.6 　X1, X2, . . . , Xn を正規分布 N(θ, 1) からの大きさ n のランダム標

本とする．このとき，

Πn
i=1f(xi| θ) = Πn

i=1

1√
2π

exp
[−1

2
(xi − θ)

]
=

1
(2π)n/2

exp
[−1

2

n∑

i=1

(xi − θ)
]

=
1

(2π)n/2
exp

[
θ

n∑

i=1

xi − n

2
θ
]
exp

[−1
2

n∑

i=1

x2
i

]
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となる．したがって，S(X1, X2, . . . , Xn) =
∑n

i=1 Xi として，

g(s| θ) = exp
[
θs− n

2
θ
]
,

h(x1, x2, . . . , xn) =
(

1√
2π

)n

exp
[−1

2

n∑

i=1

x2
i

]

とすれば，分解定理から S(X1, X2, . . . , Xn) =
∑n

i=1 Xi は十分統計量となる

ことがわかる．

例 5.7 　 X1, X2, . . . , Xn を正規分布 N(µ, σ2) からの大きさ n のランダム

標本とする．ただし，θ = (µ, σ2) である．

Πn
i=1f(xi| θ) = Πn

i=1

1√
2πσ

exp

[
−1

2

(
xi − µ

σ

)2
]

=
1

(2πσ2)n/2
exp

[
−1

2

n∑

i=1

(
xi − µ

σ

)2]

=
1

(2πσ2)n/2
exp

[
− 1

2σ2

( n∑

i=1

x2
i − 2µ

n∑

i=1

xi + nµ2
)]

となる．したがって，

S1(X1, X2, . . . , Xn) =
n∑

i=1

Xi, S2(X1, X2, . . . , Xn) =
n∑

i=1

X2
i

とし，

g(s1, s2| θ) =
1

(2πσ2)n/2
exp

[
− 1

2σ2
(s2 − 2µs1 + nµ2)

]
,

h(x1, x2, . . . , xn) = 1

とおけば，
∑n

i=1 Xi と
∑n

i=1 X2
i は十分統計量になる．さらに，

(
n∑

i=1

Xi,

n∑

i=1

X2
i ) ←→ (X̄n,

1
n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄n)2)

は一対一対応なので，(X̄n, 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄n)2) も十分統計量であることが

わかる．十分統計量が表現のしかたは一通りでないことに注意する．
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例 5.8 　X1, X2, . . . , Xn を一様分布

f(x| θ) =
1

θ2 − θ2
1l(θ1, θ2)(x)

からの大きさ n のランダム標本とする．ただし，θ = (θ1, θ2), θ2 > θ2 である．

このとき，

Πn
i=1f(xi| θ) = Πn

i=1

1
θ2 − θ2

1l(θ1, θ2)(xi)

=
1

(θ2 − θ2)n
Πn

i=11l(θ1, θ2)(xi)

=
1

(θ2 − θ2)n
Πn

i=11l(θ1, yn)(y1)1l(y1, θ2)(yn)

となる2．ただし，y1 = min[x1, x2, . . . , xn], yn = max[x1, x2, . . . , xn] であ
る．したがって，(min[X1, X2, . . . , Xn], max[X1, X2, . . . , Xn]) が十分統計量
となる．

定理 5.1 　最尤推定量は十分統計量を通してのみ標本に依存する．

証明　

S1 = S1(X1, X2, . . . , Xn),

S2 = S2(X1, X2, . . . , Xn),
...

S` = S`(X1, X2, . . . , Xn)

を十分統計量とする．尤度関数は

L(θ|x1, x2, . . . , xn) = Πn
i=1f(xi| θ) = g(s1, s2, . . . , sn| θ)h(x1, x2, . . . , xn)

と書ける．ただし，si = Si(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , ` とした．尤度関数

L(θ|x1, x2, . . . , xn) の θ に関する最大化は g(s1, s2, . . . , sn| θ) を θ に関する

最大化することと同値である．よって，定理は証明された． 2

2

θ1 < xi < θ2 ⇐⇒ θ1 < min[x1, x2, . . . , xn] < max[x1, x2, . . . , xn] < θ2

からわかる．
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2 演習問題

問題 5.1 　 X1, X2 は正規分布 N(0, 1) からの標本の大きさが 2 のランダム標本とする．


S = X1 + X2

R = X1 −X2

としたとき，つぎの問いに答えよ．

(1) S と R の共分散 COV(S, R) = E[(S − E[S])(R− E[R])] を求めよ．

(2) (S, R) の同時確率密度関数を求めよ．

(3) R の確率密度関数を求めよ．

(4) S と R は独立かどうかを調べよ．

問題 5.2 　確率変数 X を確率関数

f(x| θ) =

„
θ

2

«|x|
(1− θ)1−|x|, x = −1, 0, 1

からの標本の大きさが 1 のランダム標本とする．ただし，0 < θ < 1 とする．ふたつの統計量

S = S(X) = |X|, T = T (X) =


2, (X = 1)
0, その他

を考える．

(1) S の確率分布および S が与えられたときの X の条件付確率分布を求め，S は θ の十分統
計量かどうかを調べよ．

(2) S は θ の不偏推定量かどうかを調べよ．

(3) T は θ の不偏推定量かどうかを調べよ．

(4) S と T の MSE（平均 2 乗誤差）を比較せよ．(横軸を θ とし，縦軸を MSE の値として，
S と T の MSE をグラフに描き比較すること)


