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Yoshihiko Konno Estimation from Wishart matices on symmetric cones

この講演の背景・目的

背景１ 　Real Wishart モデル [54] (1928 生まれ)の一般化：

(a) 対称錐（自己双対 + 等質）上の Wishart 分布([9, 39]) via Euclidean Jordan
代数 [15]：(1) Real Wishart, (2) Complex Wishart [1], (3) Quaternion Wishart[2],
　　　 　(4) Lorentz Wishart[52].

(b) 等質錐上の Wishart 分布：Andersson and Wojnar[6], Ishi [23, 24], Letac and
Massam [34].

(c) Lattice conditionally independent models（LCI モデルと書く） [5, 3].
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背景２ 　Real Wishart 分布のスケール行列母数の推定問題をStein 損失のも

とで考えたとき，経験共分散行列の固有根を shrinkage-expansion technique で
修正することにより，直交不変ミニマックス推定量が得られることが知られて
いる．[12, 22, 48] を参照．リスクの評価は SURE 法を使う．

Question 　[背景２]の結果をどこまで拡張できるか？

結果 　Euclidean Jordan 代数を用いて (a) へ [背景２]の結果を拡張 [27].
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この講演の構成　

• 実対称行列の空間と Real Wishart 分布の固有根の分布について（ [背景２]の
問題意識）.

• 対称錐と等質錐について.

• Euclidean Jordan 代数（以下 EJA と書く）について.

• 対称錐上の Wishart models とその性質について.

• Decision-theoretic approach to estimation problems on the generalized Wishart
models.

• まとめにかえて：Beyond Muirhead[42].
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Real Wishart 分布

�r-値確率ベクトル X1, X2, . . . , Xn は独立同一に多変量正規分布 Nr(0, Σ) に
従う：

P (dx) =
1

(2π)r/2Det(Σ)1/2
exp

{
−1

2
x′Σ−1x

}
(dx)

ただし，

Σ ∈ Sym+
r (�) = {S ∈ �

r×r : x′Sx > 0 　for x ∈ �

r, x �= 0},

dx は �r 上のルベーグ測度，x′ は縦ベクトル x の転置．
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Wishart Matrix W : r × r =
∑n

j=1 XiX
′
i とおく．W のことをウイシャート

行列と呼ぶことにする．
定義より，W ∈ Sym+

r (�)（Sym+
r (�) の閉方）であるが，
�{W ∈ Sym+

r (�)} = 1 ⇐⇒ n ≥ r 　かつ 　Σ ∈ Sym+
r (�)

となる．Eaton (1983, page 304) を参照．
� �

実または複素数値正規分布 　
2 乗和
=⇒ 　ガンマ分布（χ2 分布）

⇓ ⇓

多変量実正規分布
2 乗和
=⇒ Real Wishart 分布

多変量複素正規分布
2 乗和
=⇒ Complex Wishart 分布

� �
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Real Wishart density (Σ ∈ Sym+
r (�)，n ≥ r を仮定．)� �

Wr(Σ, n)(dx) =
1

cr, n(DetΣ)n/2
(Detx)n/2 exp

(
−1

2
Tr

(
Σ−1x

))

×�Sym+
r (�)(x)

(dx)
(Det x)(r+1)/2

� �
この分布を Wr(Σ, n) とかく．ただし，

cr, n = 2nrπr(r−1)/4
r−1∏
i=0

Γ((n − i)/2),

�Sym+
r (�)(x) =

{
1 (x ∈ Sym+

r (�)),
0 ( その他 )
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Wishart 行列の分解：ガウス分解と極分解

ガウス分解� �

S = TT ′, T ∈ GT+
r (�)

� �
ただし，G := GT+

r (�) ⊂ GLr(�) (r × r の正則行列の全体の空間)を対角成分
が正の下三角行列の集合とする．x ∈ GT+

r (�) のとき，

x =




x11 0 · · · 0
x21 x22 · · · 0
... ... ...

xr1 xr2 · · · xrr




で xii > 0, xij ∈ � (i = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , i)．
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極分解� �

S = HLH ′, H ∈ Or(�), L = diag(�1, �2, . . . , �r)

　with �1 ≥ �2 ≥ · · · ≥ �r > 0
� �
ただし，

Or(�) = {H ∈ �

r×r : H ′H = HH ′ = Ir}
で Ir は r × r の単位行列とする．
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Wishart 行列の分解の分布論
命題２：Bartllet 分解� �

W ∼ Wr(Ir, n) (n ≥ r) とし，W = TT ′ と分解．ただし，T = (tij) ∈
GT+

r (�)．このとき，tij は互いに独立であって，

t2ii ∼ χ2
(n−i+1), tij ∼ N(0, 1) (i = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , i).

� �

命題３：(White) Real Wishart 行列の固有根の分布� �

W ∈ Sym+r(�) ∼ Wr(Ir, n) で n ≥ r．このとき，W の固有値 � =
(�1, . . . , �r) (�1 ≥ · · · ≥ �r) の joint densityは

µ(d�) ∝
r∏

i=1

�n−r−1
i e−�i/2

∏
i<j

(�i − �j)
r∏

i=1

d�i,

� �
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等質錐と対称錐
GLr(�) の Sym+

r (�) への作用（変換）：GLr(�)× Sym+
r (�) (g, x) 
→ gxg′.

このとき，作用は推移的である：
Sym+

r (�) は等質空間� �

任意の x, y ∈ Sym+
r (�) に対して，ある g ∈ GLr(�) が存在して，x = gyg′

とできる.
� �

Sym+
r (�) は凸錘� �

x1, x2 ∈ Sym+
r (�), λ1, λ2 ∈ � (λ1, λ2 > 0) =⇒ λ1x1 + λ2x2 ∈ Sym+

r (�)
� �

proper 凸錐� �

Sym+
r (�) ∩ (−Sym+

r (�)) = {0},
Sym+

r (�) ∪ (−Sym+
r (�)) = Symr(�)

� �
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任意の元 x, y ∈ Symr(�)に対して，x, y の内積 (x| y) を (x| y) = Tr(xy) で定
める．Sym+

r (�) は r(r + 1)/2 次元 Euclid 空間の開集合である．

自己双対� �

開凸錐 Sym+
r (�) の開双対錐{Sym+

r (�)}∗ を

{Sym+
r (�)}∗ = {x ∈ Symr(�) : (x| y) > 0 　for y ∈ Sym+

r (�) \ {0}}
で定めたとき，

{Sym+
r (�)}∗ = Sym+

r (�)
� �

対称錐（symmetric cones）� �

等質錐+自己双対凸錐 =対称錐,

等質錐 ⊃対称錐 ⊃ Sym+
r (�)

� �
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Real Wishart 行列の固有根の周辺分布

r × r の正値対称行列 W ∼ Wr(Σ, n) (Σ > 0かつn ≥ r) の固有根を �1 ≥
�2 ≥ · · · ≥ �r とする．W/nは Σ の不偏推定量．

しかし，W/nの固有根 (�1/n, . . . , �r/n)は Σの固有根のバイアス推定量と
なる！

⇓
Shrink eigenvalues towards a center!
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Figure 1: シミュレーションによる W4(I4, 7) の (�1, . . . , �4)/7 の周辺確率密度
関数(r = 4, n = 7)の作図.
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Real Wishart 行列の固有根の分布: from RMT view

Marčhenko and Pastur law [7] を参照．r = r(n) とし，r/n → τ ≤ 1(n → ∞)
のとき，

1
r

r∑
i=1

�λi≤x →
∫ x

−∞

√
(b − t)(t − a)

2πtτ

�a≤t≤b dt

(almost surely).

ただし，a = (1 − τ1/2)2, b = (1 + τ1/2)2.

[48] の Lecture 4 を参照．
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Figure 2: Density of Marčhenko-Pastur’s quater-circle law (τ = 4/7 � 0.57,
a � 0.06, b � 3.086).
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Euclidean Jordan Algebras (EJA)

� 任意の対称錐体は EJA の正錐として表される！

� Tolver Jensen [52] — 多変量正規分布の共分散行列と共分散行列の逆行列に
ついて線型な仮説は real, complex, quaternion structures or Lorentz coneにより
表現されるモデルの積となる．

� Massam and Neher [40] — Lattice conditionally independence models [5]（LCI
モデルと書くことにする）のEJA を用いた拡張.

注意１ LCI モデルの定める錐体（AP cone）は推移的に作用するある線型群

をもつ．

� J. Faraut, K. Korányi [15] — user-friendly textbook on symmetric cones（伊師
氏の書評・「数学」第 58 巻 (2006) 第 2 号を参照）.
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Euclidean Jordan 代数とは [15]を参照．

� V : 　有限次元実ベクトル空間 とし，内積を (·| ·)．

ジョルダン積� �

(x, y) 
→ x ◦ y (V × V → V) は以下をみたす．
� x ◦ y = y ◦ x 　（可換律）（注：単位元を e と書く）
� x ◦ (x2 ◦ y) = x2 ◦ (x ◦ y) 　（結合律は成立しない！）.
� (x| z ◦ y) = (z ◦ x| y)．

� �
ただし，x2 = x ◦ x と書いた．

注意２ 　V は power-associative, i.e., xp ◦ xq = xp+q（∀a ∈ V , p, q は非負の

整数）． �
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例１ 　V = Symr(�) とする．このとき

X ◦ Y =
XY + Y X

2
, ∀X, Y ∈ Symr(�).

�

例２ 　V = �×W とする．ただし，W は有限次元実ベクトル空間（dimW ≥
2）とし，B を W 上の内積とする．このとき，(α, �), (β, �) in � × W に対
して，

(α, �) ◦ (β, �) = (αβ + B(�| �), α�+ β�).

�
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EJA の用語と性質（４）— [15]を参照．
� x ∈ V に対して，ある正の整数 m(x)が存在して，

m(x) = min{k > 0 : e, x, x2, . . . , xkは線型独立}.
. V のランク� �

r = max{m(x) : x ∈ V}.
� �

注意３ (1) 集合 {x ∈ V : m(x) = r} は 開かつ稠密．
(2) m(x) = r なる x に対して，minimal polynomial
　

f(λ; x) = λr − a1(x)λr−1 + a2(x)λr−2 + · · · + (−1)rar(x)

が存在し，j 次の斉次多項式関数 aj は unique． �

x ∈ V の trace と determinant� �

tr(x) = a1(x), det(x) = ar(x).
� �
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例３ (例２の続き) 　V = � × W とする．ただし，W は有限次元実ベクト

ル空間とし，B を W 上の内積とする．このとき，x = (χ, �) ∈ V に対し
て，x2 − 2χx + (χ2 − B(�|�))e = 0（e = (1, �)）から rank(V) = 2, tr(x) =
2χ, det(x) = χ2 − B(�|�). �

EJA の意味での V の内積� �

(x| y) = tr(x ◦ y).
� �

x ∈ V の逆元� �

xが可逆であるとは，ある元 y ∈ �[x]が存在して，x ◦ y = eとなるときをい
う．これをx−1 と書く．ただし，�[x]は e, xで生成される V の subalgebra.

� �

注意４ 　一般に，a, b ∈ V に対して，det(a ◦ b) �= det(a)det(b). しかし，
a, b ∈ �[x] に対して，det(a ◦ b) = det(a)det(b), tr(e) = rank(V), det(e) = 1.

� 　V× = {x ∈ V : x は可逆} とおく．
20
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V× の特徴付け� �

x ∈ V× ⇐⇒ det(x) �= 0.
� �

対称錐体� �

C := {x2 : x ∈ V×}.
� �

� V を単純 (自明でないイデアルを持たない)とする．

以後の議論では V を単純と仮定．

Jordan frame 　c1, c2, . . . , cr は 0 でないベキ等元の完全直交系．すなわち，
c2
i = ci, ci ◦ cj = 0 (i �= j), c1 + c2 + · · · + cr = e.
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Jordan frame 　c1, c2, . . . , cr は 0 でないベキ等元の完全直交系．すなわち，
c2
i = ci, ci ◦ cj = 0 (i �= j), c1 + c2 + · · · + cr = e.

x ∈ V のスペクトル分解 　Jordan frame c1, c2, . . . , ck (k ≤ r) と 0 でない
実数 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk が存在して，

x = λ1c1 + λ2c2 + · · · + λkck

と一意的に表現できる．

Peirce 分解 　rankV = r とし，Jordan frame {c1, c2, . . . , cr} を固定する．
i, j ∈ {1, 2, . . . , r} に対して，

Vii := {x ∈ V : x ◦ ci = x} = �ci,

Vij := {x ∈ V : x ◦ ci = (1/2)x = x ◦ cj} (i < j).

このとき，V = ⊕i≤jVij, dimVij = g (i < j).
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注意５ 　(1) g を the Peirce invariant という．

(2) V を単純 (自明でないイデアルを持たない)，dimV = v, rankV = r とした
とき，次を含む 5 つ場合と同型．

v = r +
g

2
r(r − 1)

V dimV rankV g
Sym(r, �) 1

2r(r + 1) r 1
Herm(r, �) r2 r 2
Herm(r, �) r(2r − 1) r 4

�× �v−1 v 2 v − 2
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変換群

変換群 [15, 27]を参照．

実対称行列の場合 (1) 三角群の作用で不変な推定量のクラス．実対称行列 S

は，実上三角行列 U を用いて，W = UU ′ とかけた．

(2) 直交群の作用で不変な推定量のクラス．SVD を行う．

⇓

一般化！
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三角群：用語
(1) GL(V) を V の一般線型群．
(2) G を C の自己同型群{g ∈ GL(V) : g(C) = C} の単位元の連結成分とする．
(3) K = G ∩ O(V). ただし，O(V) は V の直交群．
(4) V の Jordan frame c1, c2, . . . , cr, (rankV = r) を固定し，x ∈ V に対し，

x =
r∑

i=1

xici +
∑
i<j

xij, xij ∈ Vij = {x ∈ V : x ◦ ci = x ◦ cj = (1/2)x}.

(5) V の 2 次表現：P (x) := 2L(x)2 − L(x2)．ただし，L(x)y := xy．
(6) Frobenius 変換：z ∈ {x ∈ V : c ◦ z = (1/2)z} とベキ等元 c(原始的でなく
ともよい)に対して，

τc(z) := exp{L(z) + 2L(z)L(c) − 2L(c)L(z)}.
ただし，写像 A に対して，exp(A) =

∑∞
j=1 Aj/j!.
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三角群の定義
(1) x ∈ V によらない λij > 0 について，G の元 T で

(Tx)ij =
{

0 if (i, j) < (k, �),
λijxij otherwise.,

となるものの全体を T と書く．ただし，{(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ r} には辞書式順
序をいれた． �

(2) U+ = {u =
∑r

i=1 uici +
∑

i<j uij ∈ V : ui > 0, uij ∈ Vij} とおく．
三角群の元の母数化� �

　u ∈ U+ に対して，全単射 T : U+ 
→ T を

T (u) = P (b1)τc1(u
(1))P (b2)τc2(u

(2)) × · · · × τcr−1(u
(r−1))P (br).

ただし，u(j) =
∑r

k=j+1 ujk と bj = c1 + · · · + cj−1 + ujcj + cj+1 + · · · + cr.
� �
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補題１ [15, 27]� �

(1) det(x)−v/r dx = 2rΠr
j=1u

−g(j−1)−1
j du.

ただし，dx = Πi=1dxiΠi<jd(
√

2xij).
(2) aj > 0, xik ∈ Vjk とし，x = T (u)

∑r
j=1 ajcj のPeirce 分解を x =∑r

j=1 xjcj +
∑

j<k xjk とする. このとき，

xj = aju
2
j + (1/2)

j−1∑
k=1

ak‖ukj‖2,

xjk = ajujujk + 2
j−1∑
�=1

a�u�ju�k,

tr(x) =
r∑

j=1

aju
2
j + (1/2)

r∑
j=1

r∑
k=j+1

aj‖ujk‖2.

ただし ‖ · ‖ は Euclidean norm.
� �
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V の極分解
x ∈ V に対して，

x = Ka, K ∈ K, a ∈ �≥.

ただし，�r
≥ = {a =

∑r
i=1 λici : λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr}.

注意６ 　dx ∝ dK da1 . . . dar. �

積分公式� �

f を V 上の可積分関数とする．このとき，∫
V

f(x) dx ∝
∫

K ×�r
≥

f(Ka)Πi<j(ai − aj)g dK da1 . . . dar.

� �

ただし，dx = Πi=1dxiΠi<jd(
√

2xij)，dK は K 上の Haar 測度．
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C 上のウィシャート分布
denstiy� �

N >
v

r
− 1, r ≥ 2, σ ∈ C のとき，w ∈ C

fC(w|N, σ) ∝ det(w)N−v/r

det(σ)N
exp

{
−1

2
(σ−1|w)

}
.

� �

記法 w ∼ JWC(σ, N) とかく． �

注意７ 　以下では，N > v/r を仮定． �

例４ (1) Real Wishart (g = 1, v = r(r + 1)/2). (2) Complex Wishsrt

(g = 2, v = r2). �
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注意８ 	[w] = 2N σ.

注意９ 対称錐上の Wishart 分布に対して，Bartelett 分解や固有根の分布！

補題２：C 上の Bartelett 分解 [27]� �

w ∼ JWC(N, e) と w = T (u)e とする．
u =

∑r
j=1 ujcj +

∑
k>j ujk (ui > 0) としたとき，互いに独立に

u2
j ∼ χ2

2N−g(j−1), ujk ∼ Ng(0, 2Ig)

(j = 1, 2, . . . , r and k = j + 1, . . . , r).
� �

30



Yoshihiko Konno Estimation from Wishart matices on symmetric cones

Wishart 分布の母数 σ 推定問題の設定
� N >

v

r
, r ≥ 2, σ ∈ C とする．

� 観測 w ∼ JWC(σ, N) に基づいて，未知の σ を推定．
損失関数 [27]� �

σ の推定量 σ̂ に対して
L (σ̂, σ) = (σ−1| σ̂) − log det(σ̂) + log det(σ) − r.

� �

注意１０ (1) Kullback-Leibler 損失である：Given w,∫
C
fC(w̃|N, σ̂) log

(
fC(w̃|N, σ̂)
fC(w̃|N, σ)

)
dw̃.

(2) L (· , · ) は第一変数に関して狭義凸，非負かつ σ̂ = σ で最小． �

リスク関数� �

R(σ̂, σ) = 	[L (σ̂, σ)]. 期待値は w ∼ JWC(σ, N) 関して．
� �
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MLE のリスクとミニマックスリスク
注意１１ σ の MLE σ̂mle = w/(2N) リスク：u2

j ∼ χ2
2N−g(j−1) とし，

R((2N)−1w, σ) = r log(2N) −
∑

r
j=1	[log u2

j ]. �

ミニマックスリスク：三角群不変な推定量のグラス� �

σ̂δ(w) = T (u)
( r∑

i=1

δici +
∑
i<j

xij

)
.

ただし，w = T (u)e, δj > 0, xij ∈ Vij.
� �

補題３ [27]� �

R(σ̂δ, σ) ≥
r∑

j=1

{
log

(
2N + g(r − 2j + 1)

) − 	[log u2
j ]

}
.

等号成立は δi =
(
2N + g(r − 2j + 1)

)−1
, xij = 0, のときのみ

� �
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直交不変な推定量のクラスとその不偏リスク推定量
K = G ∩ O(V)．ただし， G は C の自己同型群の単位元連結成分， O(V) は
V の直交群．

直交不変推定量の族� �

　
σ̂ϕ = K

r∑
j=1

ϕj(a)cj

� w = Ka, K ∈ K , a =
∑r

j=1 λjcj ∈ �r
≥

� �r
≥ = {a =

∑r
i=1 λici : λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr}.

� ϕj(a) (j = 1, 2, . . . , r) は偏微分可能な実数値関数である．
� �

注意１２ – SURE 法 (Stein’s unbiased risk estimator)

(1) 一般には，σ̂ϕ のリスクは一定（σ について）ではない！
⇓

σ̂ϕ のリスクの不偏推定量を求めて，それを用いてミニマックスリスクと比較！
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(2) 推定量の族の関係．�

�

�

�
K 不変

G 不変
×

�

MLE

��

Best T 不変
(ミニマックスリスク=α)

σ̂ϕ
��

non-constant risk

�

�

�

�
T 不変 (constant risk)

R̂

�σϕ は R(σ̂ϕ, σ) の不偏推定量，i.e., 	[R̂

�σϕ] = R(σ̂ϕ, σ) とする．このとき，

R̂

�σϕ ≤ α（ミニマックスリスク）=⇒ R(σ̂ϕ, σ) ≤ α.

�
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補題４ [27]� �
	[(σ−1| σ̂ϕ)] = 	

[ r∑
j=1

{
2
∂ϕj

∂λj
+

(
2N − 2v

r

)
ϕj

λj
+ 2g

j−1∑
i=1

ϕi − ϕj

λi − λj

}]
.

� �

注意１２ 証明は [46] をまねる. �

補題５ [27]� �

	[(σ−1| σ̂ϕ) − log det(σ̂ϕ)] の不偏推定量は

r∑
j=1

{
2
∂ϕj

∂λj
+

(
2N − 2v

r

)
ϕj

λj
+ 2g

j−1∑
i=1

ϕi − ϕj

λi − λj
− log ϕj

}

�{λ1>λ2>···>λr>0}.

� �
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直交不変な推定量の例

定理１：Dey-Srinivasan の minimax 推定量 [27]� �

ϕj(a) = δ̃jaj = {2N + g(r − 2j + 1)}−1aj とする．このとき，

R(K
r∑

j=1

ϕj(a)cj, σ) ≤ −
r∑

j=1

{
log δ̃j+	[log u2

j ]
}

, with u2
j ∼ χ2

2N−g(j−1)．

� �

crude Stein 推定量 [27]� �

σ̂st = K
r∑

j=1

λj

2N − 2v/r + 2g
∑

� �=j λj/(λj − λ�)

�{λ1>λ2>···>λr>0}cj.

� �

注意１３ 導出は [46] をまねる.
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まとめにかえて：Directions in “Beyond Muirhead” toward

Revival of Multivariate Statistical Analysis

� EJA approach via [15] leads to an easy and better appraoch to the math
　　aspect of multivariate statistical analysis([42, 14, 10]); a lot of inference
　　problems to be generalized to symmetric cone set-up via EJA.

� Gear up to homogeneous cones!

� Highly structured multivariate models; models via conditional independence,
　　e.g., graphical models [31, 53], LCI models [5, 3, 40].

� Higher-dimensional approach (p � n) to multivariate statistical analysis!
⇓

�Need some help from RMT or free Probability?

�Regularization technique?

� Bayesian approach and shrinkage prediction.
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