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この講演の構成　

• 背景

• 統計的決定問題の用語

• Wishart 分布ののスケール行列の推定問題における古典的な結果を概括

• Andersson and Perlman [2]による多変量正規 Lattice conditional independence
model (LCI) モデルの基本的な結果

• 3× 3 の分散行分散行列の逆行列の (3, 2) 成分が 0 の条件付独立多変量正規
モデルにおけるミニマックス推定量
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背景（１）　

• 多変量正規分布の Covariance matrix estimation = Wishart 分布のスケール
行列の推定

• X1, X2, . . . , Xn ∼ Nr(0, Σ), i.i.d. のとき，

S =
n∑

i=1

XiX
′
i

の分布を Wishart 分布という．ただし，Xi (i = 1, 2, . . . , n)は縦確率ベクト
ルで，X ′

i は転置ベクトル．

• X1, . . . , Xn に基づく Σ の推定問題は，S は Σ の十分統計量なので，S に
基づいてのみ考えてばよい．
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背景（２）

�1, . . . , �r (�1 ≥ �2 ≥ · · · ≥ �r ≥ 0) を S =
∑n

i=1 XiX
′
i の固有根とする．この

とき，最尤推定量 (1/n)S は Σ の不偏推定量；

�

[
1
n
S

]
= Σ. Σ は Xi の分散行分散行列！Xi ∼ Nr(0, Σ)

しかし，σ1, . . . , σr (σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0) を Σ の固有値としたとき，

�[�1] > σ1, �[�r] < σr, provided n ≥ r.
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背景（３）：最尤推定量の固有根の周辺分布
(Σ = I4, r = 4, n = 10)　

0 1 2 3 4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

density of eigenvalues of MLE(dim=4,n=10)

0 1 2 3 4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

0 1 2 3 4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

0 1 2 3 4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

4



背景（４）： Wishart 行列の固有根の分布: from RMT view

Marčhenko and Pastur law [4] を参照．r = r(n)とし，r/n→ τ ≤ 1(n→∞)

のとき，
1
r

r∑
i=1

�λi≤x →
∫ x

−∞

√
(b− t)(t− a)

2πtτ

�a≤t≤b dt

(almost surely).

ただし，a = (1− τ1/2)2, b = (1 + τ1/2)2.

Stein [17] の Lecture 4 を参照．
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背景（５）： Wishart 行列の固有根の分布
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Figure 1: Density of Marčhenko-Pastur’s quater-circle law (τ = 4/7 � 0.57,
a � 0.06, b � 3.086).
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背景（６）

Covariance matrix estimation

• Classical approach:

– James and Stein [9], Stein [17], Dey and Srinivasan [5], Haff [6].

• Large covariance matrix estimation:

– Lediot and Wolf [12]：経験共分散行列と構造化された行列（Sphericity）の
convex combination. −→ Finance におけるポートフォリオ選択

– sparse genomic data に基づく large-scale covariance matrix の推定：
Schäfer and Strimmer [16].
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この講演の構成　

• 背景

• 統計的決定問題の用語

• Wishart 分布ののスケール行列の推定問題における古典的な結果を概括

• Andersson and Perlman [2]による多変量正規 Lattice conditional independence
model (LCI) モデルの基本的な結果

• 3× 3 の分散行分散行列の逆行列の (3, 2) 成分が 0 の条件付独立多変量正規
モデルにおけるミニマックス推定量
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統計的決定問題

(i) 標本空間 (X , B1);

(ii) 母数空間 (Θ, B2);

(iii) 推定量の族 D ;ここでは，非確率化推定量のみを対象とする．

(iv) 統計モデル {Pθ : θ ∈ Θ}，すなわち，標本空間 (X , B1) 上の確率測度
の族;

(v) 損失関数 L : Θ×D → [0, ∞)，ただし，L は可測関数である．
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危険関数と推定量の最適性（１）
危険関数 (リスク) 与えられた推定量 δ に対して，δ の危険関数 R(θ, δ) を

R(θ, δ) =
∫

X

L(θ, a) Pθ(dx).

決定関数のよさ 　推定量全体の集合を D と書くことにする．δ1, δ2 ∈ D に

対して，

• R(θ, δ1) ≤ R(θ, δ2) (∀θ ∈ Θ)

• R(θ0, δ1) < R(θ0, δ2) (∃θ0 ∈ Θ)

が成り立つとき，δ1 が δ2 よりよいという．
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危険関数と推定量の最適性（２）　

許容性 　δ1 よりよい δ ∈ D が存在しないとき，δ1 は許容的であるという．

ミニマックス決定関数 　δ1 がミニマックス推定量であるは，

max
θ∈Θ

R(θ, δ1) = min
δ∈D

max
θ∈Θ

R(θ, δ)

が成り立つときにいう．
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危険関数と推定量の最適性（３）

不変性 　(X , G), (Θ, Ḡ), (D , G̃)は変換群とする．以後，G, Ḡ, G̃をすべて

G とかくことにする．

決定問題が G 不変であるとは，つぎの条件をみたすときをいう．

(i) モデル {Pθ : θ ∈ Θ} は不変：gPθ = Pgθ, (g ∈ G, θ ∈ Θ)．

ただし，任意の B ∈ B1 に対して，gPθ(B) = Pθ(g−1B) である．

(ii) 損失関数 L は不変：L(gθ, gδ) = L(θ, δ), (g ∈ Θ, θ ∈ Θ, δ ∈ D).
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危険関数と推定量の最適性（４）
決定問題が G 不変，推定量 δ が G 不変：gδ(x) = δ(gx) (∀g ∈ G)，Gが Θに
推移的に作用していれば，固定した元 θ0 ∈ G に対して，

R(θ, δ) = R(θ0, δ)

となる．

最良 G 不変性とミニマックス性(Hunt-Stein の定理の簡易版)

Gは三角群とし，決定問題は G 不変とする．このとき，G 不変決定関数 δ1 に
対して，

max
θ∈Θ

R(θ, δ1) = min
δ∈D∗ max

θ∈Θ
R(θ, δ) =⇒ δ1 はミニマックス

ただし，D∗ は G 不変決定関数の全体である．
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Wihart 分布のスケール行列の推定問題：設定

• X1, X2, . . . , Xn (n ≥ r) ∼ Nr(0, Σ), i.i.d. 　ただし，Σ ∈ Sym+(r, �)1．

• S :=
∑n

i=1 XiX
′
i. ←−自由度 n，スケール行列 Σの Wishart分布Wr(Σ, n).

• Σ の推定問題の損失関数：

L(Σ, a) = Tr (aΣ−1)− log Det (aΣ−1)− r.

ただし，a は Σ の推定量で S に依存．

• リスク関数：R(Σ, a) = �[L(Σ, a)]

1Sym+(r, �) は r 次正値実対称行列の全体を表わす．
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損失関数の性質　

(i) L(Σ, a) ≥ 0 で等号成立は a = Σ のときのみ;

(ii) L(Σ, a) は第２の変数に関して凸関数;

(iii) 任意の g ∈ GL(r, �) 2 に対して，

L(gΣg ′, gag ′) = L(Σ, a).

ただし，g ′ は行列 g の転置行列を示す．

2GL(r, �) は r 次正則行列の全体である．
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James and Stein (1961) の結果

• GL(r, �) ⊃ LT+(r, �)3 もSym+(r, �) に推移的に作用．

• S = TT ′ (T ∈ LT+(r, �))したとき，LT+(r, �) 不変推定量は

TAT ′, A ∈ Sym(r, �).

• R(Ir, TAT ′) ≥∑r
i=1

{
log(n + r − 2i + 1)− �[log χ2

n−i+1]
}
.

• 推定量 Σ̂min = Tdiag (1/(n + r− 2i + 1)| i = 1, 2, . . . , r)T ′は上の下限に到
達し，ミニマックス

3LT+(r, �) は r 次下三角行列で対角成分がすべて正の行列全体を表わす．
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直交不変推定量：動機

Marčhenko and Pastur law [4] を参照．r = r(n)とし，r/n→ τ ≤ 1(n→∞)

のとき，
1
r

r∑
i=1

�λi≤x →
∫ x

−∞

√
(b− t)(t− a)

2πtτ

�a≤t≤b dt

(almost surely).

ただし，a = (1− τ1/2)2, b = (1 + τ1/2)2.

Stein [17] の Lecture 4 を参照．
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最尤推定量の固有根の周辺分布(r = 4, n = 10)
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Dey and Srinivasan (1985) の結果　

• Σ の直交不変推定量：Σ̂ = Hdiag (φi| i = 1, 2, . . . , r)H ′ (H ∈ O(r, �)).

ただし，φi : (�+)n �→ �+，S = Hdiag (�1, . . . , �r)H ′．

• φi = (1/n)�i とすれば，Σ̂mle を得る．

• 直交群 O(r, �) の Sym+(r, �) への作用は推移的でないので，リスクは一般
には定数ではない！

• リスクの直接的な評価 −→ Stein’s Unbiased Risk Estimate 法（SURE 法）

• R(Σ, Hdiag (d1�1, . . . , dr�)H ′) ≤ −∑r
i=1

{
log di + �[log χ2

n−i+1]
}

(∀Σ).

ただし，d = (n + r − 2i + 1)−1 (i = 1, . . . , r)
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最尤推定量と DS 推定量の固有根の周辺分布(r = 4, n = 10)
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この講演の構成　

• 背景

• 統計的決定問題の用語

• Wishart 分布ののスケール行列の推定問題における古典的な結果を概括

• Andersson and Perlman [2]による多変量正規 Lattice conditional independence
model (LCI) モデルの基本的な結果

• 3× 3 の分散行分散行列の逆行列の (3, 2) 成分が 0 の条件付独立多変量正規
モデルにおけるミニマックス推定量
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Lattice conditional independence (LCI) モデル（１）　

• K：集合 I = {1, 2, . . . , r} の部分集合からなる分配環とし，集合の和（∪）
と積（∩）について閉じて空集合を含む.

• X ∼ Nr(0, Σ) とし、K ∈ K に対して，XK を K の元に対応する座標の成
分をもつ部分ベクトル.

• LCI モデルN(K) を

XL∩M を与えたとき，XL と XM は条件付き独立 (∀L,M ∈ K) (1)

であるような多変量正規分布 Nr(0, Σ)の集合とする. また，P (K)をすべて
のL, M ∈ K に対して，上の条件を満足するような非退化多変量正規分布の
分散共分散行列4の集まりとする.

4したがって，正定値行列．
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LCI モデル（２）

記号

• K ∈ K に対して，

〈K〉 = ∪(K̃ ∈ K|K̃ ⊂ K 　かつ 　̃K �= K), [K] = K\〈K〉

• K = 〈K〉 ∪ [K] かつ 〈K〉 ∩ [K] は空集合.

• 〈K〉 ∈ K であるが，[K] ∈ K は必ずしも成立しない．

• つぎの部分集合族を考える：J (K) = {K ∈ K|[K] は空でない}
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LCI モデル（３）

• J(K)に含まれる部分集合をK1, K2, . . . , Kq (q ≤ r) とする．順番は，i < j
ならば，Kj �⊂ Ki．

• 各Ki ∈ J(K) (i = 1, 2, . . . , q))は [Ki] �= ∅で，i �= jならば，[Ki]∩[Kj] = ∅
であり，任意の K ∈ K に対して，

K = ∪Ki⊂K (i=1, ..., q)[Ki]; I = [K1] ∪ [K2] ∪ · · · ∪ [Kq].

以後は，[K1], [K2], . . . , [Kq] の順に行列の成分は並んでいるとする．
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LCI モデル（４）
• L, M ⊂ I に対して，行列 A に対して，(i, j) 成分（ i ∈ L, j ∈ M）を集め
た部分行列を AL, M

　

• つぎの集合を考える：
　

LT (K) = {A は I 次の正則行列;

∀L, M ∈ J(K) : L �= M, and M �⊂ L =⇒ A[L], [M ] = 0}.
　

• K = {∅, I} でなければ，K1, K2, . . . , Kq は非減少（包含関係の意味）列で
あるので，LT (K) はブロック下三角行列になっている．

• Σ ∈ P (K) に対して，

LT (K)× P (K) � (A, S) �→ ASA′ ∈ P (K)

となり，推移的な作用となる．ただし，A′ は行列 A の転置行列とした．
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LCI モデル（５）

r = 3
　

• LCI モデル N(K1)からのランダム標本 X1, X2, . . . , Xn(n ≥ 3)に基づいて
分散共分散行列 Σ の推定問題を損失関数　

L(Σ, a) = Tr (aΣ−1)− log Det (aΣ−1)− r.

のもとで考える.

• K1 = {∅, 1, 12, 13, I} 5とする. (1) から K1 は

2 �3 | 1⇐⇒ (Σ−1)2, 3 = (Σ−1)3, 2 = 0⇐⇒ (Σ)3, 2 =
(Σ)3, 1(Σ)2, 1

(Σ)1, 1

となる制限になることに注意する．
512 は集合 {1, 2, 3} の部分集合 {1, 2} の意味である．
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LCI モデル（６）

• J (K1) = {1, 12, 13} であり，K1 = 1, K2 = 12, K3 = 13 とおけば，
K1, K2, K3 は非減少列であり，[K1] = 1, [K2] = 2, [K3] = 3 となる．

• 変換
X1 �→


 a11 0 0

a21 a22 0
a31 0 a33


X1 =: AX1, A ∈ LT (K1) (2)

のもとで，K1 により制限されたモデルは不変であることがわかる．

• ΣA = ���[AX1] としたとき，
(ΣA)3, 1(ΣA)2, 1

(ΣA)1, 1
= (ΣA)3, 2 をみたす．

• a11, a22, a33 > 0 とし，(2) により定まる変換群を LT +(K1) と書くことに
する．
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LCI モデル（７）

• LCI モデルN(K1) からのランダム標本 X1, X2, . . . , Xn に対して，

S =
n∑

i=1

XiX
′
i = (sij)

とおく.

• K1 で制約されたモデルの分散共分散行列 Σ の最尤推定量：

nΣ̂‘mle
K1

=


 s11 s12 s13

s21 s22 s21s
−1
11 s13

s31 s31s
−1
11 s12 s33



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LCI モデル（８）

• つぎの分解を考える：nΣ̂mle
K1

= T1T
′
1 と書く. ただし，

T1 =


 s

1/2
11 0 0

s21s
−1/2
11 t22 0

s31s
−1/2
11 0 t33


 ∈ LT +(K1); t2ii = sii−si1s

−1
11 s1i > 0 (i = 2, 3).

　

• ミニマックス推定量：Σ̂m
K1

= T1D1T
′
1; D1 = diag

(
1

n+2,
1

n−1,
1

n−1

)
.

Σ̂m
K1

=




s11
n+2

s12
n+2

s13
n+2

s21
n+2

1
n−1

(
s22 − 3

n+2s21s
−1
11 s12

)
s21s−1

11 s13

n+2

s31
n+2

s31s−1
11 s12

n+2
1

n−1

(
s33 − 3

n+2s31s
−1
11 s13

)


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むすび　

• 前節の議論において得られた推定量 (3)は，許容的かどうか不明である．す
くなくとも 3 節の手法を用いて，推定量 (3)を改良する推定量を求めること
はできないように思われる．
　

• Andersson and Perlman [2] で得られた結果を用いると 前節の結果を一般
の Lattice conditional independence model に拡張することが可能である．
Konno [10] を参照．

• 古典的な Wishart 分布とその性質を等質錐（すなわち，homogeneous cones，
自己同型群の部分群が推移的に作用する開凸錐）上の分布に一般化を行う研
究がいくつがある．Andersson and Wojnar [3], Ishi [7, 8]．さらに，等質性を
みたさないものも含んだモデルとしては，Andersson and Klein [1], Letac and
Massam [13], Roberat [15]がある．これらの研究で一般化された Wishart 分
布が統計推測理論でそのような役割を果たす可能性があるかは興味のあると
ころである．
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