
楕円型分布における2つの共分散行列の同時推定問題

津熊 久幸 (千葉大学大学院 自然科学研究科)

今野 良彦 (千葉大学大学院 自然科学研究科)

本報告では, 誤差項が楕円型分布にしたがう 2つの多変量線形モデル
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, (1)

における共分散行列の同時推定問題を扱う. ただし, βiは未知とし , 目的変
数 Yiと説明変数Aiはそれぞれ既知とする (i = 1, 2). また, 誤差項 e1と e2

は独立に楕円型分布にしたがうとし, それぞれ密度関数

|Σ1|−N1/2g1(trΣ−1
1 e′1e1), |Σ2|−N2/2g2(trΣ−1

2 e′2e2).

を持つとする. ただし , Σiは未知の p × p正定値行列とし , gi( · )は未知の
1変数非負値関数とする.

いま, β̂iを βiの最小 2乗推定量とし, Si = (Yi − Aiβ̂i)
′(Yi − Aiβ̂i)とする.

S1と S2に基づく, (Σ1, Σ2)の同時推定問題を損失関数

L(Σ̃1, Σ̃2;Σ1, Σ2) =
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i=1

{tr Σ̃iΣ
−1
i − log |Σ̃iΣ

−1
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のもとで考える. ただし, Σ̃iはΣiの推定量である.

ここで,

(Σ̂1, Σ̂2) = (B−1ΦB′−1
, B−1ΨB′−1

) (3)

なる推定量の族を考える. ただし , Bと F をそれぞれ, B(S1 + S2)B
′ =

Ip, BS2B
′ = Fを満たす非特異行列, 対角行列とする. また, Fの対角成分

fjは f1 � f2 � · · · � fp > 0を満たすとし , Φと Ψは Fに依存する p × p対
角行列である.

Loh (1988, 1991)は, 任意の非特異行列Bについて,

Σ̂i(BS1B
′, BS2B

′) = BΣ̂i(S1, S2)B
′, i = 1, 2

なる変換に対するパラメータ (Σ1, Σ2)の共変推定量が (3)で与えられるこ
とを示している. さらに誤差項 e1と e2が多変量正規分布の場合において,



Loh (1988, 1991)は推定量 (3)のリスクの不偏推定量を求め,これを用いて,

(Σ1, Σ2)の通常の推定量
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や Stein型推定量
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2 ) = (T1D1T
′
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′
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(ただし Si = TiT
′
i , Tiは下三角行列, Diは第 j対角成分が 1/(Ni − m + p +

1 − 2j)の対角行列) を改良する推定量を導出している.

一方, 1標本問題において, Kubokawa and Srivastava (1999)は, 楕円型分
布モデルにおけるHaff’s identityを導出し, Stein型推定量が通常の推定量
Σ̂UB

1 を改良するための十分条件を与えている.

Kubokawa and Srivastava (1999)による拡張されたHaff’s identityを用
いることにより以下の定理が得られる.

定理： ΦAUと ΨAUを対角成分がそれぞれ ΦAU
j = (1 − fj)/(N1 − m − p −

1 + 2j), ΨAU
j = fj/(N2 − m + p + 1− 2j) (j = 1, 2, . . . , p)で与えられる対

角行列とする. このとき損失 (2)のもとで, モデル (1)の (Σ1, Σ2)の推定量

(Σ̂AU
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2 ) = (B−1ΦAUB′−1
, B−1ΨAUB′−1

) (6)

は, 推定量 (4)と Stein型推定量 (5)を改良する. �

上記の推定量 (6)以外にも, Stein型推定量 (5)を改良する推定量として,

Dey–Srinivasan型推定量

(Σ̂DS
1 , Σ̂DS

2 ) = (H1D1L1H
′
1, H2D2L2H

′
2) (7)

(ただし Si = HiLiH
′
i, Hiは直交行列, Liは対角行列) などが考えられる.

しかし, 推定量 (6)との解析的比較は困難であるので, モンテカルロ実験に
よるリスクの比較検討を行った. このモンテカルロ実験の結果をみる限り,

Dey–Srinivasan型推定量 (7)が推定量 (6)よりよいことが分った. モンテカ
ルロ実験による比較検討結果の詳細については発表時に報告する.
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