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1. 概要
　多変量正規分布の分散共分散行列が block compound symmetry と呼ばれる制約下
にあるときに, 平均ベクトルの推定問題を統計的決定理論の立場から考える. 適当な直
交行列で標本空間の基底を変換することで, 標本空間の座標に作用する置換群の部分群
に関して不変な構造をもつ分散共分散行列は, 成分が実, 複素, 四元数である Hermite

行列の直和で書けるできること [6] を援用して, 平均ベクトルの縮小型推定量を導出で
きることを報告する.

2. 問題の背景
　多変量正規分布の分散共分散行列に不変性（対称性）によって構造化することがで
きる. すなわち, 観測値の空間に作用する一般線型群のある部分群の作用に関して不変
であるという制約を分散共分散行列にかすこと [1] によって特徴づけるすることであ
る. この観点の背景にある事実として, 多変量正規分布の正則な分散共分散行列全体の
成す空間は対称錐 (等質かつ自己双対な凸錐)の一例とみることができ, さらに, 対称錐
は Euclid 型 Jordan 代数 (以下では EJA と記す)を用いて書き表せること [4] がある.

別の観点からの分散共分散行列の制約として, 分散共分散行列とその逆行列に関して
線型的であることを制約とかすこともできる. このような構造をもつ分散共分散行列
が EJA によって母数化されることが同値であること [7] が知られている. これも EJA

の議論が背景にある.

さらに, [6] では, 適当な直交行列で標本空間の基底を変換することで, 標本空間の座
標に作用する置換群の部分群に関して不変な構造をもつ分散共分散行列は, 成分が実,

複素, 四元数である Hermite 行列の直和で書けるできることを有限群の表現論を用い
て証明している.

以上の一般論を踏まえて, 統一的な形で推測手法の性質を議論することが可能になる
ことが予想される. そこで, 具体的なモデルである block compound symmetry 分散共
分散行列をとりあげ, 不変構造をもつ分散共分散行列に関する一般論を踏まえると, こ
の制約下での推定問題が見通しよく議論できることがわかる.

3. 問題設定
　block compound symmetry 構造をもつモデルの中で最も簡単なモデル

Y ∼ Nd

(
ξ̃, Σ

)
with Σ = σ2

{
(1− ρ)Id + ρ1d1

⊤
d

}
(1)
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を考える. ただし, ξ̃ ∈ Rd, Id は d 次の単位行列, 1d = (1, 1, . . . , 1)⊤ ∈ Rd, 0 < σ <

∞, − 1

d− 1
< ρ < 1 である. また, ( · )⊤ は転置作用素である. このモデルは intraclass

covariance structures とも呼ばれる分散共分散構造をもつ多変量正規モデルである.

n ≥ 1 とする. Y の n+ 1 個の独立複製を Y1, Y2, . . . , Yn+1 に対して

Y =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

Yi, S =
n+1∑
i=1

(Yi − Y )(Yi − Y )⊤.

とおく. すると, Y と S は独立で

Y ∼ Nd(ξ̃, (n+ 1)−1Σ), S ∼ Wd(n, Σ).

となる. σ と ρ を未知としたとき, 平均ベクトル ξ̃ の推定問題を不変な損失関数

L̃
(
d̃, ξ̃|Σ

)
= (n+ 1)

(
d̃− ξ̃

)⊤
Σ−1

(
d̃− ξ̃

)
のもとで考える. ただし, d̃ は, 観測

(
Y , S

)
に基づく ξ̃ の推定量である. さらに,

R̃(d̃, ξ̃|Σ) を d̃ の危険関数とする. すなわち

R̃
(
d̃, ξ̃|Σ

)
= E

[
L̃
(
d̃, ξ̃|Σ

)]
である. ただし, E[ · ] は

(
Y , S

)
の同時分布に関する期待値である.

まず, この推定問題の通常の canonical form を導出するために

X =
√
n+ 1× Y ∼ Nd

(
ξ, Σ

)
and S ∼ Wd

(
n, Σ

)
(2)

とおく. ただし, Wd

(
n, Σ

)
は自由度 n, スケール行列 Σ の d 次の Wishart 分布で,

ξ :=
√
n+ 1ξ̃ で, Σ は (1) で与えられる. ここで, Σ は正定置であるが, n < d の場合

には S は正則ではない (その逆行列が存在しない)ことに注意する. 平均ベクトル ξ̃ の
推定問題は, 平均ベクトル ξ を不変な損失関数

L
(
ξ̂, ξ|Σ

)
=

(
ξ̂ − ξ

)⊤
Σ−1

(
ξ̂ − ξ

)
(3)

のもとで考えることと同一視できる. ただし, ξ̂ =
√
n+ 1d̃ は観測

(
X, S

)
に基づく推

定量である.

Canonical form 1� �
X と S は独立に (2) の分布に従い, 分散共分散は (1) で与えらえる. ただし,

σ > 0, − 1

d− 1
< ρ < 1 である. このとき,

(
X, S

)
に基づきξ の推定問題を不変な

損失関数 (3) のもとで考える.� �
つぎに, 分散共分散構造 (1) を考慮に入れて canonical form を求めるために

Z := UX ∼ Nd

(
µ, Ψ

)
and W = USU⊤ ∼ Wd

(
n, Ψ

)
(4)



と変換する. ただし, U は d × d 直交行列 (観測者にとって既知)で第 1 列は
1√
d
1 と

なるものである. すると分散共分散行列Σ は対角化され

µ = Uξ, Ψ = σ2diag
(
1 + (d− 1)ρ, 1− ρ, . . . , 1− ρ︸ ︷︷ ︸

(d− 1) 個

)
=: diag

(
ψ1, ψ2, . . . , ψ2︸ ︷︷ ︸

(d− 1) 個

)
(5)

となることに注意する. ここで, diag(a1, a2, . . . , ad)は d×dの対角行列で,その i対角
成分(i=1, 2,. . . , d)は ai (∈ R)であるものを表し, ψ1 := σ2(1+(d−1)ρ), ψ2 := σ2(1−ρ)
である. このとき, 損失関数 (3) は

L
(
d, U⊤µ|U⊤ΨU

)
=

(
Ud− µ

)⊤
Ψ−1

(
Ud− µ

)
=

(
µ̂− µ

)⊤
Ψ−1

(
µ̂− µ

)
=: L

(
µ̂, µ|Ψ

)
となる. ただし µ̂ = Ud とおいた.

Canonical form 2� �
Z とW は独立に (4) の分布に従い, 分散共分散行列は (5) で与えられる. ただし,

0 < ψ2 < ψ1 である. このとき,
(
Z, W

)
に基づいてµ の推定問題を損失関数

L
(
µ̂, µ|Ψ

)
=

(
µ̂− µ

)⊤
Ψ−1

(
µ̂− µ

)
のもとで考える. ただし, µ̂ は

(
Z, W

)
に基づく µ の推定量である.� �

4. 縮小型推定量
　次のような推定量の族

µ̂(c) =

(
1− c

Z⊤Ψ̂−1Z

)
Z (6)

を考える. ただし, c は非負定数で, W = diag(w11, . . . , wdd) と記したとき

Ψ̂ = diag

(
w11

n
,

∑d
i=2wii

(d− 1)n
, . . . ,

∑d
i=2wii

(d− 1)n︸ ︷︷ ︸
(d−1) times

)

で与えられる. すると, 正規分布と χ2 分布に関する部分積分の公式 (the Stein identity

と the Stein-Haff identity) を用いることで

R
(
µ̂(c), µ|Ψ

)
= E

[
L
(
µ̂(c), µ|Ψ

)]
≤ E

[(
Z − µ

)⊤
Ψ−1

(
Z − µ

)]
+ (c2 − 2(d− 2)c)E

[
1

Z⊤Ψ̂−1Z

]
がわかる.



定理 1� �
d ≥ 3 かつ n ≥ 1 とする. 任意の µ ∈ Rd と 0 < ψ2 < ψ1 <∞ に対して

0 ≤ c ≤ 2(d− 2) ⇒ R
(
µ̂(c), µ|Ψ

)
≤ R

(
Z, µ|Ψ

)
.� �

ここで, c = d− 2 とおくと, canonical form 1 の設定で, ξ の James-Stein 型推定量
とその positive-part 推定量は

ξ̂JS =

(
1− d− 2

(d− 1)nX⊤
{
(TrS−1

d
1⊤
d S1d)Id +

1

d

(
1⊤
d S1d − TrS

)
1d1⊤

d

}−1

X

)
X,

ξ̂PJS =

(
1− d− 2

(d− 1)nX⊤
{
(TrS−1

d
1⊤
d S1d)Id +

1

d

(
1⊤
d S1d − TrS

)
1d1⊤

d

}−1

X

)
+

X

で与えられる. ただし, Tr( · )は行列のトレースで, (a)+ = max{0, a} for a ∈ Rである.

定理 2� �
任意の ξ ∈ Rd と σ > 0, − 1

d− 1
< ρ < 1 に対して

R
(
ξ̂PJS, ξ

∣∣Σ)
≤ R

(
ξ̂JS, ξ

∣∣Σ)
≤ R

(
X, ξ

∣∣Σ)
.� �

5. Block compound symmetry covarinace matrix model

　 dp × 1 確率ベクトル X は多変量正規分布Ndp

(
ξ̃, Cov(X)

)
に従うとする. ただし,

ξ̃ ∈ Rdp で

Cov(X) =


Σ R · · · R

R Σ · · · R
...

. . .
...

R R · · · Σ

 =: Id ⊗
(
Σ−R

)
+ 1d1

⊤
d ⊗R

である. ここで, Σは p×pの正定置行列, Rは p×pの対称行列で− 1

d− 1
Σ < R < Σ

をみたすと仮定する. すなわち, − 1

d− 1
Σ < R < Σ により Σ−R とΣ+ (d− 1)R は

共に p × p の正定置行列となることがわかる. d = 1 かつ Σ = σ2, R = σ2ρ とすると
(1) となることに注意せよ.

6. 終わりの注意
　モデル (1)のもとでの数値実験による改良率と block compound symmetry covariance

structures モデルへの拡張された結果, 分散共分散行列の推定問題については当日報告
する予定である.
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